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ii

o presente trabalho resulta do estudo iniciado em 5 de Março de 1996, com
vista a apresentação de uma tese de Mestrado.

J.Milnor apresentou em [M] diversos resultados relativos à curvatura de
Gauss de uma métrica Riemanniana invariante à esquerda sobre um grupo de
Lie. Em especial, ele deduziu muitas particularidades do caso em que o grupo
de Lie tem dimensão 3. Este trabalho tem vindo a inspirar, desde há vinte anos,
novos estudos sobre matérias com ele relacionadas. Ainda muito recentemente,
em [CorPar], encontramos um estudo da curvatura Lorentziana em dimensão 3
que utiliza os mesmos métodos de [M].

Fomos orientados no início da feitura deste trabalho, e foi o que sempre
nos animou, para crescer em duas direcções relativamente a [M]. Uma, a pas-
sagem ao estudo das métricas invariantes à esquerda não apenas Riemannianas
ou Lorentzianas. É o assunto ao qual é devotado o Capítulo 1. Outra, a inves-
tigação da curvatura das métricas de assinatura (-, -, +, +) em grupos de Lie
de dimensão 4. O que se conseguiu está no Capítulo 2.

Essencialmente, em [Nom] generalizou-se um dos resultados de [M] às es-
truturas Lorentzianas. É o chamado "exemplo especial". No nosso Capítulo
3 extendemos aqueles trabalhos a qualquer métrica invariante à esquerda e o
Teorema principal a que se chegou, após sucessivas melhorias, acabou por ficar
com uma demonstração muito mais simples do que a inicial, que apenas dizia
respeito ao caso da métrica de Lorentz (cf.[Nom]).

A dimensão 4 e o "exemplo especial" trouxeram-nos numerosos resultados
directa ou indirectamente. Não é sem orgulho e ao mesmo tempo sem nos lamen-
tarmos, que afirmamos que resistimos à tentação de 'passar para o papel' as
demonstrações dos resultados verdadeiramente bonitos da Teoria já conhecida,
a fim de que o leitor nos reservasse toda a atenção.

Suposemos o absurdo de o leitor, por um lado, ser um perito em Grupos
de Lie e Geometria Diferencial, e por outro, desconhecer completamente a Ge-
ometria semi-Riemanniana. Foi a forma de nos obrigarmos, a nós próprios, a
aprofundar o estudo da Geometria semi-Ríemanniana,

Por último, queremos deixar aqui um forte agradecimento à Professora Isabel
Salavessa, que nos orientou e muito tem ajudado.

A sua sabedoria, o seu empenho, motivação e confiança são para nós um
exemplo a seguir.

Lisboa, 31 de Dezembro de 1996.
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Notação
Os espaços vectoriais deste trabalho são todos reais ou complexos de dimensão
finita. Na falta de indicação explícita, são reais, o mesmo se passando com
variedades, grupos ou álgebras de Lie, aplicações lineares, etc. O expoente c

junto de espaços vectoriais, de aplicações multilineares ou álgebras significa o
respectivo complexificado. Por uma base de um espaço vectorial entendemos
um sistema ordenado de vectores que forme uma base. T e tr denotam, re-
spectivamente, a transposta e o traço de uma matriz. det = I . I denota o
determinante de uma matriz ou aplicação (fixada uma base). x representa o
produto cartesiano e EBtanto a soma como o produto directos (de grupos ou
espaços vectoriais).

No contexto das álgebras de Lie, IRndenota uma álgebra de Lie abeliana de
dimensão n.

Os grupos de Lie deste trabalho têm, como em [V], estrutura de variedade
analítica. Já se sabe que de uma estrutura real de classe 0° se pode ter outra
até ao grau de analítica, compatível com a primeira.

Adoptamos as seguintes notações usuais:
f* = df - derivada da função t:
e - elemento identidade de um grupo;
Lg, Rg - translacções, respectivamente, esquerda e direita de um grupo por

multiplicação de um elemento g;
GO - componente conexa de e num grupo de Lie G;

õ - espaço de cobertura universal de um grupo de Lie G;
Ad - representação adjunta de um grupo de Lie;
Z (g) - centro de uma álgebra de Lie g;
1)g = g' = [g,g] - subálgebra de Lie derivada de g;
Aut (-) - grupo de Lie (!) dos automorfismos de um grupo de Lie ou de uma

álgebra de Lie;
ad - representação adjunta de uma álgebra de Lie;
B - forma de Killing de uma álgebra de Lie;
8g =Der 9 - álgebra de Lie das derivações de uma álgebra de Lie g;
exp - aplicação exponencial de um grupo de Lie ou de uma variedade com

conexão;
1f - números complexos de módulo 1 (toro);
GL(V) - grupo dos isomorfismos lineares de um espaço vectorial V;
9 ((V) - álgebra de Lie dos endomorfismos de um espaço vectorial V.
Seja K o corpo IRou C.
In = I - matriz identidade;
GL(n, K) - grupo das matrizes invertíveis de ordem n sobre K;
GL+ = GL(n IR)o.

n "



SL(n, K) - subgrupo de GL(n, K) das matrizes de determinante 1;

eSejam

O(p,q,m.) = {A E GL(p+q,m.) : ATlpqA = Ipq} - grupo (pseudo)ortogonal;
U(p, q, C) = {A E GL(p + q, C) : AT IpqA = Ipq} - grupo (pseudo)unitário;
Sp(m, K) = {A E GL(2m, K) : AT FA = F} - grupo simpléctico;
SO(p, q, m.) = O(p, q,m.) n SL(p + q,m.);
SU(p, q, C) = U(p, q, C) n SL(p + q, C);
Sp(m) = Sp(m,C) n U(2m,C);
0(0, n,R) = On - grupo ortogonal;
Ui; = U(O, n,C) - grupo unitário;
Quando estiver subentendido qual o corpo K falaremos simplesmente de

GLn, SLn, Opq, ...
Como é sabido, estes grupos possuem uma estrutura de grupo de Lie real

e é essa que se considera se não se disser nada em contrário. Notamos as suas
álgebras de Lie, respectivamente, por g[(n,K), .s[(n,K), o (p,q,m.), ... , com as
correspondentes abreviaturas no caso em que já se sabe qual o corpo K.
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1 Resultados Gerais

1.1 Produtos Escalares

Dado um espaço vectorial real V de dimensão finita n chamamos produto escalar
a uma forma bilinear < , > simétrica não degenerada nele definida. Notaremos
indiferentemente estas aplicações de V x V em ~ por < , > ou g. A condição de
simetria é suficiente para que uma forma bilinear se possa escrever, para certa
base (vih:<=;i:<=;nde V, como a matriz

(t, r E N).

A demonstração, por indução em n, é quase imediata. Supondo logo 9 uma
aplicação bilinear real simétrica não nula, se a dimensão n de V é 1, tomando
v E V tal que g(v,v) =JO, VI = vlJI < v,v > I é a base pretendida. Se n> 1,
supondo válida aquela afirmação para n -1, sejam v, Vi dois vectores de V não
nulos tais que <v, v'>=J O. É trivial verificar que v ou v' ou v + v' verificam
a equação <x,x>=J O. Podemos então supôr que <v,v>=J O e mesmo que
<v,v>= ±1. N = ker <v,'> éum subespaço de V de dimensão n -1 e
agora, usando a hipótese de indução sobre N, já se está a ver como termina a
demonstração.

Um vector não nulo v E V diz-se positivo, negativo ou nulo se verificar,
respectivamente, g(v,v) > O, < O ou = O. Tambem se usam os termos, res-
pectivamente, tipo espaço, tipo tempo e tipo luz. Dizemos que um vector v
é unitário se g(v, v) = ±1. Dois vectores u, v E V dizem-se ortogonais se
verificarem <u, v>= O. Mais geralmente, dois subconjuntos A e B de V dizem-
se ortogonais, e denota-se A ..LB, se todo o vector de A é ortogonal a todo o
vector de B. Uma base (eih<i<n de V diz-se ortogonal se, para todo o i =Ji.
g( ei, ej) = O.

Os números naturais t e r da matriz acima são invariantes da forma bilinear
g, isto é, dada outra base ortogonal (eih:<=;i:<=;nde V, é igual a t o número de
vectores e; negativos, igual a r o de positivos e igual a n - t - r o de nulos.

3
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Chama-se a este facto "Lei da Inércia de Sylvester". Vejamos. Reordenando
e 'normalizando' a base (ei) podemos já supôr que a matriz g' = «ei, ej »
é igual a

(TI~'n
Notando P a matriz de mudança de base e 9 a primeira matriz, tem-se, por
bilinearidade, pTg' P = g, donde rk(Ç') = rk(g), ou seja, t + r = t' + r'. Em
seguida supomos r' > r. Tomando

(t', r' E N).

F =< VI, ... , Vt, Vt+r+I,"" Vn > e F' =< et'+I,"" etl+rl >,

temos dimF = n - r e dimF' = r'. De dim(F + F') + dim(F n F')
dim F + dim F' = n + r' - r > n, vem F nF' -:f o. Mas se um vector não nulo
está em F, ele é não negativo, enquanto se está em F', ele é negativo. Logo
F n F' = O. Supondo r > r' chegamos a um absurdo parecido, donde r = r' e
t = t' c.q.d. Ao número t chamamos índice de g.

Quando 9 é um produto escalar, o que consideraremos sempre daqui em
diante, a condição de ser não degenerado, isto é, para todo o vector v -:f ° existe
um vector u tal que < u, v >-:f 0, pode-se traduzir como v .L V {:} v = O.
É tambem equivalente a t + r = n , ou ainda, à matriz de 9 em qualquer base
(igual a pTgp para alguma P invertível) ser não singular. Uma base (eih~i~n
de V diz-se ortonormada se <ei, =>= ±8ij.

Falamos agora na assinatura de 9 como sendo o seu índice, que tambem se
costuma notar (t, n - t) ou (-, ... , -, +, ... ,+), onde t é o número de -, ou
melhor, o número de vectores negativos numa base ortonormada. A um produto
escalar de assinatura (n,O) ou (O,n) chamamos produto interno e dizemos que
9 é definida negativa no primeiro caso, definida positiva no segundo. Se nenhum
destes casos se dá, o produto escalar diz-se indefinido. Como exemplo daquilo
que temos vindo a dizer, temos Iltn com produto escalar b dado nas coordenadas
canónicas por

p n

b(x,y) = - LXiYi + L XiYi,
i=1 i=p+1

e que se costuma notar Ilt;. A Ilt~,Iltf e Ilt; (p ~ 2) chamamos, respectivamente,
espaço Euclideano, espaço de Minkowski e espaço semi-Euclideano.

Se F é um subespaço de V, notamos F.L o subespaço (!) dos vectores que
lhe são ortogonais. Temos que Fi. .L F e dim F.L + dim F = n, mas não por
regra, F.L + F = V. Pode-se dar o caso de glFxF, que denotamos par gF, ser
não degenerada e, aí, já se tem aquela soma directa, gFJ. não degenerada e 9 de
assinatura igual à soma (em Z2) das assinaturas de gF e gFJ.. Recíprocamente,
cada uma destas três condições implica gF ser não degenerada. Tambem se
diz que F é um subespaço não degenerado. Tudo isto é fácil de demonstrar e
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mais resultados, particulares do Espaço de Minkowski, podem ser consultados
em [BO].

Seja W outro espaço vectorial real com produto escalar e T: V ---+ W um
operador linear não nulo que verifique <T x, T y>=<x, y> para todos os vectores
x, y E V. T é injectivo. Se T é sobrejectivo, isto é, se dim V = dim W,
T chama-se uma isometria. Uma isometria transforma bases ortonormadas em
bases ortonormadas. Entre V e W existe uma isometria sse V e W têm a mesma
dimensão e os seus produtos escalares têm o mesmo índice.

Continuando a notar W outro espaço vectorial munido de um produto escalar
h, podemos associar a V x W um produto escalar, que se denota 9 x h, e que
no par ((Vl> Wl), (V2, W2)) vale g(Vl>V2) + h(Wl, W2). Voltando ao caso em que
F é um subespaço de V e gF é não degenerada, mostra-se a existência de uma
isometria entre os 'pares' (V,g) e (F x p-l,gF x gF.L).

Em [BEE] encontramos o seguinte resultado com uma demonstração com-
plicadíssima. Foi nos comunicada outra mais simples.

Lema 1 Seja V um espaço vectorial real com dois produtos escalares indefinidos
9 e h. Se estes têm os mesmos vectores nulos, isto é g(v,v) = O sse h(v,v) =
O, "Iv E V, então existe À real não nulo tal que 9 = Xh, Em particular, 9 e h
ou 9 e -h têm a mesma assinatura.

Demonstração. Seja (ej , ... ,er,er+l, ... ,en) uma base g-ortonormada (r 2:
1) com el, ... , er g-negativos e os restantes vectores er+l, ... , en g-positivos.
Verificando que, para i :::;r < k,

deduz-se, pelas mesmas contas para h, que hie«, ek) = O, h(ei, ei) = -h(ek, ek).
Seja À = h(er+l, er+l)' Tem-se

Agora, para i,j:::; r < k,l,

e daqui vem

De modo análogo se prova que h(ek, el) = O e isto é suficiente para afirmar que
9 = Àh.

Suponhamos que V tem assinatura (p, q). O subgrupo de GL(V) dos auto-
morfismos que são isometrias tem uma estrutura natural de subgrupo de Lie de
GL(V). É a que vem da estrutura de grupo de Lie de Opq pelo isomorfismo de
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grupos que, fixada uma base, a cada aplicação associa a sua matriz - ortogo-
nal. A subálgebra de Lie de 9 [(V) associada é o conjunto dos endomorfismos
anti-autoadjuntos, isto é, L: V -4 V tal que

<Lx,y>= - <x,Ly>

para todos os vectores x, y E V. Tambem este grupo toma a denominação de
ortoqotuil e nota-se O(V). A sua álgebra, O (V).

Ao plano Euclideano e ao plano de Minkowski estão associados dois grupos
de Lie. E(2) e E(l, 1), de dimensão 3, que se chamam os grupos dos movimentos
rígidos desses planos, consistem na união do grupo ortogonal de ~2 ou de ~i,
as rotações, com as translacções de ~2. A operação do grupo é a composição.
Veremos no §1.6 que tais uniões são isomorfas ao produto semi-directo de ~2

com O2 ou 01,1, donde lhes vem a estrutura de Lie. As suas álgebras de Lie
denotam-se, respectivamente, por e2 e el,l.

Idênticas construções se fazem para ~~.

1.2 Conexão de Levi-Civita e Curvaturas semi-
Riemannianas

Vamos fazer uma abordagem rápida à teoria das variedades semi-Riemannianas,
tocando apenas nos assuntos que pretendemos aplicar aos grupos de Lie. Uma
variedade diferencíável! M de dimensão n diz-se semi-Riemannianaou Pseudo-
Riemanniana se possuir um campo tensorial real simétrico global e diferenciável
g tal que, em cada ponto m E M, gm é não degenerada e tem sempre o mesmo
índice. Ao par (M,g) ou a g chamamos Estrutura semi-Riemanniana.

Podemos falar no índice ou na assinatura de M ou g como sendo o índice
ou a assinatura de qualquer gm. A g dá-se o nome de tensor da métrica ou
simplesmente métrica. Se o índice for O a variedade diz-se Riemanniana ou
de Riemann e a métrica definida positiva ou Riemanniana. Se o índice for
n, (M, -g) é uma variedade Riemanniana e g diz-se definida negativa. Se o
índice não for algum destes dois, então a métrica diz-se indefinida ou semi-
Riemanniana. No caso em que o índice é 1, (M, g) diz-se Lorentziana ou uma
variedade de Lorentz.

Um difeomorfismo f: M -4 N entre duas variedades semi-Riemannianas diz-
se uma isometria se a sua derivada, em cada ponto m EM, for uma isometria
de TmM sobre Tf(m)N. A existir tal aplicação, M e N dizem-se isométricas.

Teorema 1 Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n ~ 3 munida
de duas estruturas semi-Riemannianas g e h. Suponhamos que para quais-

lcom 'diferenciável' queremos dizer 'de classe Coo '. Podíamos, quando a variedade em
causa fosse um grupo de Lie, restringir-mo-nos ao caso 'analítico', que tudo funcionaria bem.
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quer mE M, v E TmM se tem gm(v,v) = O sse hm(v,v) = o. Então existe
A: M -+ IR+ diferenciável tal que h = A g.

Isto é consequência imediata do lema 1 do §1.1 e de se poder tomar, numa vizin-
hança de cada ponto de M, um campo vectorial díferenciável X em T M tal que
h(X, X) = A g(X, X) nunca se anule, permitindo mostrar a diferenciabilídade
de A.

Ao contrário do caso Riemanniano (cf.[KN,I]), uma variedade diferenciável
não possui, de forma geral, qualquer maquinaria que a torne numa variedade
semi-Riemanniana com métrica indefinida. No caso dos grupos de Lie essa
maquinaria existe. Seja G um grupo de Lie e denotemos 9 a álgebra de Lie dos
campos vectoriais invariantes à esquerda. As translacções esquerdas

Lg :G -+ G, Lgg' = gg' (g,g' E G)

e um dado produto escalar < , >gO num espaço tangente TgoG permitem-nos
definir uma métrica sobre G, a saber, a que faz todos os difeomorfismos Lg
serem isometrias, Temos então, para todo o 9 E G, u,v E TgoG,

< Lg. 90 (u), Lg. 90 (v) >ggo=<U, v>«

e esta mesma igualdade no ponto g;;1 permite supôr, s.p.g., que o produto
escalar havia sido dado em TeG ou em g, em virtude do isomorfismo canónico
que existe entre estes dois espaços. Vejamos que < , > é de facto uma estrutura
semi-Riemanniana, Pelo que se sabe de uma isometria, é verdade que < , >g é
não degenerada e o índice é o mesmo qualquer que seja o 9 E G. Seja X 1, ... , Xn
um campo de referenciais invariante à esquerda, logo, global e analítico. Dados
campos vectoriais U, V E C[1(TG), onde n é um aberto de G, existem funções
fI,···, fn, tis, ... , hn E C[1(IR) tais que U = I:~=1fi X, , V = I:~=1hiXi· Então

i,j i,j

é claramente Coo. Isto basta, como é sabido, para mostrar que < , > é um
tensor simétrico diferenciável global.

À estrutura semi-Riemanniana num grupo de Lie construída aqui acima
damos o nome de estrutura semi-Riemanniana invariante à esquerda induzida
pelo produto escalar de TeG ou mais simplesmente estrutura semi-Riemanniana
induzi da invariante à esquerda. Chamamos tambem induzida à métrica desta
estrutura. Análogamente, com as translacções direitas, pode-se definir uma
estrutura semi-Ríemanniana induzida invariante à direita. Como exemplo
temos os espaços IR;, que significam o grupo de Lie IRn com fibrado tangente
T]Rn = IRn x IR;.



Capítulo 1, §1.2 8

Na linguagem dos campos tensoriais, uma métrica induzida satisfaz

L; < , >=< , > , v» E G. (1.1)

Geralmente, dada uma estrutura semi-Riemanniana num grupo de Lie, a
métrica diz-se invariante à esquerda se satisfaz (1.1). Diz-se invariante à di-
reita se satisfaz (1.1) com R no lugar de L. Uma métrica diz-se bi-invariante
se for invariante à esquerda e invariante à direita. Claro que uma métrica in-
duzida invariante à esquerda (resp. direita) é, no sentido desta última definição,
invariante à esquerda (resp. direita). Por sua vez, toda a métrica invariante à
esquerda (resp. direita) < , > é induzida pelo produto escalar < , >e, restrição
de < , > a TeG.

Até ao fim deste trabalho ocupamo-nos das métricas invariantes à esquerda,
quando não das bi-invariantes. Como vimos, basta pensar em produtos escalares
definidos em g. Fique entretanto claro que todo o resultado respeitante àquelas
métricas tem um análogo para as invariantes à direita.

Voltando à teoria das variedades semi-Riemannianas encontramos aí o se-
guinte "Teorema Fundamental da Geometria Riemanniana": Sobre uma varie-
dade M com estrutura semi-Riemanniana < , > existe uma e uma só conexão
em TM de torsão nula e métrica paralela.

Estas duas últimas condições relativas à conexão V traduzem-se, como se
sabe, para todos os campos vectoriais'' diferenciáveis x, y, z sobre M, por

Vx y - Vy x = [x, y],

e por a métrica ser um campo tensorial paralelo do fibrado 02TM,

x<y,z>=<Vx y, z> + <u, Vx u> .
Chama-se conexão de Levi- Civita a V. Esta é dada pela fórmula de K oszul

2< Vx y,z> x<y,z> +y<z,x> -z<x,y>
+ < [x,y],z> - < [y,z],x> + < [z,x], y> .

Lembremos que o campo tensorial curvatura de uma conexão é dado por

R(x,y)z = -Vx Vy z + Vy Vx z + V[x,y]z. (1.2)

Devido às igualdades

R(x, y)z + R(y, z)x + R(z, x)y = O

2a partir de aqui, denotamo-los por letras minúsculas.
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<R(x, y)z, w>= - <Rix, y)w, z>= - <R(y, x)z, ui>

<R(x, y)z, w>=<R(z, w)x, y>

(só a última depende das anteriores) que este tensor satisfaz (cf.[BO]), tem-
se que <R(x,y)x,y>=<R(y,x)y,x>. À função real ",(x,y) =<R(x,y)x,y>
damos o nome de função curvatura ('" é um tensor homogéneo de grau 4). '" é
simétrica pelas igualdades acima.

Quando P é um plano não degenerado de TmM, m E M, isto é, quando a
restrição da métrica a um plano P gerado por vectores u, v é não degenerada,
então <u, u>«:», v> - <u, V>2f. O. Podemos falar em planos tipo espaço ou
tipo tempo se aquele valor é, respectivamente, > O ou < O (cf. [BEE]). Define-se
então a função curvatura seccional, em cada ponto de m E M e sobre os planos
não degenerados de TmM dada por

K(P) = K(u,v) = <R(u,v)u,v>
. <u, u><v, v> - «u; v>2

(1.3)

e de domínio o conjunto de todos estes planos. Facilmente se vê que K é inde-
pendente dos geradores u e v de M e diferenciável se aplicada a dois campos
vectoriais diferenciáveis 'não degenerados'. Dizemos que M tem curvatura sec-
cional constante ou curvatura constante quando K é constante.

Tenha-se em conta o seguinte facto que nos ajudará a andar mais depressa.
Existem referenciais locais ortonormados em M. Dado m E M e uma base
ortonormada de TmM, a translacção paralela, sendo uma isometria numa vizi-
nhança de m por '9< , >= O, permite-nos construir o referencial desejado.

Temos agora, o tensor curvatura de Ricci de M que é a contracção de
<R(x, z)y, w> em z e w. Explícitamente, dados quaisquer campos vectoriais
x, y e um referencial (uih:::;i:::;nnum aberto de M, tem-se

n

Ric(x, y) = L gij < R(x, Ui)y, Uj>
i,j=l

onde gij é tal que L.j gij <Uj, Uk >= bik. Ric é simétrico já que gij = gji e
<R(x,y)z,w>=<R(z,w)x,y>. Relativamente a um referencial ortonormado
(eih:::;i:::;n, pondo Ei =<ei, ei>, vem

n

Ric(x,y) = LEi <R(x,ei)y,ei>,
i=l

(1.4)

o que nos mostra a fórmula Ric(x, y) = tr (. 1-+ R(x, .)y). Uma variedade semi-
Riemanniana (M, g) diz-se de Einstein se existe uma constante À tal que Ric =
Àg. Ao tensor homogéneo de grau 2 r(x) = Ric(x, x) damos o nome de curvatura
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de Ricci. Se x for não nulo, prolongando-o um referencial (uih<i<n tal que
x = Ul e (uih<i<n é ortonormado e ortogonal a x, vê-se que

n

r(x) =<x, x> LK(x, Ui).
i=2

(1.5)

Para finalizar, à contracção do tensor curvatura de Ricci, dada já num referencial
ortonormado (eih~i~n por

n

S = LEir(ei) = LK(ei,ej) = 2L«t«, ej),
i=l i#j i<j

(1.6)

onde <ei, ei>= Ei, chamamos curvatura escalar. Note-se desde já que K cons-
tante implica S constante, mas não r constante sobre os vectores unitários, a
menos que K = O ou a métrica seja Riemanniana,

Observe-se também que uma variedade de dimensão 1 tem curvatura nula e
que, numa variedade de dimensão 2, Ric(x, y) = !S g(x, y) como é fácil provar
pelas contas. Assim, uma superfície é de Einstein sse tem curvatura seccional ou
escalar constante. Prova-se generalizando fácilmente [KN,I,proposição 2,p.293],
que uma variedade de dimensão 3 é de Einstein sse tem curvatura seccional
constante.

Observação. Alguns manuais, como [KN] ou [BEE], definem curvatura como
sendo - R e, depois, curvatura seccional como a nossa expressão - K, curvatura
de Ricci como a nossa expressão -Ric e assim por diante. Ora, como -- dá +,
as definições de K, Ric, r e S coincidem com as nossas, já que todas envolvem
R uma vez só.

Apresentadas as matérias sobre as quais nos vamos debruçar quando as
aplicarmos aos grupos de Lie, não nos esqueçamos que estão ainda associadas
à conexão de Levi-Civita, como a qualquer conexão, as curvas geodésicas, a
aplicação exponencial, as noções de variedade completa, conexão induzida numa
subvariedade e subvariedade totalmente geodésica. As nossas referências são
[BO], [KN] ou [W]. De futuro, teremos ainda necessidade da noção de subvar-
iedade semi-Riemanniana.

Por subvariedade N de uma variedade M entendemos um subespaço topoló-
gico N de M, variedade e com inclusão ~ de N em M (diferenciável) tal que
d: é injectiva. Dizemos então que N é uma subvariedade semi-Riemanniana de
(M,g) se a restrição de 9 a TmN é não degenerada qualquer que seja mE N.
Por unicidade, a conexão de Levi-Civita de N coincide com a induzida da de
M.

Relembremos tambem que uma transformação afim é uma aplicação diferen-
ciável f entre variedades diferenciáveis munidas de conexões lineares, tal que df
aplica campos vectoriais paralelos ao longo de uma curva a em campos vectoriais
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paralelos ao longo da curva foa. As transformações afins aplicam geodésicas em
geodésicas logo verificam f oexp = exp o df. Como exemplo, temos as isometrias
entre variedades semi- Riemannianas (cf. [BO] ou generalize-se este resultado de
[KN,I,p.161] no caso Riemanniano ao caso semi-Riemanniano).

Apresentamos agora uma lista dos resultados gerais que conhecemos sobre
curvatura seccional no quadro geral das variedades semi-Riemannianas. Muitos
destes resultados não chegarão a ser aplicados aos grupos de Lie semi-Riemann-
ianos. Fica aqui, no entanto, uma enumeração que pode apoiar novos estudos.
A seguir a cada resultado vem uma referência bibliográfica da demostração.

• Se K = O em mE M então R = O em m ([BOJ).

• Se F : TmM4 -+ ]R verifica F(x,y,u,v) -F(y,x,u,v)
F(u, v, x, y); F(x, y, z, u) + F(y, z, x, u) + F(z, x, y, u) = O; K(u, v)
F(u,v,u,v)/« U,u >< V,v > - < u,v >2), então < R(x,y)u,v >=
F(x, y, u, v), \:Ix, y, u, v E TmM ([BOJ).

• Se a curvatura seccional K é constante num ponto m de M, Km = k,
então R(x, y)z = k( <z, x> y- <z, y> x) em m. Em particular, K = O
implica R = O ([BOJ).

• Seja (M, g) uma variedade conexa de dimensão n ~ 3. Se \:1mE M,3Àm
real tal que Ric = Àg sobre M, então À é constante e, por isso, M é uma
variedade de Einstein ([Besse], ex.cio de [BOJ).

• (F.Schur) Se M é conexa, tem dimensão n ~ 3 e Km é constante, \:1mE M,
então M tem curvatura seccional constante ([W], mais fácil por ex.cio de
[BOJ).

• (Hadamard) Seja M uma variedade Riemanniana completa, simplesmente
conexa e com curvatura seccional K ::;o. Então, para cada m EM, a
aplicação exponencial eXPm: TmM -+ M é um difeomorfismo ([BOJ).

• (Myers) Seja M uma variedade Riemanniana de dimensão n, completa e
conexa tal que, para uma certa constante c > o, a curvatura de Ricci
r ~ c(n - 1) > o. Então M é compacta, 7rl(M) é finito e o supremo das
distâncias Ríemannianas", o diâmetro de M, é ::; 7r/ fi ([BO]).

• (R.S.Kulkarni,1979) Seja M conexa, de dimensão n ~ 3 e métrica in-
definida. Se a curvatura seccional é limitada superiormente ou limitada
inferiormente, então M tem curvatura constante ([KulJ).

3A distância Riemanniana é uma distância (!) que a cada dois pontos de uma variedade
Riemanniana associa o ínfimo dos comprimentos das curvas (seccionalmente C=) que ligam
esses dois pontos. O comprimento de uma dessas curvas a é o somatório dos comprimentos
das suas partes C= Ui. Estes soo, por sua vez, Jv' <u;, u;> . M é entoo um espaço metrisável
com esta distância.
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• (L.Graves ,K.Nomizu, 1978) Seja M de dimensão n ~ 3 e métrica indefinida.
l.Se <R(x,y)z,x>= O para x,y,z ortonormados em TmM, m E M,
então a curvatura seccional é constante em m. 2. Se M satisfaz o ax-
ioma dos r-planos ou o axioma das r-esferas (cf.[GraNom]) para algum
r, 2 ::; r::; n - 1, então M tem curvatura constante ([GraNom]). .

• (M.Dajczer,K.Nomizu,1980) Seja M de dimensão ~ 3 e métrica indefinida.
1. Se <R(x,y)z,x>= O sempre que {x,y} é um sistema ortonormado de
assinatura (-, +) e ortogonal a z, x, y, z E TmM, então K é constante
em m. 2. Se todos os planos de assinatura (-, +) em TmM têm a mesma
curvatura seccional, então K é constante em m. 3. Se <R(x, y)y, x>= O
sobre todos os planos degenerados {x,y}, então a curvatura seccional é
constante em TmM ([DajNom]).

• (K.Nomizu,1983) Supondo que M de dimensão ~ 3 e de assinatura (-, ... ,
+, +, ... ) satisfaz uma das seguintes condições: (i) para cada x posi-
tivo em TmM existe d E ]R: K(P) ~ d para todos os planos P não
degenerados que contêm x; (ii) para cada x positivo em TmM, existe
d > O : IK(P)I ::;d para todos os planos P tipo espaço contendo x. Então
M tem curvatura seccional constante em m. Em (i) pode-se substituir
K(P) ~ d por K(P) ::; d. Em (ii) pode-se substituir todos os planos
tipo espaço por todos os planos tipo tempo (contendo x tipo tempo). Há
ainda as variantes naturais para a estrutura semi-Riemanniana (M, -g)
([Nom2]).

• (J.Beem,P.Parker,1984) Seja M de dimensão ~ 4 e métrica indefinida de
assinatura (-, -, ... , +, +, ... ). Então a sua curvatura seccional é cons-
tante em m E M sse verifica uma das três condições seguintes: (i) K
é limitada em planos de assinatura (-, +); (ii) K é limitada em planos
de assinatura (+, +); (iii) K é limitada em planos de assinatura (-, -)
([BeemPar]).

• (W.Killing,H.Hopf,J.Wolf) Classificação das formas espaciais, isto é, das
variedades semi-Riemannianas conexas completas e de curvatura seccional
constante. Apresentamos este resultado no §1.5.2 ([BO] ou [W]).

Aponte-se, como fez R.S.Kulkarni, que quando a métrica é indefinida e dim M ~
3, considerar que K tem um sinal fixo é o mesmo que considerar K constante.
Chamamos ainda a atenção para os estudos sobre as várias curvaturas das sub-
variedades semi-Riemannianas, em particular as superfícies e as hipersuperfícies
(cf.[BO;KN]), das variedades de Einstein (cf.[Besse;BEE]), das variedades de
Lorentz e de Riemann, das variedades simétricas e das mais gerais, as ho-
mogéneas. Vejamos quem são estas duas últimas.
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NOTA SOBRE VARIEDADES HOMOGÉNEAS E VARIEDADES SIMÉTRICAS

1. Uma variedade M diz-se homogénea quando possui uma acção diferenciável
e transitiva de algum grupo de Lie C. Ser transitiva é ter uma só órbita, isto
é, Vm E M, C(m) = {g·m : 9 E C} = M, ou seja, Vm1,m2 E M, :3g E C :
g·m1 = m2·

Como exemplo, temos a variedade espaço quociente SI K onde K é um sub-
grupo de Lie fechado do grupo de Lie S. SIK tem a estrutura de variedade
que faz as projecções p : S ---+ SI K serem diferenciáveis. Isto é, SI K tem a
topologia que faz p ser continua e, notando e e .5 as álgebras de Lie de K e
S e (uih$i$p um sistema de coordenadas de .5le, tem cartas sp = (<pl, ... ,<pp)
numa vizinhança exp(U)gK de gK, onde exp é a exponencial de s e U é uma
vizinhança de O em.5 tal que eXPlu é um difeomorfismo, dadas por

(X EU).

S actua diferenciável e transitivamente sobre SI K (g.g' K = p(gg') e quais-
quer dois pontos g1K e g2K são 'ligados' pela acção de 92g1"1) por isso tambem
se chama a SI K um espaço homogéneo. Note-se que SI K é um espaço quociente
no sentido das já por nós conhecidas variedades quociente. De facto, as cartas
são construídas da mesma forma e a acção de S é propriamente descontínua.

Seja agora M uma variedade homogénea e C o grupo que sobre ela actua.
Dado mE M define-se Cm = {g E C: q-m. = m}. Um teorema fundamental
das variedades homogéneas garante que elas são todas difeomorfas ao espaço
homogéneo C/Cm (g·m;- gCm, a inversa é dada pelo Teorema da Função
Inversa).

Falando só de uma variedade M semi-Riemanniana homogénea referimo-
nos, se não há outra indicação, à acção canónica sobre M do grupo I(M) das
isometrias de M. Deixamos para outra altura a verificação de que I(M) é um
grupo de Lie de dimensão finita e que a sua acção é diferenciável (em [KN,I]
encontra-se uma demonstração de que o grupo (!) das transformações afins de
uma variedade nela própria tem estrutura de grupo de Lie).

2. Tomemos uma variedade M com uma conexão em TM e, para cada
vizinhança normal U de m EM, isto é, U domínio de uma carta normal de M,
notemos ç: eXPm(x) f--7 eXPm(-x) um difeomorfismo de U em U.

M diz-se localmente simétrica se para cada m E M existe um aberto U,
vizinhança normal de m, tal que ç é uma transformação afim (cp.[BO]). Um
teorema fundamental de Cartan permite mostrar que M é localmente simétrica
sse T = O e R é paralelo. Ou ainda," sse V F:TmM ---+ Tm,M isomorfismo linear
(m, m' E M), tal que

F(Rm(x, y)z) = Rm,(Fx, Fy)Fz, (x,y,z E TmM) ,

4é este resultado que está na base da classificação de todas as formas espaciais.
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existe uma transformação afim i de vizinhanças normais tal que F = di.
M diz-se simétrica se todas as funções ç podem ser prolongadas a transforma-
ções afins globais, isto é, definidas em M.

Quando falamos em variedades semi-Riemannianas (localmente) simétricas
queremos dizer que elas são (localmente) simétricas para a conexão de Levi-
Civita. Neste caso, as transformações afins ç são (localmente) isometrias, já
que dçm = -IdT".M, como é fácil perceber tomando a carta normal (U,exp;:;.l),
e que então dçm' é uma isometria para todo o ponto m' (cf.[W,corolário 2.3.14]).
Repare-se tambem que, aqui, M é localmente simétrica sse Y' R = o. Assim,
usando a fórmula R(x,y)z = k«z,x> y- <z,y> x), é fácil mostrar que K
constante implica M localmente simétrica.

Uma variedade conexa e simétrica é homogénea (fácil demonstrar - ver
[KN,Il,p.223]).

Retomamos finalmente o estudo dos grupos de Lie munidos de métricas
invariantes à esquerda. Podemos considerar a conexão de Levi-Civita visto que
eles são variedades semi-Riemannianas. Salvo menção em contrário, esta é então
a conexão de que falaremos sempre.

Para campos vectoriais invariantes à esquerda, isto é, elementos de g, a
condição de a métrica ser paralela e a fórmula de Koszul simplificam-se nas
fórmulas

<Y'x y, z> + <y, Y'x z>= O (1.7)

1
<Y'x y,z>= 2"«[x, y], z» - < [y,z],x> + < [z,x], v>: (1.8)

donde se conclui que Y'x y E g, o que apenas está de acordo, por [KN,I,proposi-
ção 1.4,p.228], com o facto atrás referido de todas as isometrias serem trans-
formações afins. Mais geralmente, uma conexão sobre um grupo de Lie que
verifique

t.;Y'x y = Y'L x Lg.y
g.

para todo o 9 E G e para todos os campos vectoriais diferenciáveis x, y, ou seja,
que faça todos os Lg. serem transformações afins, diz-se invariante à esquerda.
As conexões invariantes à esquerda induzem aplicações bilineares de 9 xg em
g.

Para finalizar, cabe referir que a curvatura é um tensor invariante à esquerda 5,

isto é, L;R = R para todo 9 E G. De modo equivalente, R aplica 9 x 9 x 9 em
g. Conclui-se que K(x, y), Ric(x, y), r(x) e S (x, y E g) são funções constantes
sobre o grupo de Lie.

5na teoria das variedades semi-Riemannianas, se f : MI -+ M2 é uma isometria, então
f* R2 = RI e K;",(P) = K](m)U.P), 'rIP C TmM (cf.[W)).
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1.3 Generalizações de alguns resultados de [M]
Neste parágrafo mostramos o que (nos) foi possível até agora generalizar dos
resultados do artigo de J.Milnor "Curvatures of Left lnvariant Metrics on Lie
Groups" (1976, [M]) ao caso dos grupos de Lie munidos de métricas invariantes
à esquerda de assinatura qualquer. Mostramos tambem tudo o que conhece-
mos de carácter geral feito nesta área, de modo que, para não fatigar o leitor,
apresentamos apenas as demonstrações de que não nos podemos abster, isto é,
aquelas de que não conhecemos referência. Um primeiro 'verdadeiro' lema é o
seguinte. Tudo ou quase tudo o que se sabe sobre o caso Riemanniano está em
[M]. Convidamos o leitor a 'demonstrá-lo' lendo o belíssimo artigo de J.Milnor.

Seja G um grupo de Lie de dimensão n, com álgebra de Lie associada 9 e
fixemos um natural O ::; p ::; n. A cada base (ei) l::;i::;nde 9 podemos associar (~)
métricas invariantes à esquerda de assinatura (p, n - p) sobre G, pois, fixando o
subconjunto de (e.) dos p vectores negativos, há um e um só produto escalar em
9 que faz essa base ser ortonormada. De certeza que as (~) métricas induzidas
por estes produtos escalares não são isométricas uma vez que a causalidade de
um vector v, isto é, o sinal de <v, v> é invariante por isometria.

Duas bases de 9 e duas escolhas de p vectores em cada uma delas definem o
mesmo produto escalar sse a matriz de transformação de uma na outra pertence
a Op,n-p. Esta relação é de equivalência. No caso p = O, o conjunto das
bases de 9 identifica-se com GLn, estando a 'família !n(n + 1) dimensional de
(todas as) métricas invariantes à esquerda distintas' de que J.Milnor fala, em
correspondência biunívoca com o espaço quociente GLn/On (cf.[J]). No caso
semi-Riemanniano aquela família identifica-se com X /Op,n-p onde X é a união
disjunta de G) cópias de Gt.;

Fica ainda por resolver a questão, levantada por G.Jensen em [J], de saber
quando é que duas estruturas semi-Riemannianas invariantes à esquerda são
isométricas.

1.3.1 Curvatura Seccional

Suponhamos < , > um produto escalar em g. Seja (eih::;i::;n uma base ortonor-
mada. Sejam (O:ijkh::;i,j,k::;n as constantes de estrutura de 9 na base (e.) , isto
é,

n

lei, ej] = I::O:ijkek·
k=l

Pondo €i =<ei, ei> (1::; i ::;n) temos que O:ijk = €k < lei, ej], eç>.
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Lema 1 (generalização do lema 1.1 de [M]) Com as constantes de estru-

tura Clijk a curvatura seccional satisfaz a fórmula, para i -=1= j,

Demonstração. A conexão de Levi-Civita dada pela fórmula de Koszul (1.8)
verifica Y'eiej =

1 1
= L 2(fk Clijk - fi Cljki + fj Clkij )fk ek = L 2 (Clijk - fkfi Cljki + fkfj Clkij)ek,

k k

então, lembrando que Clijk = -Cljik , vem

=~ (- ~(Cljik - fkfj Clikj + fkfi Clkji) Y'eiek + fkfi Clkii Y'ej ek + Clijk Y'ek ei) =

= L(-~(Cljik - fkfj Clikj + fkfi Clkji) (Clikm - fmEioe-« + fmfk Clmik)em+
k,m

1
fkEi Clkii2 (Cljkm - tmtj Clkmj + fmtk Clmjk)em+

Clijk~(Clkim - tmfk Climk + tmfi Clmki)em) .

Agora a função curvatura ",(ei,ej) =<R(ei,ej)ei,ej>=

= L(-~(Cljik - tkEj Clikj + tkfi Clkji) (Clikj - fjti Clkji + tjtk Cljik)+
k

fkf-t - t - )
fClkii(Cljkj - Clkjj) + ~Clijk(Clkij - tjfk Clijk + tjfi Cljki) =

= tj L(-~(Cljik - fktj Clikj + tkti Clkji) (Clikj - fjfi Clkji + tjfk Cljik) +
k

~Cljik(Clikj - tjtk Cljik + tjfi Clkji) - Ekfi ClkiiClkjj) ,

donde se conclui o resultado.
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Lema 2 (generalização do lema 1.2 de [M]) Se a transformação ad (e.) é
anti-autoadjunta então

Se e; é ortoqonal a [ej,g] então K(ei,ej) = o. No caso de a métrica ser
Riemanniana, K(ei, ej) = O sse e, .1 [ej,g].

Demonstração. Se ad (ei) é anti-autoadjunta, então (só para o i) < rei, ej], ek>=
- < rei, ek], e,»; ou seja, aijk = -EjEk aikj donde akii = -aiki = EiEk aiik = o.
Agora

K(ei,ej) = Ei L (~ajik(aikj - aikj + EjEiakji)

k

-~(ajik + aijk + EkEi akji) (aikj - EjEi akji + aikj)) =

= Ei L (~ajik EjEi akji - ~EkEi akji(2aikj - EjEi akji)) =
k

= E' "\"' (~Ek€- a
2
, - ~EkE' ak "a'k' + ~E 'E' ak "a "k)• L...J 4 J kJ' 2 • J" J 2 J' J' J'

k

donde se deduz a fórmula do lema.
Se ei.l [ej,g], então akji = fi < [ek,ej],ei>= O.

Corolário 3 (corolário 1.3 de [M]) Se a métrica é Riemanniana e se
u E Z(g), então

K(u,v) ~ O

para todo o v E g.

Dentro do contexto da procura de planos em 9 com curvatura seccional
positiva temos que referir o seguinte.

Proposição 4 (corolário 1.4 de [M]) Todo o grupo de Lie compacto admite
uma métrica Riemanniana invariante à esquerda tal que K ~ o.

Pelo que veremos no Capítulo 3 com grupos de Lie de um "exemplo especial" ,
assim chamado por J .Milnor , podemos já afirmar que não é válido, no caso da
métrica indefinida, o Teorema de Wallach.

Teorema 5 (N.Wallach,1972) O único grupo de Lie simplesmente conexo
que admite uma métrica Riemanniana invariante à esquerda de curvatura sec-
cional estrictamente positiva é SU2.



Capítulo 1, §1.3.1 18

Para a demonstração ver [WaIJ.
Se um grupo de Lie é comutativo, todas as constantes de estrutura Qijk são

nulas já que 9 é abeliana. Então K = O pois 'il = O sobre os campos vectoriais
invariantes à esquerda.

Sempre que K = O, dizemos que G tem estrutura semi-Riemanniana plana
ou, mais simplesmente, que G ou a sua métrica são planos.

Teorema 6 (generalização do Teorema 1.5 de [M]) Se num grupo de Lie
G munido de uma métrica invariante à esquerda a álgebra de Lie associada é
soma directa ortogonal

g=bEBU

de um ideal comutativo U e de uma subálgebra comutativa b tais que ad (b) é
anti-autoadjunta, para todo o b E b, então G é plano.

Se a métrica for Riemanniana e G for plano, necessáriamente 9 satisfaz
aquela condição.

Demonstração. Sejam b, b', b" E b, u, v, w E U quaisquer. Pela fórmula de
Koszul (1.8),

< 'il b' b" >= Ob' , < 'ilu v, w>= O,

< \lb u, b'>= ~ « [b,uJ, b'> - < lu, b'J, b> + < [b',bJ,u» = O,

1< 'ilb u, v>= "2 « [b,uJ, v> + < [v, bJ,u» =< [b,uJ, v>,

\lu b = \lb u + lu, bJ= [b,uJ + lu, bJ = O,

1< 'ilu v, b>= "2 (- < [v, bJ,u» + < [b,uJ, v» = o.
Daqui se tira

'ilb = ad(b).

Então, fazendo contas separadas para os diversos casos, conclui-se que R = O
e, logo, K = O. Para o recíproco, com métrica Riemanniana, veja-se [MJ (há
uma demonstração de J .Hano do caso em que o grupo de Lie é resolúvel" que é
puramente algébrica - pelo que se viu, 9 é 'mais que' resolúvel e mesmo 'mais
que' meta-abeliana).

Observação. Se G admite uma métrica Riemanniana plana, então admite
métricas semi-Riemannianas lisas de índice qualquer entre O e a dimensão da
subálgebra b que o Teorema fornece. Basta trocar vectores positivos de uma

6chamamos resolúveis àquelas álgebras de Lie para as quais a sucessão 1)g= g' ;;> g" =
[g',g'] ;;> g'" = [g",g"] ;;> ... tem um fim e este é o ideal o. Uma álgebra de Lie diz-se
meta-abeliana se g" = O,ou seja, se 1)g é abeliana.
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base ortonormada de b para negativos pois, como é fácil perceber, todos os
operadores ad (b) (b E b) continuam a ser anti-autoadjuntos.

Novamente, o "exemplo Especial" do Capítulo 3 dar-nos-á uma prova de que
o recíproco deste Teorema 6 não é válido no caso da métrica indefinida.

Em [M] afirma-se que o grupo de Lie E(2) fica nas condições do Teorema 6
com uma métrica Riemanniana, plana, portanto. K.Nomizu, em [Nom], cons-
truiu métricas Lorentzianas planas nos grupos de Lie E(2), E(l,l) e no grupo
de Heisenberg Hç, É fácil ver que E(2) e E(l, 1), com essas e só essas métricas,
e ]R3, com qualquer, ficam nas condições do Teorema 6 e que nenhum outro
grupo de Lie de dimensão 3, com álgebra de Lie não isomorfa às de estes três,
aceita uma métrica que o deixe nas condições do mesmo Teorema. Ainda assim,
a álgebra de Lie do grupo de Heisenberg decompõe-se numa soma directa de
uma subálgebra e de um ideal abelianos. Com a métrica Lorentziana plana
de K.Nomizu este grupo de Lie é mais um contra-exemplo para o recíproco do
Teorema 6. (Questão: Que outros Hp (p> 1) admitem métricas planas? Hp é
o grupo das matrizes da forma

1 al a2 ap c
1 bp

1 O

O 1 bl
1

ai, b., c E IR. A álgebra de Lie de Hp é ~p = Hp - 1).
Vejamos outro resultado que fornece métricas Lorentzianas planas em grupos

de Lie e que talvez se possa generalizar a grupos com uma estrutura parecida e
a métricas de outros índices.

Proposição 7 (Graciela S.Birman,1993) Seja G um grupo de Lie não co-
mutativo e 9 a sua álgebra de Lie. Suponhamos que existem um ideal U e uma
subálgebra b comutativos tais que

9 = b EBU.

Suponhamos ainda que b tem dimensão 1 ou 2 e que existem bases (Yl) ou
(Yl,Y2) de b e (Xl, ... ,Xn-2) de U tais que [Yl,xd E {Xa(i)'O} onde a é uma
permutação involutiva de {I, ... ,n- 2} (l = 1,2). Então G admite uma métrica
Lorentziana invariante à esquerda e plana.

o grupo de Lie da proposição 7, com a métrica indicada na demonstração, não
fica nas condições do Teorema 6 nem fazendo outra decomposição b EBU de 9
(cf.[Bir]). O próximo resultado é consequência desse Teorema.
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Proposição 8 Supondo G um grupo de Lie tal que 9 = b EB U, com b e u,
respectivamente, subálgebra e ideal comutativos, e supondo que existem bases
(Yl, ... , Yl) de b , (Xl, ... , Xn-l) de U e uma involução a de {I, ... , n - l}
tal que a( i) -# i e [Yj, Xi] = XC7(i) , para todo o j. Então G admite métricas
invariantes à esquerda planas de índices q tais que n21 :::; q :::;nt1 •

Demonstração. a2 = Id e a(i) -# i implicam que U tem dimensão par. Para
todo o j = 1, ... ,l, ad Yj aplica metade dos (Xl, ... , Xn-l) na outra metade e
inversamente. Podemos então supô r que os n21 primeiros z, são aplicados nos
n21 últimos. Considere-se sobre G a métrica induzida pelo seguinte produto
escalar em g.

<b,u>= O, < , > definida positiva sobre b,

para todo o k = 1, ... , l, i, j > l. G está nas condições do Teorema 6. As
métricas planas de assinatura maior constroiem-se com ajuda da observação
que sucede ao Teorema 6.

Quando a métrica é plana (K = O) tem-se que a curvatura é tambem nula
(cf.§1.2). A fórmula (1.2) desta mostra-nos então que V' é uma representação de
9 em 9 (x 1-+ V'x E g[(g)). O núcleo desta representação é um ideal, abeliano
por a conexão ter torsão nula. 'Iudo o que temos vindo a dizer sobre métricas
planas invariantes à esquerda desde antes do Teorema 6 até este último facto,
bem como o importante Teorema 9 já a seguir, obrigam-nos a fazer a Conjectura:
Se um grupo de Lie admite uma métrica invariante à esquerda plana, então a
sua álgebra de Lie decompõe-se como soma directa

9 = b EBU

de uma subálgebra de Lie e de um ideal comutativos.
Põe-se entretanto a seguinte questão. A que condições devem as aplicações

ad b (b E h ) obedecer e qual a posição de ortogonalidade entre b e U para que
uma métrica sobre um grupo de Lie de álgebra de Lie associada b EB U seja
plana?

Teorema 9 (H.Matsushima e K.Okamoto,1978) Seja G um grupo de Lie
semisimples. Então G não admite conexões invariantes à esquerda, de torsão
nula e planas (R = O).
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Para a demonstração, meia página de revista que se aconselha vivamente, veja-
se [MatsOka]. Só para o caso em que a dimensão de G é 3 veja-se [Nom,nota
1,p.149]. Por curiosidade anotamos tambem que Y.Matsushima já conhecia este
Teorema por volta de 1968.

Devemos ainda dizer o seguinte. Num grupo de Lie com conexão invariante
à esquerda de torsão nula e plana não existem subgrupos semisimples total-
mente geodésicos. Vamos demonstrá-lo supondo que existiam e chegando a um
absurdo. Seja G o grupo de Lie e S um seu subgrupo semisimples totalmente
geodésico. Sejam \1 a conexão de G e \1 a conexão induzida por \1 sobre S.
Por [KN,II,p.58] ficamos a saber que \1X y = \1x y, em todo o ponto de S e
para todos os campos vectoriais diferenciáveis x, y sobre S. Pela mesma igual-
dade imediatamente se vê que \1 tambem é invariante à esquerda. Se a torsão
e curvatura de \1 são nulas, então tambem as de \1 o são, o que deixa S nas
condições do Teorema anterior, criando um absurdo.

Particularmente, no caso da conexão de Levi-Civita ou conexão semi-Rie-
manniana sobre um grupo de Lie com métrica invariante à esquerda plana, a
álgebra de Lie 9 do grupo não pode ter subálgebras de Levi .5 não nulas e
ortogonais ao radical q. Para x, y E .5 e Z E q a fórmula de Koszul (1.8) daria

1
<\1x y,z>= 2"«[x,y], z> - < [y,z],x> + < [z,x], y» = O,

já que [y,z],[z,x] E q (cf.[V,p.224] ou §1.6), e de 9 = q 61.5 viria \1xY E.5
fazendo do subgrupo de Lie semisimples associado a s uma subvariedade total-
mente geodésica (cf.[KN,II,p.55 e 57] ou [BOJ).

Atente-se nomeadamente ao caso mais simples destes, o dos grupos de Lie
com álgebra de Lie reductiva tal que 1)g .1 Z(g).

Analisemos finalmente o caso em que a curvatura seccional é negativa. No-
vamente, a desproporção de resultados entre a métrica definida e o da indefinida
é assustadora.

Estudemos primeiro o caso da métrica definida (positiva). Kobayashi mos-
trou (1962,cf.[HeiJ) que uma variedade Riemanniana, homogénea e conexa de
curvatura seccional negativa é simplesmente conexa. Logo, pelo Teorema de Ha-
damard (cf.§1.2, 1.5.2 para ver que é completa) ela é difeomorfa a ~n. E.Heintze
mostrou posteriormente que tais variedades podem ser representadas por grupos
de Lie resolúveis e conexos com métrica Riemanniana invariante à esquerda.
A seguir, estudou estes grupos de Lie e obteve o nosso próximo Teorema.

Teorema 10 (E.Heintze,1974) Seja G um grupo de Lie conexo com métrica
Riemanniana invariante à esquerda de curvatura seccional K.

(i) Tem-se K < O sse 9 = 1)g + ~xo, para Xo E 9 \ 1)g tal que todos os
valores próprios de ad (xo)lvg têm parte real positiva.

(ii) K é constante negativa sse 1)g é abeliana e ad (xo)lvg = .xld + A, com
.x E ~ \ {O} e A anti-autoadjunto relativamente ao produto interno de g.
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Para a demonstração da parte (i) veja-se [H]. A parte (ii) do Teorema foi
nos comunicada em privado. E.Heintze caracterizou ainda e quase completa-
mente os grupos de Lie localmente simétricos com métrica Riemanniana invari-
ante à esquerda e de curvatura seccional negativa. Os grupos de Lie que ad-
mitem métricas Riemannianas com K ~ O foram classificados por R.Azencott e
E.Wilson (cf.[M]). São todos resolúveis.

Dizemos que um grupo de Lie conexo é unimodular se a sua álgebra de Lie
for unimodular, isto é, se tradx = O, Vx E 9 (cf.§1.5.1). J.Milnor mostrou que
se K ~ O e G é conexo e unimodular, então K = O. Vejamos agora um caso
de métrica indefinida que havemos, noutro trabalho, de generalizar a outras
assinaturas.

Teoremall (F.Barnet,1989) Seja G um grupo de Lie que admite uma métri-
ca Riemanniana invariante à esquerda de curvatura seccional constante nega-
tiva. Então

(i) G admite uma métrica Lorentziana invariante à esquerda de curvatura
seccional constante positiva.

(ii) G admite uma métrica Lorentziana invariante à esquerda de curvatura
seccional constante negativa, ou nula, sse 9 contem um ideal unidimensional.

Para a demonstração ver [Bar]. Note-se que, pelo Teorema 10, a parte (ii) deste
último Teorema só vem corroborar a nossa Conjectura sobre métricas planas
(ver página 20).

1.3.2 Curvatura de Ricci

Podemos dizer, adaptando uma frase de J.Milnor, que a curvatura de Ricci de
uma direcção u num espaço tangente a uma variedade semi-Riemanniana de
dimensão n num ponto qualquer, é (n -1) «u, u> vezes a média das curvaturas
seccionais de todos os planos tangentes que contêm u.

Seja (eih<i<n uma base ortonormada de um desses planos tangentes. Cha-
mamos Transformação de Ricci f à aplicação definida, em cada espaço tangente,
por

n

f(x) = 2:>i si«, x)ei'
i=l

onde fi =<ei,ei>' A igualdade < R(x,y)v,w >=< R(v,w)x,y > implica
<f(x), y>=<x, f(y», isto é, f é autoadjunta. Estando f relacionada com
r por r(x) =<f(x),x>, torna-se importante o estudo das curvaturas de Ricci
principais que são os valores próprios de f.

Deixamos esta matéria para outra altura e concentramo-nos apenas na cur-
vatura de Ricci r de um grupo de Lie. O caso Riemanniano é sempre o mais
profícuo e é por ele que começamos. Em [M] encontramos um resultado que
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sai directamente do lema 2. Se a métrica é Riemanniana e se ad u é anti-
autoadjunta, então r( u) ~ O, dando-se a igualdade sse u .1. 'Dg. Este resul-
tado num sentido e o Teorema de Myers no outro (cf.§1.2, p.11, e lembrar que
L;Ric = Ric para todo o 9 E G) permitem provar a seguinte equivalência.

Teorema 12 (Teorema 2.2 de [M)) Um grupo de Lie conexo G admite uma
métrica Riemanniana invariante à esquerda com curvatura de Ricci r > O sse G
é compacto e tem grupo fundamental finito. Neste caso, G admite uma métrica
bi-invariante com r > O constante.

Compare-se este resultado com o que se diz a seguir à proposição 5 do §1.4. O
próximo Teorema veio responder à questão de saber quais os grupos de Lie com
r ~ o. J.Milnor viu que grupos conexos com r ~ O têm de ser unimodulares e
que são resolúveis sse K = O.

Teorema 13 (B.Bergery,1978) Seja G um grupo de Lie conexo. As três
proposições seguintes são equivalentes.

(i) G admite métrica Riemanniana invariante à esquerda com K ~ O;
(ii) G admite métrica Riemanniana invariante à esquerda com r ~ O;
(iii) G é produto semi-directo de um subgrupo normal admitindo uma métrica

Riemanniana invariante à esquerda com curvatura seccional nula e de um sub-
grupo semisimples que actua sobre o precedente por isometrias para a métrica
plana.

(cf.§1.6 sobre produtos semi-directos de grupos de Lie). Para a demon-
stração veja-se [BerJ. Compare-se com o Teorema de J.Cheeger e D.Gromoll,
do qual este é quase uma aplicação, e que diz assim. Seja (M, g) uma var-
iedade Riemanniana conexa e completa com r ~ o. Então (M, g) é um produto
'Riemanniano' (M x ~q,g x b) onde b é a métrica canónica (plana) de ~q e
(M,9) é uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci r ~ O
e sem qualquer linha - uma linha é uma geodésica definida em ~ que torna
mínima a distância Riemanniana entre quaisquer dois dos seus pontos ([BesseJ-
demonstração difícil).

D.V.Alekseevskii e B.N.Kimelfeld demonstraram em 1975 que numa varie-
dade Riemanniana homogénea K = Osse r = o. Este resultado, no caso em que
a variedade é um grupo de Lie conexo e resolúvel, foi publicado em 1957 por
J.Hano (cf.[J], em [BesseJ este facto parece ser desconhecido, cp.Teorema 22).
Este resultado, por sua vez, permite mostrar a próxima proposição (cf. [BesseJ),
que o contem como caso particular.

Proposição 14 (Doti-Miatello,1982) Um grupo de Lie conexo, unimodular
e resolúvel com uma métrica Riemanniana invariante à esquerda de Einstein é
plano.
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Note-se mais uma vez que esta proposição só é original na demonstração e no
caso em que r < O.

Damos agora uns passinhos nos grupos de Lie com métrica indefinida. A
demonstração do próximo lema virá no §1.6.

Lema 15 (generalização do lema 2.3 de [M]) Seja G um grupo de Lie com
métrica invariante à esquerda e 9 a sua álgebra de Lie. Seja b E 9 um vector
unitário ortogonal a 'D9 e suponha-se que 9 satisfaz a condição seguinte.

(.) Se <x,x>=O (x#O), então <[b,x],x>#O.

Então r(b) :::;O, com igualdade sse ad(b) é anti-autoadjunto.

Claro que a condição. é automática quando a métrica é Riemanniana, o que
permite provar o que se segue.

Teorema 16 (Teorema 2.4 de [M]) Suponhamos G nilpotente e não abeliano.
Para qualquer métrica Riemanniana invariante à esquerda, existem x, y E 9
tais que r(x) > O e r(y) < O.

De natureza diferente e tambem válido para as álgebras de Lie nilpotentes não
comutativas (cf. Capítulo 3) temos o seguinte Teorema.

Teorema 17 (generalização do Teorema 2.5 de [M]) Se a álgebra de Lie
9 de um grupo de Lie G contem vectores x, y, z linearmente independentes tais
que

[x,yl = z,

então, para qualquer O :::; p :::;n, existe uma métrica invariante à esquerda sobre
G de assinatura (p, n - p) tal que r(x) < O e r(z) > o.
Demonstração. Basta definir um produto escalar em 9. Fixemos uma base
(b1, ... "bn) de 9 tal que b: = x, b2 = y, b3 = z. Sejam 0ijk as constantes de
estrutura de 9 nesta base. Vamos 'deformar de modo contínuo' a estrutura da
álgebra de Lie 9 para obter outra mais simples. Chamemos (e1, ... , en) à base
(b1, ... , bn), mas enquanto geradora de umas novas álgebras de Lie 915 a definir.
Consideremos um produto escalar de índice O :::;p :::;n qualquer que faz a base
(e1, ... , en) ortonormada e, na notação usual, E1E2 = E2E3 = 1 (esta condição
não é restritiva dos valores de p). Sejam agora 915' 8 > O, as álgebras de Lie
com suporte o espaço vectorial 9 e tais que as constantes de estrutura, na base
(eI, ... , en), são as mesmas que as constantes de estrutura da álgebra de Lie
9 na base (8b1, 8b2, 82b3, ... , 82bn). Queremos dizer que, notando g(e1) = 8bI,
g(e2) = 8b2, g(ei) = 82bi, para i ~3, e [ , ló a estrutura de álgebra de Lie de
9ó' se tem grei, ejló = [g(ei),g(ej)], onde entendemos já 9 como o isomorfismo
lR-linear de 9 definido pelas igualdades acima. Explícitamente temos

[e1,e2ló = g-1[8bI,8b2l = g-182b3 = e3·
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Se i = 1,2 e j '2 3,

=«:~20'.ij18b1 + 820'.ij28b2 + 8L O'.ijk82b) =820'.ij1e1+820'.ij2e2+8 L O'.ijkek·
\ k~3} k~3

Se i,j '2 3,

9 é um isomorfismo de álgebras de Lie e por estas últimas igualdades se vê que
as constantes de estrutura de 9 s variam continuamente com 8. Pelo lema 1 se
compreende logo que a curvatura de Ricci é contínua (repare-se que o produto
escalar está fixo). A álgebra de Lie limite 90' a única não necessáriamente
isomorfa às outras todas, é muito simples.

As constantes de estrutura são {3123 = -{3213 = 1 e (3ijk = Onos restantes casos.
Usando os lemas 1 e 2, os cálculos mostram

3
KO(ebe2) = -(01(02(034,

Agora

Ko(ei,ej) = O, para {i,j} rt. {1,2,3}.

( 3 1) 1ro(el) = (01 -4 + 4 (01(02(03 = -(02(03"2'

(
1 1) 1rO(e3) = (03 4 + 4 (01(02(03 = (01(02"2'

Como (01(02 = (02(03 = 1, rO(el) < O < ro(e3) e por continuidade tem-se que
existe 8> O tal que ró(ed < 0< rÓ(e3)' Como 9ó é isomorfa a 9, ou melhor,
como 9 s = 9, já que toda a construção acima é apenas uma mudança de base,
tambem r(ed < O < r(e3)'
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1.3.3 Curvatura Escalar

Recordemos que a curvatura escalar de um grupo de Lie G é dada, numa base
ortonormada da sua álgebra de Lie g, por

n

8 = Lfir(ei) = 2LK(ei,ej).
i=1 i<j

Como J.Milnor, podemos dizer que 8 é n(n - 1) vezes a média das curvaturas
seccionais.

Teorema 18 (Teorema 3.1 de [M]) Se G é resolúvel, então toda a métrica
Riemanniana invariante à esquerda é plana (K = O) ou tem curvatura escalar
estrictamente negativa.

Como corolário tem-se que, se G é resolúvel e 9 é unimodular, toda a métrica
Riemanniana não plana tem direcções de curvatura seccional positiva e negativa
([M,3.2]). Curiosamente, um tal grupo de Lie, não tem forçosamente alguma
direcção de curvatura de Ricci positiva.

Teorema 19 (generalização do Teorema 3.3 de [M]) Um grupo de Lie
não comutativo possui métricas invariantes à esquerda de curvatura escalar es-
trictamente:

(i) Negativa e índice O :::: p < n;
(ii) Positiva e índice O < p ::::n;

Demonstração. Se existem x, y, z E 9 linearmente independentes e tais
que [x, y] = z fazemos uma construção como na demonstração do Teorema 17.
Aproveitando os cálculos que aí se fazem para a álgebra de Lie limite go obtemos

80 = 2 L K(ei, ej) = 2 (K(el, e2) + K(el, e3) + K(e2, e3)) =
i<j

= 2 (-~ + ~+ ~) flf2f3 = -~flf2f3.444 2

Por continuidade, veja-se a demonstração referida, vem 8 > O ou 8 < O con-
forme, respectivamente, fI f2f3 = -1 ou +1. Se queremos uma métrica de
índice n, resulta 8 > O. Se queremos índice O, vem 8 < O. Para outros índices
só temos de escolher apropriadamente os valores de fI, f2, f3' O caso em que não
existem vectores linearmente independentes x, y, z tais que [x, y] = z, ou seja,
\Ix, y E g, [x, y] é combinação linear de x e y, é o caso do "exemplo especial"
que será demonstrado no Capítulo 3.

Para o caso Riemanniano tem-se ainda o seguinte (demonstração em [M]).
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Teorema 20 (N.Wallach,1974) Se ã não é difeomorfo alRn, então G admite
uma métrica Riemanniana invariante à esquerda de curvatura escalar estricta-
mente positiva.

Não sabemos se a Conjectura de J .Milnor sobre se estes grupos de Lie são
os únicos com S > O para alguma métrica já terá sido resolvida. Os grupos de
Lie resolúveis têm sempre curvatura escalar estrictamente negativa como vimos
no Teorema 18. É tambem sabido que os seus espaços de cobertura universal
são difeomorfos a lRn ([V,Teorema 3.18.11]).

Vamos agora ver o que [J] nos ensina. Primeiro umas notas que talvez este-
jam um pouco deslocadas dos assuntos desta secção, mas são importantes para
o que lhes segue.

Observação. Se multiplicarmos a métrica de uma variedade semi-Riemanniana
por um número real positivo ç não é difícil perceber que o Teorema Fundamen-
tal da Geometria Riemanniana (§1.2, cf. fórmula de Koszul, p.8) nos dá a
mesma conexão. Consequentemente, teremos o mesmo tensor de curvatura. A
curvatura seccional é que já não vem a ser a mesma função. Quanto maior for
ç menor é K e inversamente, o que se poderia traduzir como 'quanto maiores as
coisas estão mais planas nos parecem'. Este procedimento chama-se mudança
de escala.

Agora consideremos apenas grupos de Lie.
Dizemos que duas métricas têm o mesmo elemento de volume se a matriz de

transformação entre duas bases de g, cada uma delas ortonormada para uma
das métricas, tiver determinante ±1. Esta definição faz sentido porque se duas
bases /31 e /32 são ortonormadas para um produto escalar 9 e duas bases /33
e /34 são ortonormadas para um produto escalar h e se det M23 = ±1, onde
denotamos por Mij a matriz de mudança da base /3i para a base /3j, então
M14 = M12M23M34 tambem tem determinante ±1.

Como dissemos no início deste parágrafo 1.3, o espaço das métricas semi-
Riemaimianas invariantes à esquerda está em correspondência biunívoca com
X jOp,n-p, onde X são (~) cópias de GLn. Fixando uma base /3, qualquer
produto escalar em g é dado por 9 E GLn e pela condição de fazer ortonormada
a base 'g/3' com p vectores negativos arbitrariamente escolhidos. Como é sabido,
fixando uma matriz go tal que det go = -1,

GLn = (SLn U gOSLn) . {.H : À E lR*}.

Então pode-se concluir que, restringir-mo-nos às métricas com o mesmo ele-
mento de volume, as que vêm do subgrupo SLn U goSLn, não trará grande
perda para o estudo das estruturas semi-Riemannianas dos grupos de Lie. Ape-
nas perdemos as mudanças de escala.

Vamos então aos trabalhos de [J]. Até ao fim desta secção o termo métrica
refere-se exclusivamente a métricas Riemannianas invariantes à esquerda.
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Fixada uma base de g, para determinar as métricas todas basta considerar
GL;; já que as outras se obtêm a partir destas começando por inverter a ordem
de dois vectores da base. Com o mesmo elemento de volume, o espaço das
métricas simplifica-se então no espaço quociente

Define-se agora a função curvatura escalar

8:M~~

que em cada ponto tem como valor a curvatura escalar da métrica correspon-
dente a esse ponto. Prova-se que 8 é diferenciável (em [J] encontra-se uma
fórmula para 8).

Conhecendo nós as álgebras de Lie de 8Ln e de 80n e a forma como se
constroem as cartas dum espaço quociente (ver nota sobre espaços homogéneos,
§1.2, pag.13), podemos identificar TmM em qualquer um dos pontos de M com
o espaço vectorial das matrizes simétricas e de traço nulo.

Designemos tambem por 8 a função

onde e denota a exponencial de g[n em GLn e A E T[l)M verifica A = AT e
tr A = O (claro que [1] = 80n).

Proposição 21 (G.Jensen,1971) Se 9 é unimodular, os pontos críticos de
8 :~ ---+ ~ correspotulem precisamente às métricas Riemannianas invariantes
à esquerda ·de Einstein, isto é, de curvatura de Ricci constante.

Relembrando a proposição 14, p.23, se o grupo de Lie for unimodular e resolúvel,
então as métricas da proposição anterior são planas.

G.Jensen provou tambem em [J] que, excepto os grupos de Lie localmente
isomorfos (isto é, com álgebra de Lie isomorfa) a 803 e, possivelmente, a G e
8p(2n + 1) (n ~ 1), todo o grupo de Lie simples e compacto tem pelo menos
duas estruturas de Einstein não isométricas (ver na p.36 quem é G)..

Teorema 22 (G.Jensen,1971) Dado um grupo de Lie resolúvel com métrica
Riemanniana invariante à esquerda, tem-se que 8 = O =? r = O =? K = o.
Note-se que a segunda implicação é o resultado de J .Hano de que falámos no
§1.3.2. (mesmo antes da proposição 14).

Tendo em conta o que dissemos no fim da demonstração do Teorema 6, p.18,
e o resultado válido em variedades homogéneas r = O sse K = O (mesmo antes
da proposição 14), talvez se possa largar a hipótese 'resolúvel' no Teorema 22.

Estamos a conjecturar que, num grupo de Lie qualquer, 8 = O {:}r = O{:}
K=O.
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1.4 Métricas bi-invariantes
Como aprendemos no §1.2, uma métrica sobre um grupo de Lie G diz-se bi-
invariante quando é invariante à esquerda e invariante à direita, isto é, quando é
constante nos campos vectoriais invariantes à esquerda sobre G e nos invariantes
à direita. Nesse caso, por ser verdadeira para 9 = e, dá-se a igualdade

para todo o 9 E G, e todos os u, v E TeG (cp.(1.1)).
Dado um subgrupo H de Aut 9 onde 9 é a álgebra de Lie de G vamos dizer

que uma aplicação f definida em 9 x ... x 9 é H -invariante se

para todo o Xi E g, h E H.
Relembremos que a todo o grupo de Lie está associada a representação dife-

renciável de G em g, Ad:G -+ GL(g), que se chama adjunta de G. Lembremos
tambem que Ad (G) C Aut g.° seguinte Teorema fundamental, bem como o seu corolário, estão demons-
trados em [BO,p.304,305] e são fundamentais neste capítulo da teoria. Muitas
partes destes resultados foram por nós deduzidas quando generalizámos a secção
de [M] relativa a métricas Riemannianas bi-invariantes, às métricas semi-Rie-
mannianas.

Teorema 1 Seja G um grupo de Lie conexo com uma métrica < , > de assi-
natura qualquer e invariante à esquerda. São equivalentes:

(i) < , > é invariante à direita, logo bi-invariante;
(ii) < , > é Ad (G)-invariante;
(iii) inv: G -+ G (g I-t g-1) é uma isometria de G;
(iv) <x,[y,z] >= - < [x,y],z>, para todo o x,y,z E g, isto é, adx é

anti-autoadjunto, 't/x E g;
(v) "ilx y = ~[x, y], para todo o x,y E g;
(vi) As geodésicas de G começando em e são os subgrupos a um parâmetro

de G.

Parafraseando J.Milnor, (ii) equivale a Ad(G) C Op,n-p(g) onde p é o índice
da métrica.

No Teorema 1, as condições (i), (ii) e (iii) são sempre equivalentes e impli-
cam as condições tambem sempre equivalentes (iv), (v) e (vi). A hipótese de
G ser conexo só é necessária para mostrar as restantes implicações.

Corolário 2 Seja G um grupo de Lie com métrica semi-Riemanniana bi-inva-
riante. Tem-se que

(i) Se Ué um ideal de g, então u- é um ideal de g;
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(ii) R(x,y)z = ~[[x,y],z], para todo o x,y,z E g;
(iii) Se o plano {x, y} é não degenerado, então

K(x,y) = ~ < [x,y], [x,y]> ;
4 <x,x><y,y> - <x,y>2

(iv) Se os vectores de Dg são nulos, então K = O;
(v) Ric = -~B, onde B é a forma de Killing.

Constata-se que todas as demonstrações do Teorema acima e seu corolário são
invariantes da assinatura da métrica em causa.

Reparemos que a conexão de Levi-Civita é sempre a mesma para todas as
métricas bi-invariantes. Logo, as geodésicas de G são sempre as mesmas, o
que aliás ficou dito na parte (vi) do Teorema 1. Isto é verdade porque se a
é uma geodésica de G começando em g, então Lg-l o a é uma geodésica de
G começando em e (lembrar que as translacções esquerdas são transformações
afins), donde a = Lg 0'Y onde 'Y é um subgrupo a um parâmetro de G. Em
particular todas as geodésicas estão definidas em ~, isto é, a conexão de Levi-
Civita de uma métrica bi-invariante é completa.

Como uma conexão invariante à esquerda fica determinada pelos valores
que toma numa vizinhança de e em G (já que assim acontece com a estrutura
analítica deste) e unicamente determinada (porque 9 fica unicamente determi-
nada), podemos concluir, identificando TeG com g, que uma métrica invariante
à esquerda é bi-invariante sse a exponencial geodésica em e (da conexão de
Levi-Civita) e a exponencial de Lie coincidem numa vizinhança de O E TeG.

Corolário 3 Um grupo de Lie com uma métrica bi-invariante é uma variedade
semi- Riemanniana simétrica.

Demonstração. Geralmente, só o facto das aplicações Lg serem isometrias im-
plica

Lg o eXPe(xe) = eXPg(dLge(xe)) = eXPg(xg),

onde exp denota a exponencial geodésica. Então, para quaisquer g E G e
x E TgG, notando tambem x o campo vectorial invariante à esquerda que x
gera,

eXPg( -x) = Lg eXPe(-x) = Lg inv eXPe(x).

Logo eXPg(x) 1-4 eXPg(-x) prolonga-se à isometria Lg oinvoL;l.

É sabido que a forma de Killing B de uma álgebra de Lie g, dada por
B(x, y) = tr (ad x o ad y), é Aut (g)-invariante e que, por isso,

B(ad (x)(y), z) = -B(ad (x)(z), y).

Quando 9 é semisimples, B é não degenerada. Logo define um produto escalar
em 9 e induz uma métrica bi-invariante sobre qualquer grupo de Lie G conexo
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e semisimples associado a g. Por (v) do corolário 2, G é então uma variedade
de Einstein.

Atente-se ao seguinte pequeno facto que nos será útil mais tarde (demonstra-
se pelo mesmo método que demonstra que B é Aut (g)-invariante).

Lema 4 Seja g: i -+ j um isomorfismo entre duas álgebras de Lie semisimples
e sejam Bi, Bj as respec~ivas formas de Killing de i e j. Então 9 é uma
isometria de (1, Bi) para (J, B/

Demonstração. Para todo o x E i, 9 o ad x = ad (g x) o g, logo

Bj (g x, 9 y) = tr ad (g x) o ad (g y) = tr 9 ad (x) g-1 9 ad (y) g-1 = Bi (x, y)

para quaisquer x, y E i.

o próximo resultado tem demonstrações diferentes em [BO] e em [V].

Proposição 5 Seja G um grupo de Lie conexo e B a sua forma de Killing.
Então:

(i) Se G é compacto, B é semi-definida negativa, i.e., B(x,x) ::;O, Vx E g.
(ii) Se B é definida negativa, G é compacto e 7r1 (G) é finito.
(iii) G é compacto e semisimples sse B é definida negativa. 7

Se G é compacto, Ad (G) tambem é. Pelo que se verá no Teorema 7 podemos
deduzir que G tem uma métrica Riemanniana bi-invariante. Então, Vx E g, a
matriz da aplicação anti-autoadjunta ad (x) é anti-simétrica, pelo que se deduz
(i) da proposição 5. A demonstração de [BO] da parte (ii) envolve o Teorema
de Myers (cf.§1.2, p.l l ). Por (i) e (ii) e pelo Critério de semisimplicidade de
Cartan, se deduz (iii).

Temos pelo visto, combinando (ii) e (iii) da proposição acima, uma 'nova'
demonstração do Teorema de Weyl (cf.[V,Teorema 4.11.6,p.345]).

Proposição 6 (H.Weyl) Se G é um gruyo de Lie conexo, compacto e semisim-
ples, o seu grupo de cobertura universal G é tambem compacto.

A proposição 5 e o corolário 2 mostram que - B define uma métrica Riemanniana
bi-invariante num grupo de Lie semisimples e compacto, com K ~ O e curvatura
de Ricci ~ sobre os vectores unitários.

Geralmente tem-se o seguinte, sem a hipótese G conexo.

Teorema 7 Um grupo de Lie G admite uma métrica Riemanniana bi-invariante
sse Ad (G) tem aderência compacta em GL(g).

7num nosso outro trabalho, sobre números de Betti, mostra-se que um grupo de Lie conexo
e compacto é semisimples sse h = Hl(G,lR) = Oe que, nesse caso, tambem H2(G,lR) = O.
Tendo em conta os lemas cohomológicos de Whitehead ([V,Teorema 3.12.1]) não se poderá
largar a hipótese 'compacto' na implicação 'semisimples =? bl = O' ?
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Ver a demonstração em [Poor].
A primeira implicação deste último resultado vem de Ad (G) C 0(9) e de

0(9) ser compacto. No outro sentido, prova-se exclusivamente com as matérias
constantes no nosso §1.5.I e com (i) {::? (ii) do Teorema 1.

Proposição 8 (lema 7.5 de [M]) Um grupo de Lie conexo admite uma mé-
trica Riemanniana bi-invariante sse é isomorfo ao produto cartesiano de um
grupo de Lie compacto e algum ]Rs.

Para a demonstração ver [M]. É este resultado que permite mostrar a propo-
sição4, p.I7, §1.3.1. (Questão: em que condições é que aquele produto é Rie-
manniano, ou seja, em que condições é que o subgrupo compacto é ortogonal ao
grupo vectorial R" ?)

o próximo teorema requer uma longa apresentação porque na hipótese é
exigida uma condição que parece bastante artificial, mas que afinal é satisfeita
em numerosos casos. Lembremos alguns resultados da Teoria das álgebras de
Lie, que podem ser vistos em [V,Cap.4].

Uma subálgebra de Cartan duma álgebra de Lie 9 é uma subálgebra de Lie
f) nilpotente que coincide com o seu normalizador em 9. Prova-se que f) é uma
subálgebra de Cartan sse for do tipo

f) = {y E 9 : ad (xr(y) = O, para algum s ~ I},

onde x é um elemento regular de 9, isto é, um elemento x de 9 para o qual a
multiplicidade da raíz O de det( ad x - Xld) = O é mínima. Como det ad (x) =
O, 't:/x E 9, aquela multiplicidade é sempre ~ 1.

Prova-se que, quando 9 é semisimples, f) é maximal abeliana e coincide
mesmo com o subespaço próprio de ad (x) associado a o. No caso em que 9 é
semisimples complexa, 9 admite uma decomposição por raízes

9", = {y E 9 : [x,y] = a(x)y, 't:/x E f)}

onde t::.. é um subconjunto de f) *, dual complexo de f), para o qual

9", =f. O sse a E s.

Claro que f) = 90. A teoria diz então (cf.[V,lema 4.3.7]) que todos os subespaços
próprios 9", (a =f. O) têm dimensão 1. t::..f) = t::..\ {O}diz-se um sistema de raízes
do par (9, f)) e cada elemento de t::..f) chama-se raíz.

Lema 9 Seja 9 semisimples real e f) uma subálgebra de Cartan. Existir uma
forma linear real não nula ç sobre f) tal que 9ç =f. O (9ç definida como acima) é
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o mesmo que existir um elemento y E 9 \ ~ e uma raíz O:' E ~~ c de 9 c tal que

g~ = Cy.
Neste caso gç = ~y.

Demonstração. A existir tal y e tal raíz 0:', é claro que g~ tem dimensão 1 já
que gC tambem é semisimples. Se ::Jç: ~ -+~, não nula, e

::Jy E gç \ {O}: [x,y] = ç(x)y, Vx E~,

então O:' = ÇC:~ c -+ C verifica, Vx, x' E ~, a + ib E C

[x + ix', (a + ib)yr = a[x, y]- b[x', y] + i(a[x', y] + b[x, y]) =

= aç(x)y - bç(x')y + iaç(x')y + ibç(x)y = çC(x + ix')(a + ib)y.

Isto quer dizer que g~ = Cy. Claro que assim gç = ~y, porque se houvesse y' E

gç ~-linearmente independente de y, então y' estaria em g~ e y, y' tambem
seriam C-linearmente independentes, criando um absurdo.

O recíproco é evidente tomando ç =Re 0:'.

Como se prova em [V], a seguinte definição é equivalente à usual (cf.[V,p.260
a 263]). A característica de uma álgebra de Lie é a dimensão de uma sua
qualquer subálgebra de Cartan. Denota-se por rk(g). Quando 9 é semisimples,
tem-se então rk(g)= dimkerad (x), onde x é um elemento regular de g.

Para que não haja confusão, uma álgebra de Lie simples real ou complexa
é aquela que só tem como ideais ela própria e O e é não comutativa. Assim, de
acordo com [V] e em desacordo com [M], por exemplo, ~ não é simples.

Lembremos tambem que uma álgebra de Lie se diz compacta se for a álgebra
de Lie de algum grupo de Lie compacto, e que nesse caso ela é reductiva.

Teorema 10 (generalização do lema 7.6 de [M]) Seja G um grupo de Lie
de álgebra de Lie 9 simples. Se 9 satisfaz uma das seguintes condições:

(i) Tem dimensão ímpar;
(ii) rk(g) é ímpar;
(iii) Para alguma subálgebra de Cartan ~, na decomposição por raízes de

(gc, ~ c) há um subespaço próprio do tipo Ca, a E g;
(iv) É compacta;
então toda a métrica bi-invariante é induzida de um múltiplo da forma de

Killing.

Observações. 1. As tabelas de álgebras de Lie semisimples mostram que as
condições (i) e (ii) do Teorema 10 se dão quase sempre em simultâneo. 2. A
demonstração é decalcada da do lema 7.6 de [M] excepto num ponto: a existência
de um valor próprio de um certo operador.

Demonstração. Fixemos uma base (eih<i<n de 9 e, para cada x E g, notemos
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X a matriz coluna [Xi], onde os Xi são as componentes de X na base (e.).
Denotemos tambem por B a matriz do produto escalar B, isto é, (B(ei,ej)). É
sabido que, a menos de uns parênteses,

B(x,y) = XTBY.

Se < , > é outra métrica bi-invariante e M é a sua matriz na base (eih<i<n'
então, pondo ST = MB-I, - -

<x,y>= XTMY = XTSTBY = (SX)TBY = B(Sx,y)

onde S:9 ---> 9 é o isomorfismo (!) linear definido pela matriz S. Como ad (x)
é anti-autoadjunto relativamente às duas métricas, temos, Vy, z E 9,

B(Sad (x)(y), z) =<ad (x)(y), z>= - <u, ad (x)(z»=

= -B(Sy, ad (x)(z)) = B(ad (x)Sy, z)
e, logo, a igualdade ad (x)S = Sad (x), Vx E 9. Agora, se y é um vector
próprio de S associado ao valor próprio À E ~ \ {O}, então S[x, y] = [x, Sy] =
À[x, y], Vx E 9, isto é, [x, y] está no subespaço próprio de S associado a À, que
é por isto um ideal de 9.

Como 9 é simples, se este ideal for não vazio, ele é todo o 9 e

<, >= ÀB

como queríamos. Vejamos então que ele é não vazio.
Se 9 tem dimensão ímpar, já se sabe que S tem um valor próprio real e não

nulo.
Agora, sendo lJ uma subálgebra de Cartan de 9, temos [x, SX'] = S[x, x'] =

O, Vx, x' E lJ. Então [S(lJ), lJ] C lJ e como lJ coincide com o seu normalizador,
S(lJ) = lJ· Se 9 tem característica ímpar, pela mesma razão que antes, S tem
um valor próprio.

Se 9 satifaz a hipótese (iii), então pelo lema anterior, existe ç: lJ ---> ~ e
a E 9 tal que [x, a] = ç(x )a, Vx E lJ. Logo [x, Sal = ç(x )Sa, Vx E lJ. Então
Sa = Àa para algum À f:. Ojá que a f:. Oe o subespaço próprio 9ç = ~a.

Finalmente se 9 for compacta, pela proposição 5, -B define um produto
interno (definida positiva). Neste caso a matriz de S é simétrica já que

B(Sx, y) =<x, y>=<y, x>= B(Sy,x)

para todo o x, y E 9. Por argumentos de álgebra elementar S tem então um
valor próprio. (É sabidos que podemos associar a -B uma forma sesquilinear
definida positiva, isto é,

Bver livro da Prof. Isabel Salavessa de Geometria Complexa e Kâhleriana, Capítulo 8.
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tal que H é C-linear na primeira variável, ill.-linear na segunda, verifica H(u, (v) =
(H(u,v), H(u,v) = H(v,u), H(u,u) ~ O com igualdade sse u = o. É fácil ver
que BC(SCu,v) = BC(SCy,x) e que SC(u) = Ssu, Vem então

H(SCu, v) = _BC(SCu, 'iJ) = -BC(u, SC'iJ)= -BC(u, SCv) = H(u, SCv)

(SC diz-se hemi-simétrico). Finalmente, se u =I- O é um vector próprio de SC
associado a À = a + ib =I- O, então ÀH(u, u) = >'H(u, u), donde b = o. Sendo
u = x + iy, x, y E 9, SC(x +iy) = a(x +iy) mostra que S tem um vector próprio
associado a a.)

K.Nomizu, em [Nom], mostrou que os grupos de Lie conexos com álgebra de
Lie .5 (2 têm uma métrica Lorentziana dada por

1
<X, Y>= "2tr (XY),

e de curvatura seccional constante -1. Como ele diz, esta métrica é "essencial-
mente a forma de Killing" .

Corolário 11 Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante < , ».
Suponhamos que a sua álgebra de Lie 9 é reductiva, decompondo-se na soma
directa

onde os 9i são ideais simples, cada um satisfazendo uma das condições do Teo-
rema 10. Notemos a forma de Killing de gi por B, (i = 1, ... , k). Então existem
um produto escalar sobre Z(g) <, >J e reais À!, ... , Àk tais que < , > se
decompõe como9

Demonstração. Vejamos que todos os ideais da decomposição acima são orto-
gonais uns aos outros. Chamando go a Z(g), temos, como se sabe, [gi,gj] = O
se i =I- i, [go,go] = O e [9i,9i] = gi (O ~ i,j ~ k). Agora, para quaisquer
z, E gi' Xj E gj' i =I- i. supondo logo i > O e tomando Uk,vk E 9i tais que
L:k[Uk,Vk] = Xi, vem

<Xi, Xj>= - 2:= <Vk, [Uk,Xj] >= O
k

como se queria. Então a métrica é não degenerada em cada ideal, deixando
estes nas condições do Tearema anterior se forem simples. Tomando < , >J =
< , >12(9) podemos concluir.

9soma directa de aplicações bilineares relativa à decomposição de 9 acima - cp. 'produto
directo' de dois produtos escalares no final do §l.l.
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Vamos agora apresentar outras matérias importantes no estudo da estrutura
das álgebras de Lie semisimples e que parecem ser menos conhecidas, pois não
as encontrámos em [V] mas no mais recente [OV,III].

Uma subálgebra a c g diz-se lR-diagonalizável se existe uma base de g em
relação à qual todos os operadores ad (x) (x E a) são descritos por matrizes
diagonais.

Suponhamos que g é semisimples e a é uma subálgebra lR-diagonalizável.
Como ad é fiel, a é abeliana. Prova-se que todas as subálgebras lR-diagonalizáveis
com a mesma dimensão são conjugadas, isto é, dadas duas dessas subálgebras,
existe um automorfismo de g que transforma uma na outra. Chama-se car-
acterística real de g à dimensão de uma qualquer subálgebra lR-diagonalizável
maximal. Notamo-la por rklR(g).

É fácil perceber que a coincide com uma subálgebra de Cartan de g sse é
maximal de entre as lR-diagonalizáveis e rklR(g)=rk(g). Neste caso, todas as
subálgebras lR-diagonalizáveis maximais são subálgebras de Cartan, já que os
automorfismos deg aplicam subágebras de Cartan em subálgebras de Cartan.

Segundo [OV,III,p.158], são exemplos desta situação - ~ = a - as álgebras
de Lie simples S(n (n 2: 2), SOk,k+l (k 2: 1), SOk,k (k 2: 3), SPn (n 2:
2), EI, EV, EVIII, FI, G onde as últimas cinco são formas reais de umas certas
álgebras de Lie complexas, que se chamam excepcionais e que se encontram
quando se pretende classificar todas as álgebras de Lie (cf.[OV,III] ou [V]).
Lembremos tambem que uma forma real de uma álgebra de Lie complexa P é
uma álgebra de Lie real f tal que r é isomorfa a p ,

Um argumento análogo a um que se encontra na demonstração do Teo-
rema 10 mostra que se g é compacta todos os valores próprios de ad (x), para
todo x E g, são imaginários puros (as matrizes dos ad (x) são anti-simétricas).
A característica real é então O.

Prova-se, inversamente, que rklR(g) = O implica g ser compacta.

Não será de suspeitar que as condições (iii) e (iv) do Teorema 10 são com-
plementares, isto é, tem-se (iii) sse não se tem (iv) ?

1.4.1 A forma de Killing das álgebras de Lie complexas
simples

Seja g uma álgebra de Lie complexa. Seja p uma representação fiel de g num
espaço vectorial complexo. Note-se desde já que tais representações existem
pelo conhecido Teorema de Ado.

Considere-se a forma bilinear simétrica

(3(x, y) = tr (p(x)p(y)).
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Chamamos a f3 uma forma traçol0. Tem-se que

f3([x, y], z) = tr (p[x, y]p(z)) = tr «pxpy - pypx)pz) =

= tr (p[z, x)py) = -f3([x, z], y).

A seguinte proposição, bem como a respectiva demonstração, encontra-se em
[OV,III,p.14).

Proposição 12 Seja V um espaço vectorial real ou complexo. Uma subálgebra
a c 9 [(V) é resolúvel sse tr ([X, Y]Z) = O para todo o X, Y, Z E a.
A demonstração é quase a mesma da do critério de Cartan de resolubilidade
de álgebras de Lie quaisquer. Aliás, como é fácil perceber, este é corolário da
proposição. O resultado que se segue é tambem tirado de [OV,III]. Como para a
demonstração é deixada apenas a indicação dos passos a seguir, fazemo-Ia aqui.

Proposição 13 Se 9 é semisimples, então qualquer forma traço f3 é não de-
generada.

Demonstração. Seja

U={XEg :f3(x,y) =0, \lyEg}.

Se x EU e z E9 então f3([x, z], y) = f3(x, [z, y]) = O para todo o y Eg, logo U é
um ideal. p(U) é uma subálgebra de 9 [(V) que, pelo lema anterior, é resolúvel.
Como é isomorfo a p(u), U é resolúvel. Uma vez que o radical é O, U é O e f3 é
não degenerada.

Tudo isto foi para chegar aos seguintes resultados de que não conhecemos
referência e que devem ser sobejamente conhecidos.

Teorema 14 Toda a forma traço de uma álgebra de Lie simples complexa é
múltipla da forma de Killing.

Demonstração. f3 é um produto escalar para o qual todos os ad (x) são anti-
autoadjuntos. Basta então ver a primeira parte da demonstração do Teorema 10
atrás, que é copiada do lema 7.6 de [M].

Corolário 15 Se a é uma subálgebra de Lie simples e complexa de 9 [(n, C), a
sua forma de Killing é um múltiplo da forma traço

tr (XY), X, Y E a.

Compare-se tambem este resultado com o exercício 12 do Capítulo 4 de [V).

lONa verdade estamos a adulterar o nome dado a (3(X, Y) =Retr (XY) onde X, Y são
vectores de uma certa álgebra de matrizes (cf.[BO]).
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1.5 Duas propriedades dos grupos de Lie

Juntamos nesta secção, sem razão especial, o estudo de duas propriedades dos
grupos de Lie, ou, mais precisamente, os resultados do estudo que fizemos.

A primeira propriedade, a unimodularidade, apenas tem a ver com a estru-
tura diferenciável de um grupo topológico localmente compacto. Já utilizámos
os resultados que se seguem, implícitamente, no Teorema 7 do §1.4. Mais tarde
veremos outras aplicações.

A segunda propriedade já depende da estrutura semi-Riemanniana que um
dado grupo de Lie possua. Pomos a questão de saber quando é que uma conexão
semi-Riemanniana é completa.

1.5.1 Grupos de Lie Unimodulares
Dissemos atrás que um grupo de Lie conexo é unimodular quando a sua álgebra
de Lie é unimodular, isto é, verifica tr ad x = O, para todo o vector x.

Na realidade o termo 'unimodular' usa-se para designar qualquer grupo de
Lie que verifica outra condição que vamos recordar dentro em pouco. No en-
tanto, se o grupo de Lie for conexo, as duas definições coincidem.

Vejamos algumas matérias que se aprendem em [Hig].
Seja G um grupo topológico localmente compacto e separado não necessá-

riamente grupo de Lie.
Denotamos Cc(G) o conjunto das funções contínuas f:G ~ IR com suporte

compacto, isto é,
suppf = {g E G: f(g) i= O}

é compacto. O conhecido lema de Urysohn tem como corolário que Cc(G) i=
{O} (G i= 0). Cc(G) é um espaço vectorial real. . A uma aplicação linear não
nula

/1 : Cc(G) --t IR,

tal que /1(1) :2:O se f :2:O, damos o nome de integral positivo em G. A um
integral positivo invariante à esquerda, isto é, /1(1) = /1(1 o Lg) para todo o
f E Cc(G) e para todo 9 E G, chamamos um integral de Haar esquerdo em G.
Da mesma forma se define integral de Haar direito.

Teorema 1 Seja G um grupo topo lógico localmente compacto e separado. Ex-
iste um integral de Haar esquerdo /1 em G.

Da mesma forma, existe um integral de Haar direito v mas, em geral, /1 i= v.
O próximo Teorema tambem tem um análogo 'à direita'. (Demonstrações em
[Hig]).

Teorema 2 Se /1 e /1' são dois integrais de Haar esquerdos em G, então existe
À E IR+ tal que /1' = À/1.



Capítulo 1, §1.5.1 39

Seja J..L um integral de Haar esquerdo em G. Seja J..Lg a aplicação lR-linear dada
por J..Lg(f) = J..L(f o Rg-l), definida em Cc(G) e com valores em lR. J..Lg é um
integral positivo e, '<Ih E G, f E Cc(G),

quer dizer, J..Lg é um integral de Haar esquerdo. Pelo Teorema 2, existe il(g) E

lR+ tal que J..Lg = il(g)J..L. É fácil ver, usando novamente o Teorema 2, que
il(g) é independente do integral de Haar escolhido inicialmente. Uma vez que
R(9192)-1 = Rgl1Rg21, tem~se

Prova-se que il é contínua. Logo il :G -- lR+ é um homomorfismo de grupos
topológicos.

A il chama-se função modular esquerda.
O grupo G diz-se unimodular se il(g) = 1, '<Ig E G. Tem-se então J..Lg = J..L

e J..L(f) = J..L(f o Rg) para todo 9 E G, ou seja, J..L é invariante à direita.
Recíprocamente, um grupo topológico localmente compacto e separado que

admite um integral de Haar simultâneamente esquerdo e direito é unimodular.
Por exemplo, se G é abeliano, G é unimodular. Se é compacto, tambem, pois
il(G), sendo um subgrupo compacto de n+, tem de ser igual a {1}. (Há outra
demonstração. Seja f = 1 E Cc(G). O =f. J..L(f) = J..Lg(f) = il(g)J..L(f). Logo
il(g) = 1.)

Suponhamos agora G um grupo de Lie de dimensão n. G é, como to-
das as nossas variedades, um espaço topológico localmente compacto e sepa-
rado. O Teorema [V,2.11.2] implica que, sendo contínua, a função modular il é
analítica. Vamos agora achar uma expressão para il.

Recordemos que a cada forma diferencial (serão sempre diferenciáveis e
globais) de grau n está associada uma medida de Borel não negativa (cf. [V,p.12]).

Tal como definimos métrica invariante à esquerda (cf.(1.1)), podemos definir
formas diferenciais invariantes à esquerda sobre G. São as que satisfazem, '<Ig E

G,
L;w = w.

De entre as do mesmo grau, essas formas diferenciais formam um módulo. Ape-
nas com a multiplicação por escalares, esse módulo 'é' o espaço vectorial /\;(g),
o espaço das formas alternadas de grau p sobre g.

Assim, podemos concluir que existe uma forma diferencial w de grau n,
sobre G, invariante à esquerda, e que w é única a menos de multiplicação por
uma constante real, pois dim /\~ (g) = 1.

A n-forma w define uma orientação em G (cf.[V,p.12]). Posto que L~w = w,
todas as translacções Lg preservam a orientação de G. Precisamos agora de um
lema da teoria da integração em variedades.
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Lema 3 Sejam M e N variedades diferenciáveis munidas de orientação. Sejam
<I>: M -+ N um difeomorfismo que preserva a orientação e w uma n- forma
diferencial sobre N. Tem-se que

para todo f E Cc(M).

Demonstração em [HeI].

Proposição 4 Seja w uma forma diferencial de grau n invariante à esquerda
num grupo de Lie G. A medida de Borel em G associada a w é um integral de
Haar esquerdo.

Recíprocamente, todo o integral de Haar esquerdo é uma medida de Borel.

Demonstração. Notemos JL a medida de Borel. Como é bem sabido, JL verifica
as condições para ser um integral positivo. Dando a G a orientação acima,
tem-se, para f E Cc(G) e para 9 E G,

No outro sentido, o resultado vem pelo Teorema 2 e por existirem medidas de
Borel em G.

No essencial o que se segue está demonstrado em [HeI]. Trata-se de outra
aplicação do lema acima, depois de se conhecer a equivalência entre medidas de
Borel e de Haar.

Proposição 5 A função modular verifica ll(g) = I det Ad (g) -11, para todo
9 E G.

Corolário 6 (lema 6.1 de [M]) Um grupo de Lie G é unimodular sse Ad (g)
tem determinante ±1, \/g E G.

Por exemplo, um grupo de Lie munido de uma métrica bi-invariante < , > de
assinatura qualquer é unimodular. De facto, por < , > ser Ad (G)-invariante,
não é difícil perceber que a condição do corolário 6 é satisfeita. Em particular,
todo o grupo de Lie semisimples é unimodular+".

Os dois resultados seguintes estão demonstrados em [M].

Lema 7 (lema 6.2 de [M]) Se G é um grupo de Lie que admite um subgrupo
discreto r tal que a variedade quociente G Ir é compacta, então G é unimodular.

11há outra prova: um grupo de Lie semisimples não pode admitir o ideal ker f1 de dimensão
n-l.
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Em termos da álgebra de Lie 9 do grupo temos o seguinte critério, que já
havíamos anunciado.

Proposição 8 (lema 6.3 de [M)) Um grupo de Lie conexo é unimodular sse
9 é unimodular.

Por exemplo, se 9 é nilpotente, ad (x) tem traço nulo, \Ix E g.
Como tr (AB) = tr (BA) para quaisquer matrizes A e B, tem-se, em qual-

quer álgebra de Lie g, tr ad [x, y] = tr [adx, ad y] = O. Então a aplicação linear
9 -; IR (x f-+ tr ad (x)) é um homomorfismo de álgebras de Lie. O seu núcleo

u = {x E 9 : tr ad (x) = O}

é um ideal que contém [g,g]. U chama-se o kernelou núcleo unimodular de 9
e, como álgebra de Lie, U é unimodular (óbvio). Todo o grupo de Lie conexo
com álgebra de Lie reductiva é unimodular, pois 9 = Z (g) EB [g, g]. É o caso
dos compactos.

Repare-se ainda no simples facto que é afinal praticamente o único desta
secção que nos será útil mais tarde. Sejam Ui (i = 1,2) os kerneis unimodulares
das álgebras de Lie gi (i = 1,2) e seja g: g1 -; g2 um isomorfismo. Tem-
se então g(U1) = U2. Para a demonstração basta lembrar que tr ad (gx) =
tr(gad(x)g-1) = trad(x).

1.5.2 Estruturas semi-Riemannianas completas

Toda a variedade Riemanniana compacta é completa. Isto é imediato a partir de
um muito conhecido resultado da geometria Riemanniana, o Teorema de Hopf-
Rinow (cf.[BO]). Há exemplos de variedades semi-Riemannianas compactas e
não completas (cf.[BO,p.193]).

Toda a variedade Riemanniana homogénea é completa. Por dois caminhos
se chega a essa conclusão. Um passa novamente por Hopf-Rinow e por todo o
espaço homogéneo localmente compacto e métrico ser completo (Banach). O
outro é uma demonstração directa que se encontra em [KN,I,p.176]. Assim,
os grupos de Lie com métrica definida invariante à esquerda são completos.
Há exemplos de variedades semi-Riemannianas homogéneas e não completas
(cf.[BO,p.257]). Há exemplos, nomeadamente, como veremos, com grupos de
Lie munidos de métrica invariante à esquerda.

Afortunadamente, quando as duas condições, compacta e homogénea, se
juntam, a variedade é completa.

Teorema 9 (Marsden) Uma variedade semi-Riemanniana compacta e ho-
mogénea é completa.

Corolário 10 Um grupo de Lie compacto com estrutura semi-Riemanniana in-
variante à esquerda é completo.
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Em estilo de exercício adaptaremos a demonstração que vimos em [BO,p.258]
do Teorema acima ao caso dos grupos de Lie. Para isso necessitamos do tensor
derivação de Lie L, associado, aqui, à estrutura semi-Riemanniana, e do conceito
de campo de Killing. Um campo vectorial diferenciável x sobre uma variedade
diz-se um campo de Killing se Lx < , >= O.

Combinando dois resultados de [BO] temos o seguinte lema de que não con-
hecemos referência.

Lema 11 Os campos vectoriais invariantes à direita sobre um grupo de Lie
G são campos de Killing (para a estrutura semi-Riemanniana invariante à es-
querda).

Demonstração. É sabido que a derivada de Lie em variedades quaisquer de um
campo tensorial A, segundo um campo vectorial diferenciável x, verifica

onde Nd é o fluxo de x (cf.[BO,p.250J). Seja agora x um campo vectorial
invariante à direita sobre G. Determinemos o fluxo de x. Como x é invariante
à direita, uma sua curva integral maximal a que comece em O, isto é,

a: I -> G diferenciável, de domínio I C IR máximo e tal que

a(O) = e, a'(t) = xa(t),

é exactamente o subgrupo a um parâmetro de G associado a x (que é induzido
por existir um e um só homomorfismo de grupos de Lie a: IR -> G que tem por
derivada o 'homomorfismo

dt-~tx
dt

entre as álgebras de Lie IR e a dos campos vectoriais invariantes à direita sobre
G (cf.[V,p.84 e 71])). Seja Nd o fluxo de x. Temos então 'l/Jt(e) = a(t). Agora

logo 'l/Jt(g) = a(t)g, i.e., 'l/Jt = La(t). Então 'l/Jt é uma isometria, ou seja,
'l/J; < , >=< , >. Pela igualdade inicial, Lx < , >= O c.q.d.

Demonstração do corolário 10. Pela regra do produto de um operador de deri-
vação (cf.[BO,p.44J), temos que Lx < , >= O sse

x <u, v>=< [x, uJ, v> + <u, [x, v] >

para todo o u, v campos vectoriais diferenciáveis sobre G. Finalmente, para
mostrar que G é completo, basta ver, como é fácil perceber, que qualquer
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geodésica "t ' [O, b[- G é prolongável para além de b por uma geodésica. Seja
então (Sk)kEN uma sucessão convergente para b. Se necessário passando a uma
subsucessão, (,(Sk)) converge para um ponto 9 E G. Vejamos que tambem
(,'(Sk)) é convergente. Tomando um campo de referenciais (Xi)l::;i::;n invari-
ante à direita sobre G, queremos ver que <,'(Sk),Xi> converge, VI:::; i :::;n.
Por um lado, pelo lema e pela equivalência acima,

" 2 [ ']'Xi <, " >= < Xi" ,,> .
Por outro, "il < , >= O implica

" 2 o "Xi <, .rt»> < vXi ' ,,>,
onde tambem notamos " um prolongamento de " a todo o G.

Então, como a conexão de Levi-Civita tem torsão nula,

<"il ,Xi, ,'>=< "ilx. ,', ,'> - < [Xi, ,'], ,'>= O., '
Agora

d(, )" o' 'o O-d <, ,Xi>-y(t) =, <, ,Xi>=< v " ,Xi> + <" V ,Xi>= ,
t "

donde se conclui que <ri", Xi> é constante sobre a curva, e que, por isso, ,'(Sk)
converge para um vector v E Tg G.

Temos uma curva " em TG. Prova-se que " é uma curva integral de um
certo campo vectorial+' diferenciável sobre TG, que notamos ç (cf.[BO,p.70])
e que tem a propriedade de 7r o {3 ser uma geodésica de G se {3 é uma curva
integral de ç, onde 7r:TG - G é a projecção do fibrado tangente.

Ora o facto de (,'(Sk)) convergir, implica que "(' é prolongável para além de
b como curva integral de ç (cf.[BO,p.30]). Então 7r o " é um prolongamento
geodésico de " para além de b, c.q.d.

Conseguimos assim fugir ao cálculo variacional que a demonstração do Teo-
rema de Marsden contem.

Lembremos aquilo que já mostrámos no §1.4. Todo o grupo de Lie com
métrica bi-invariante é completo. Em [BO] a demonstração deste facto vem
depois de se mostrar que toda a variedade semi-Riemanniana simétrica é com-
pleta (uma geodésica prolonga-se para a 'frente' por simetria com o caminho
que percorreu 'atrás').

Mostremos agora um exemplo de um grupo de Lie semi-Riemanniano não
completo. É necessário o Teorema que classifica todas as formas espaciais (ver
p.12) e cuja demonstração se encontra em qualquer um dos [BOjKNjW]. Apre-
sentamos uns traços desse trabalho, mas, lamentavelmente, sem tocar no essen-
cial que a questão encerra - o Teorema de Cartan-Ambrose-Hicks.

12este campo vectorial, grosso modo, corresponde a "(".
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Toda a conexão numa variedade de dimensão 1 é plana (R = O). Uma forma
espacial unidimensional coincide com a geodésica completa que ela contem, logo,
é difeomorfa a R ou a T. Seja n ~ 2 e considere-se o espaço semi-Euclideano
]R~+1 com a sua métrica b de assinatura (s, n + 1- s) onde O ~ s ~ n (cf.§1.1).
Seja r E ]R+. Os conjuntos .

S~ = {x E ]R~+1 : b(x,x) = r2},

H~ = {x E ]R~+1 : b(x, x) = _r2}

chamam-se, respectivamente, esfera semi-Riemanniana e espaço hiperbólico.
Prova-se que sr; e H'; são subvariedades semi-Riemannianas de ]R~+1, de di-
mensão n, completas e de curvatura seccional constante ~ e -~, respectiva-
mente. Prova-se tambem que

(1.9)

onde r- denota 'difeomorfo a' e s=:» é a conhecida esfera (Riemanniana) de
dimensão n - s.

Agora, é sabido que toda a variedade conexa M tem um espaço de cob~
tura universal M. Quando M é semi-Riemanniana é possível construir em M
tambem uma estrutura semi-Riemanniana tal que a aplicação de cobertura é,
localmente, uma isometria. M é então simplesmente conexa, completa se M o
for e com as mesmas curvaturas em cada ponto (ver nota de roda-pé no final do
§1.2).

Pelo que se viu, tem-se, para n - s -=I O,

- -S'; = S~ e H;::_s = H::_s sse . n-s-=l1.

Como se sabe, SI = ]R, logo, S;::_1 '" ]Rn '" Hí'. Notemos S;:: a componente
conexa de (O, ... , O, 1) em S;::e Hô a componente conexa de (1, O, ... , O) em Hô.
A restriç~ ~os difeomorfismos (1.9) mostra que S;: '" ]Rn '" Hô. Concluindo,
todos os S, H são simplesmente conexos.

Teorema 12 Formas espaciais simplesmente conexas são isométricas sse têm
a mesma dimensão, índice e curvatura seccional.

Corolário 13 (classificação das formas espaciais) Seja M uma variedade
semi- Riemanniana de dimensão n ~ 2 e métrica de assinatura (s, n - s). M é
simplesmente conexa, completa e de curvatura seccional constante K E ]R sse é
isométrica a um dos espaços

S,; se K > O, ]R~ se K = O, H'; se K < O

onde r E ]R+ é escolhido apropriadamente.
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Finalmente, prova-se que toda a forma espacial M é isométrica à variedade
quociente M/r (as variedades quociente têm uma estrutura se~i-Riemanniana
canónica dada por M), onde r é um grupo de isometrias de M que tem, por-
tanto, u~ acção propriamente descontínua sobre a forma espacial simplesmente
conexa M.
Exemplo de um grupo de Lie semi-Riemanniano não completo. Consi-
dere-se a álgebra de Lie do "exemplo especial" do Capítulo 3 e G um grupo de
Lie simplesmente conexo que lhe esteja associado. Existe um tal G. Pelo que
se demonstra naquele Capítulo, G é resolúvel. Então, por [V,Teorema 3.18.11],
ficamos a saber que G é difeomorfo a ~n.

Resumindo o corolário acima, temos que uma forma espacial simplesmente
conexa de dimensão n e índice s é difeomorfa a ~n sse

{

s = n, n - 1 e K > O ou
(.) k = O ou

s = 0,1 e K < O

Demonstra-se que podemos dar a G uma estrutura semi-Riemanniana indefinida
de qualquer índice com K E ~ qualquer como curvatura seccional - constante
(ver Teorema 2). Escolhendo s e K fora dos casos. temos que G não pode
ser completo para essa estrutura. G é o exemplo pretendido. (Questão: a que
condição obedece afinal um grupo de Lie semi-Riemanniano para ser completo?
Particularmente, quando é que uma estrutura semi-Riemanniana invariante à
esquerda é completa ?)

Se a: I -> M é uma geodésica numa variedade semi-Riemanniana M, então
<ai, ai> é constante ao longo de a visto que

d <ai, ai> II I I I . I I

d = a <a, a >= 2 < \1 I a .a >= Ot a

É então costume falar em curvas geodésicas a tipo espaço, tipo tempo e tipo luz
se, respectivamente, <ai, ai> > O, < O ou = O. Há exemplos de variedades com
curvas completas e não completas dos três tipos, mostrando que aqueles con-
ceitos são todos independentes. Em [BEEJ encontra-se um estudo aprofundado
destas questões, bem como da possibilidade de extender uma variedade. Uma
variedade semi-Riemanniana conexa M diz-se extensível se existe uma varie-- -dade semi-Riemanniana conexa M e uma aplicação diferenciável f: M -> M,
isometria de M sobre f(M) aberto estrictamente contido em M.

Proposição 14 Seja M uma variedade semi-Riemanniana conexa. Se M é
completa, então M não é extensível.

Demonstração (resolução de um exercício de [BOJ). Toda a variedade é local-
mente conexa por arcos. Munida de uma estrutura semi-Riemanniana, é possível
arranjar vizinhanças de cada ponto da variedade onde dois quaisquer pontos
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podem ser ligados por uma curva geodésíca':'. Aceitando este resultado, supon-
hamos por absurdo que M é extensível. Identificamos M a f (M), sem_o que
apenas se sobrecarregaria a nota~o do que se segue. S!lja mo E 8M e U ~ma
vizinhança convexa de mo em M. Tomamos mEU \ M, m E M n U e- - .

~: [O,1J -> M uma geodésica ligando m ~ m. Como M é aberta em M, perto
de m a sua conexão coincide com a de M, logo, há uma restrição de ~ que é
uma geodésica de M. Como M é completa, essa restrição prolonga-se a uma
geodésica a: IR -> M. Por unicidade das curvas integrais, anO,l) = ~, donde
~(1) = m = a(l) E M. Absurdo!

1.6 Produtos semi-directos de Grupos de Lie

o facto de em [MJ encontrarmos um estudo sobre a métrica de um certo pro-
duto semi-directo de grupos de Lie e o facto de termos generalizado em parte
esse estudo, bem como a necessidade de encontrar grupos de Lie simplesmente
conexos, levaram-nos a dedicar uma secção ao assunto que esta tem por tema.

Sejam A e B dois grupos de Lie conexos e t:B -> Aut A um homomorfismo
de grupos de Lie14. O produto semi-directo A EBt B, isto é, a variedade A x B
com operação

(a,b)· (ã,b) = (atb(ã),bb)

(a, ã E a, b, b E b), tem álgebra de Lie, a menos de isomorfismo, o produto
semi-directo a x a b das respectivas álgebras de Lie a e b de A e B, onde
a: b -> Der a é um homomorfismo de álgebras de Líe, Se tb E Aut A, então
dtb E Aut a. Pela igualdade

se vê que o homomorfismo de grupos b 1-+ dtb é analítico (lembrar que a estrutura
analítica de Aut a vem de este ser um subgrupo algébrico de GL( a)). a é a
derivada desse homomorfismo. Temos então, numa notação mais flexível do que
a correcta, para quaisquer x, x' E a, y, y' E b ,

[x + y, x' + y'Ja = [x, x'J + a(y)(x') - a(y')(x) + [y, y'J
(não perder o juízo do sentido daquelas somas). Esta equação mostra bem a
'bilinearidade' de [ , Ja, mostra que a é um ideal e que b é uma subálgebra de
Lie.

Lembremo-nos, como referência, do Teorema de Levi-Maléev que diz que
toda a álgebra de Lie fi é produto semi-directo q x a.5 do seu radical q e de
uma subálgebra semisimples maximal .5.

13Essas vizinhanças tomam a designação de convexas (cf.[BOJ).
14ver em [OV,I] como obter uma estrutura de grupo de Lie em Aut (A).
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Vejamos como se constrói o grupo de Lie associado a um produto semi-
directo.

Teorema 1 Sejam ~ 1 e ~ 2 álgebras de Lie e H 1, H 2 os respectivos grupos de
Lie simplesmente conexos associados. Seja a uma representação de ~ 2 em ~ i
tal que a(y) E Der~l C g[(~l)' 'r/y E ~2' Então existe um homomorfismo de
grupos de Lie

t: H2 ~ AutH1

tal que ~ 1 X a ~ 2 é a álgebra de Lie do grupo de Lie simplesmente conexo
H1 E9t H2.

Demonstração. a: ~ 2 -+ Der ~ 1 é um homomorfismo de álgebras de Lie, então,
como H2 é simplesmente conexo, existe 7r : H2 -+ Aut ~ 1 tal que dat = a
(cf.[V,Teorema 2.7.5]). Pela mesma razão, para cada h2 E H2, 3th2 E AutH1

tal que 7r(h2) = dth2. Como d: Aut H1 -+ Aut ~ 1 é um isomorfismo, t = d-l7r
é um homomorfimo de grupos de Lie. É agora trivial verificar que a álgebra de
Lie de H1 E9t H2 é ~1 Xa ~2'

Corolário 2 Seja g = ~E9 < u > com Vg C ~. Seja G um grupo de Lie
associado a g e H um subgrupo de Lie de G simplesmente conexo associado a
~. Então um grupo de Lie simplesmente conexo associado a g é H E9t~, onde
t:~ -+ AutH é dado por

ts(h) = exp(su) h exp( -su), 'r/s E~, h E H,

e exp é a exponencial de G.

Demonstração (não conhecemos referência para este resultado). t está bem
definida porque exp( -u) = exp( u)-1 e, sendo ~ um ideal de g, H é normal
em G. Tendo em conta a demonstração do Teorema, vamos mostrar que g é
isomorfa a ~ x a ~ onde a : ~ -+ a~ é dada por

a = dr: e 7r = dts'

Sendo H E9t ~ simplesmente conexo e associado a ~ x a ~ isto responderá ao
nosso problema. Dado s E ~, notando t: o prolongamento natural de t; a G,

Logo
a(s) = d7r(s) = ad (su)l~

O produto de Lie em ~ x , ~ é dado por, 'r/x, x' E ~, S, Si E~,

[s, s/]a = 0, [x, x']a = [x, x'], [s,x] = a(s)(x) = [su,x].
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o isomorfismo de 9 para aquele produto semi-directo x + su f-+ (s, x) é o procu-
rado.

Três exemplos clássicos de produtos semi-directos.
1. Seja V um espaço vectorial de dimensão finita. V pode ser entendido como
uma álgebra de Lie abeliana e neste caso Der V = 9 [(V). Dada uma rep-
resentação p: 9 .- 9 [(V) de uma álgebra de Lie 9 qualquer, podemos nat-
uralmente formar o produto semi-directo V x p g. Se G é um grupo de Lie
simplesmente conexo associado a g, pelo Teorema 1, existe uma representação
de G em V, R: G .- GL(V), dada por dR = p, tal que V EBR G é o grupo de
Lie associado a V x p g.
2. Dado um espaço vectorial V é possível definir em TV = V x V uma conexão
que tem como geodésicas as rectas de V, isto é, S f-+ m + sv (m, v E V, sE lR).
Das equacões

eXPm(sx) = m + SX, f o eXPm = eXPf(m) o dfm

(m,x E V, sE lR) se deduz que todas as transformações afins de V são do tipo
f(x) = f(O) + dfo(x). Se f(O) = O, então f E GL(V). Se dfo = Id, f é uma
translacção. Por definição de transformação afim, o conjunto das transformações
afins forma um grupo para a composição, que denotamos GA(V) (cf. final
da nota sobre variedades homogéneas do §1.2, 13). Identificando o subgrupo
abeliano das translacções tv: X f-+ V + X com V, temos que

GA(V) = V EBld GL(V),

pois, tomando fi = i-, o 9i = Vi + 9i('), vi E V, 9i E GL(V), i = 1,2,

h o h = VI + 91 (V2) + 9192(-) = tV1+91(V2) 09192'

Pelo que vimos no início desta secção, GA(V) tem álgebra de Lie V Xld 9 [(V)
(compare-se este exemplo com o primeiro).
3. A conexão de que se fala no ponto 2, pode ser a conexão de Levi-Civita de
umas certas métricas que se fixam em V. Olhando para V como um grupo de
Lie abeliano e fixando um produto escalar em V (~ ToV), a métrica induzida
invariante à esquerda (bí-ínvariante) é plana. Não é difícil ver que, indepen-
dentemente da estrutura semi-Riemanniana assim construída, as geodésicas são
sempre as rectas de V (basta pensar na equação diferencial que as define).
Agora, o subgrupo I(V) de GA(V) das isometrias de V, que neste caso se cos-
tuma notar Es(V), é composto pelas funções f tais que dfo E O(V). Assim, o
chamado qrupo dos movimentos rígidos de V é o produto semi-directo

Es(V) = V EBld O(V).

São usuais as abreviaturas Eo(V) = E(V) e El(lR2
) = E(l, 1). A álgebra de

Lie de Es(V) é es(V) = V Xld O (V). Veja-se tambem a este propósito o final
do §1.1.
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Dada uma álgebra de Lie ~ e uma sua derivação 4J qualquer vamos notar

onde a : IR -t Der ~ é dado por lT(l) = 4J. Tambem escreveremos ~ xci> <
U >= (~, 4J), com u denotando formalmente um novo vector. ~ xci> < u >
é simplesmente a álgebra de Lie livre gerada pelo ideal ~ e por u e tal que
ad(u) = 4J. Chamamos a (~,4J) uma álgebra de Lie split.

Claramente, qualquer álgebra de Lie g, tal que 'Dg # g, é isomorfa a
(~, ad (u)I~)' onde ~ é um hiperespaço que contém 'Dg e < u > é um su-

plementar de ~. São precisamente estas álgebras que nós vamos estudar até ao
fim desta secção.

O próximo lema é verdadeiro para qualquer álgebra de Lie reductiva, isto é,
não é necessária a hipótese sobre a dimensão (cf.[V,Teorema 3.16.3]). O interesse
do resultado está na demonstração trivial, comparada com a do caso geral, que
se arranjou.

Lema 3 Seja 9 uma álgebra de Lie tal que 'Dg é semisimples e tem codi-
mensão 1. Então

9 = Z (g) EB'Dg.

Demonstração. É sabido que as derivações de uma álgebra de Lie semisimples
[ são todas interiores, isto é, ad ([) = Der ([). Seja agora u E 9 tal que 9 =
'DgEB < u >. ad (u)lg' é uma derivação de g' = 'Dg, então pela hipótese
3x E 'Dg tal que ad (u)lg' = adg,(x) = ad (x)lg'. Daqui sai

u - x E Z(g).

Obviamente, 9 =< u - x > EBg', donde, se virmos que dimZ(g) = 1, está
provado. Suponhamos À(u - x) + y E Z(g) com À E IR e y E g'. Claro que
y E Z(g). Então tambem y E Z(g') = O, c.q.d.

Um caso bem conhecido em que podemos aplicar o lema anterior, sabendo
que sí., é semisimples de dimensão n2 - 1, é

g[n = J EBg[n

onde J é então igual a < I ». Assim Z(GLn) = {aI: a E IR \ {O}}.

Recordemos do §1.1 a noção de operador anti-autoadjunto de um espaço
vectorial V munido de um produto escalar. De forma semelhante se define
operador autoadjunto. É aquele que satisfaz

< Lx, y>=<x, Ly>

para todos os vectores x, y E V.
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Lema 4 Qualquer endomorfismo linear L de um espaço vectorial com produto
escalar se decompõe na soma

L=A+S
onde A é anti-autoadjunto e S é autoadjunto.

Demonstração. Imedíata.P

Suponhamos agora que a álgebra de Lie g, com um ideal U de codimensão
1, tem um produto escalar < , > tal que U é não degenerado. Escolhamos um
vector b E 9 unitário ortogonal a U e denotemos L = ad (b) [u Sejam A e S
tais como no lema acima. Considerando um grupo de Lie associado a 9 com
estrutura semi-Riemanniana invariante à esquerda induzida pelo produto escalar
de g, o subgrupo associado a U é uma subvariedade semi-Riemanniana para a
estrutura induzida pela do grupo maior. Como dissemos no §1.2, a conexão
induzida '\l em U coincide com a sua conexão de Levi-Civita.

Lema 5 (genera1izaçãodo lema 5.5 de [M]) Nas condições acima, para to-
dos os vectores u, v EU,

'\lbu = Au, '\lu b = -Su

'\lu v = '\lu v + € <Bu,»> b, onde € =<b, b» .

Demonstração. Usando a fórmula de Koszul (1.8), p.14, vem

< '\lbb, z>=< [z, b],b>= O,

1
< '\lbu, z>= - « [b,u], z> - < lu, z), b» + < [z, b],u» ,2 .

Vz E g, donde se deduzem as duas primeras fórmulas do lema. A terceira vem,
por exemplo, de (1.2), p.8. Para a quarta só temos de calcular

1"2 «[u,v], b» - < [v,b],u> + < [b,u],v»

1"2 (0+ <Lv,u> + <Lni,»> =<Su,v>.

<'\lu v, b»

Precisamos de outro lema de álgebra linear.

Lema 6 Se S é um endomorfismo autoadjunto de um espaço vectorial V com
produto escalar, satisfazendo a condição para todo o x E V

<x, x>= O==}< Sx, x>i- O,

então existe uma base ortonormada de V constituída por vectores próprios de S.

15ter em conta o adjunto de L, isto é, o operador L* que satisfaz « Lx, y>=<x, L*y >.
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Para a demonstração ver W.H.Greub, Linear Algebra, 3a edição, Springer, p.272.

Demonstração do lema 15 do §1.3.2. Se b .1 g' então g' C U =< b >1-, que é
um ideal de codimensão 1 não degenerado. Notando L = A + S como acima,
temos, se <x, x>= O (x # O),

<Sx,x>=«L - A)x,x>=<Lx,x># o.
Existe então uma base ortonormada (uih<i<n de vectores próprios de S (n é a
dimensão de g). Temos, veja-se (1.5) ou (1.4), p.lO,

onde t =<b, b>, ti =<ei, e,>. Ora, sendo .Ài o valor próprio de Ui,

< R(b, ui)b, u;» - < 'Vb 'VUi b, u;» + < 'VUi 'Vb b, u;» + < 'V[b,Ui)b, iu;»

<ASUi,Ui> +0+ <-SLUi,Ui>

== Ài <AUi,Ui> - <AUi, ÀiUi> - <S2Ui,Ui>

-.À7 <Ui, Ui>= -.À7 ti·

Agora é fácil ver que r(b) = -tr s2 ~ O, dando-se a igualdade sse S = O.

Continuando os cálculos desta última demonstração, chegamos ao seguinte
resultado de cujos detalhes da prova poupamos o leitor.

Lema 7 (generalização do lema 5.6 de [M]) Nas condições do lema 15 do
§1.3.2 e da sua demonstração, notando, respectivamente, t: e l as curvaturas
escalares dos grupos de Lie associados a 9 eU, temos

- 2 2t: = t: - e (tr S) - t tr (S ).



2 O caso da dimensão 4

Veremos no Teorema 2 do Capítulo 3 a caracterização completa da curvatura
semi-Riemanniana invariante à esquerda dos grupos de Lie não abelianos de
dimensão 2. Note-se que estes fazem forçosamente parte do "exemplo especial" .

Em [M] encontramos o estudo das curvaturas Riemannianas dos grupos de
Lie de dimensão 3 com métrica invariante à esquerda. O caso da assinatura
(-, +, +) foi estudado em [CorPar].

O que se impunha agora e desejávamos apresentar aqui era um estudo com-
pleto da curvatura seccional dos grupos de Lie de dimensão 4 munidos de
métricas invariantes à esquerda de índice 0, 1 ou 2. O tempo não nos permitiu
e finalmente pouco se conseguiu.

2.1 Classificação

Por classificação dos grupos de Lie de dimensão 4 queremos dizer a determinação
de todas as álgebras de Lie não isomorfas. Obtivemo-Ias 'fazendo splits' (cf.§1.6)
das de dimensão 3, que já estavam completamente determinadas em [M] de
modo simples, depois de mostrar que nenhuma podia ter dimg' = 4. Depois,
tentámos achar alguns exemplos de grupos de Lie associados àquelas álgebras,
mas nem sempre conseguimos. Há três tipos de grupos de Lie que teimam em
não ser vistos.

Só já perto do fim do trabalho descobrimos em [OV,III] uma tabela com
todas as álgebras de Lie complexas de dimensão 4. Por aí se conclui o próximo
resultado (lembrar a fórmula dimC 9 c = dim~ g). Apresentamos, no entanto,
a demonstração teórica.

Proposição 1 Não existem álgebras de Lie 9 de dimensão 4 tais que Dg = g.

Demonstração. Supondo que existem, vejamos primeiro que 9 terá de ser sim-
ples. 9 não é resolúvel, logo 9 não tem ideais de dimensão 2 - f e 9 /f resolúveis
implica 9 resolúvel- nem de dimensão 3 - 9 = iffi < b >, então g' C i. Supon-
hamos que 9 tem um ideal unidimensional i=< b ». O lema [V,3.18.3] garante
a existência de uma subálgebra s tal que 9 =.5 ffi i. Dg = 9 implica [.5,.5] = .5,

52
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donde s é simples (ver [M]), com constantes de estrutura nalguma base (x, y, z)
dadas por

[x, y] = az [y, z] = (3x [z, x] = 'YY
onde a, (3, 'Y E ~ \ {O}. Seja Àx E ~ : [b, x] = Àxb e defina-se Ày, x, da mesma
forma.

[[x,y],b] + [[y,b],x] + [[b,x],y] O

(-aÀz - ÀyÀx + ÀxÀy) b O,

donde Àz = O e, por contas parecidas, Àx = Ày = O. Assim i = Z(g), pelo que
g' = .5, o que é absurdo.

9 não tem qualquer ideal próprio não nulo, logo 9 é simples. Necessitamos
agora, novamente, da Teoria das subálgebras de Cartan (cf.§1.4, p.32) que vamos
usar para a álgebra semisimples gC. Seja ~ uma subálgebra de Cartan de gC e

uma decomposição por raízes de (g c, ~ ). A teoria revela que os subespaços raíz
9 a são unidimensionais, como já tínhamos referido, e aparecem aos pares, isto
é, a E D.. =? -a E D.. (cf.[V,corolário 4.3.2]). Daqui se conclui que ~ só pode ter
dimensão 2. Partindo das igualdades

onde (h1,h2) é uma base de h , ga =< Y >, g-a =< Z > e a E ~* é dada por
a(hi) E <C (i = 1,2), se deduz que DgC tem no máximo dimensão 3, o que é
absurdo. Está demonstrada a proposição.

Toda a álgebra de Lie quadridimensional é então do tipo

onde ~ é um ideal que contem Dg. 9 é split no sentido da definição da p.4g. É
fácil perceber que para determinar as álgebras de Lie de dimensão 4 não é preciso
fazer splits de todas as de dimensão 3. Basta fazê-lo com as não isomorfas.

Lema 2 Sejam ~ l' ~ 2 duas álgebras de Lie e c/>1 uma derivação da primeira.
Se ~1 ~ ~2' então existe uma derivação c/>2 de ~2 tal que (~1,c/>1) ~ (~2,c/>2).

Demonstração. Imediata. As derivações são conjugadas pelo isomorfismo de ~ 1

para ~2'

Em [M] encontramos a seguinte classificação das álgebras de Lie de di-
mensão 3. Prova-se que para as unimodulares existe sempre uma base (eih$i9
tal que
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(Ài E IR) e que as classes de isomorfismo são determinadas pelos sinais de
Àl, À2, À3'

Tabela 1
Grupos de Lie de dimensão 3 (unimodulares)

~i assinatura grupo de Lie
i de (Àl, À2, À3) associado
1 +,+,+ SU2 compacto e simples
2 +,+,- SL2 simples e não compacto
3 +,+,0 E(2) resolúvel
4 +,-,0 E(l,l) resolúvel
5 +,0,0 H3 nilpotente
6 0,0,0 IREBIREBIR abeliano

Lembrar que H3 é o grupo de Heisenberg (ver p.19). Veja-se nos exemplos do
§1.6 quem são os grupos E(2) e E(l, 1).

Lema 3 (lema 4.10 de [M]) Se o grupo de Lie conexo H é não unimodular,
então a sua álgebra de Lie tem uma base (eih<i<3 tal que

fel> e3] = ie2 + t5e3,

com [e2, e3] = 0, e tal que a matriz

A=(~ ~)
tem traço a + t5 = 2. Se excluirmos o "caso especial" em que A = I, então o
determinante D = at5 - {3i dá um invariante por isomorfismo completo16 para
esta álgebra de Lie.

Ver as demonstrações destes factos em [M]. Note-se que todos os grupos não
unimodulares são resolúveis. Do lema 3 do §1.6, p.49, e da tabela 1 se conclui
o próximo resultado.

Proposição 4 Com excepção dos localmente isomorfos a

ou a

todo o grupo de Lie de dimensão 4 é resolúvel.

16com invariante completo quer-se dizer que está em causa uma equivalência. Por exemplo,
no lema, D determina unÍvocamente uma classe de isomorfismo daquelas álgebras de Lie.
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Deduzimos 19 tipos distintos de grupos de Lie. Como não faz parte dos objec-
tivos do nosso trabalho, remetemos o leitor interessado nesta dedução para o
apêndice A. Eis, na tabela abaixo, as álgebras de Lie dos 19 grupos. As duas
primeiras são as reductivas não comutativas. Destas, apenas 9 1 é compacta.

Legenda. 1. * := Z(g) C 1>g; ** := 1>g C Z(g) 2. As seguintes condições
têm de ser satisfeitas: cf> E GL3; (,8" E ~, ( qualquer, 8 > ~, , i- O.
3. Lembremo-nos que a álgebra de Lie f faz parte do "exemplo especial" (f =<
{b,v} >, [b,v] = v). 4. Repare-se que a condição ((1- () ::;~é sempre satis-
feita. 5. ((1 - (), 8" são invariantes por isomorfismo completos e só entre as
álgebras de Lie 9 14 (cf» é que pode haver isomorfismos (ver como no apêndice
A, p.73). Todas as outras são não isomorfas. 6. g9,glO,~4 são as únicas
nilpotentes. 7. Podemos ainda descrever:

onde f é não abeliana. 8. O risco a 14/19 da tabela separa as gi que são split
de álgebras de Lie unimodulares, das gi que são split de não unimodulares.
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Álgebras de Lie de dimensão 4
gi estrutura dim estrutura de 9
i de g' 2(g) (u,x,y,z) é uma base
1 ~1 1 .5U2 X ~
2 ~2 1 .5[2 X ~
3 ~2 O [x,y] = z, [y,z] =0, [z,x] = y,

[u,x] = O, [u,y] = y, [u,z] = z
4 ~2 O f x f, f não abeliana
5 ~2 1 [x,y] = z, [y,z] =0, [z,x] = y,

ad(u)=0
6 ~2 1 [x,y] = -z, [y,z] = O, [z,x] = y,

ad(u)=0
7 (() ~5 O [x, y] = e3, [x,e3] = O, [y,e3] = O

[u,x] = (x, lu, y] = (1 - ()y, lu, e3] = e3,
8 (8) ~5 O [x,y] = e3, [x,e3] = O, [y,e3] = O

[u,x] = y, [u,y] = -8x + y, lu, e3] = e3,
9 ~ 2** [x,y] = z, ad(z) =0, ad(u)=0
10 ~2 1* [x,y] = z, ad(z) = O,

[u,x] = O, [u,y] = x
11 ~5 1* [x,y] = z, ad(z) =0,

[u,x] =x, [u,y] =-y
12 ~5 1* [x,y] = z, ad (z)= O,

[u,x] =y, [u,y] =-x
13 O 4 ~4

14 (cp) ~6 O ~3x",<u> (det cp # O)
15 ~2 O [u,x] =0, [u,y] = z, [u,z] = O,

[x,y] =y, [x,z] = z, [y,z] = O
16 ~2 1 ad(u) =0,

[x,y] = y, [x,z] = z, [y,z] = O
17 ('y) ~2 1 ad(u) =0,

[x,y] = 2y + z, [x,z] = ,y, [y,z] = O
18 ~ 2 ad(u) = ad(x) = O, [y,z] = z
19 ~2 1* [u,x] = z, [u,y] = O,

[x,y] =y, ad(z) = O

Tabela 2
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2.2 Métricas bi-invariantes e métricas planas
Vamos primeiro só determinar que grupos de Lie de dimensão 4 aceitam métricas
bi-invariantes. Fique desde já acente que quando se falar da unicidade de certa
estrutura semi-Riemnniana num grupo de Lie, quer se dizer 'a menos de iso-
morfisrno isométrico'.

Nenhuma álgebra de Lie de dimensão n tem centro de dimensão n - 1.

Lema 1 Seja G um grupo de Lie de dimensão n munido de uma métrica < , >
bi-invariante e 9 a sua álgebra de Lie. Ou 9 é abeliana ou Z(g) .1Dg e Z(g)
tem dimensão:::; n - 3.

Demonstração. Se 9 não é abeliana e < , > é bi-invariante

VUi,Vi E g, z E Z(g). Suponhamos dimZ(g) = n - 2 e que (u,v) é a base
de um suplementar de Z(g). Por contas parecidas à última, temos

< lu, v], z >=< lu, v], u >=< lu, v], v >= 0,

Vz E Z(g), donde resulta o absurdo lu, v] = o.
Pelo Teorema 8 do §1.4, p.32, e pela tabela 2, concluímos que apenas dois

tipos de grupos de Lie conexos admitem métricas Riemannianas bi-invariantes:
os abelianos e os localmente isomorfos a SU2 EB~. O corolário 11 do §1.4, p.35,
ensina-nos a construir aquelas métricas. Em SU2 EB~ são as induzidas pelos
produtos escalares (cf.§1.1)

(-aB) x J,
onde a> O, J E 82~ é definida positiva e B é a forma de Killing de .5U2.

Seja G um grupo de Lie como o do lema 1. A representação adjunta da
sua álgebra de Lie 9 e a escolha de uma base de 9 induzem naturalmente um
homomorfismo ad : 9 ~ .5 O pq v que tambem notamos ad, e onde (p, q) é a
assinatura da métrica.

Suponhamos que G tem dimensão 4 e que (p, q) = (1,3). Um resultado do
apêndice B diz que so 1,3 não tem subálgebras de Lie de dimensão 4 ou 5. Para
o caso da métrica Lorentziana bi-invariante ficamos então reduzidos à hipótese
dimZ(g) = 1, se G é não abeliano, visto que ad(g) tem dimensão 3.

Proposição 2 Apenas os grupos de Lie conexos com álgebra de Lie associada
isomorfa agI = ~ X .5U2, 92 = ~ x .5 [2, ~4 ou a 9 12 admitem estruturas
Lorentzianas bi-invariantes. As métricas dos associados agI e a 9 2 são dadas,
respectivamente, por

(- J) x (-aB) e 9 x aB
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onde a> O, f, g E 02]R são definidas positivas e B é a forma de Killing (das
respectivas álgebras simples).17 As métricas bi-invariantes dos grupos de Lie
associados a 912 são dadas, na base (u, x, y, z) indicada na tabela 2, pela matriz
(da métrica)

~ ~ ~1O 1 O
O O O

onde a E ]R+, f3 E]R.

Demonstração. As métricas 'de' 91 e de 92 são construídas de modo análogo
àquela outra Riemanniana que achámos para 91. Note-se que a assinatura da
forma de Killing de 5[2 é (-,+,+) (cf.lema 4 do §1.4). Procurando entre as
álgebras de Lie que satisfazem dimZ(9) = 1, com contas como as que vamos
exemplificar para 95' vemos que apenas 912 admite a métrica bi-invariante
indicada. Para 95' então, vem

z 1. u, <z, z>=< - [y, z], z>=< [y, z], x>= O,

<z, x>=< [x, y], x>= - < [x, z], y>= O,

<z,y>= ... = O

(cf. tabela 2). Resulta z = O, o que é absurdo.

Passemos agora ao caso da assinatura (2,2). Um estudo das subálgebras de
Lie [ =< {(Ui,Vi)h~i~j > de 5[2 x 5[2 -::::502,2 (cf.apêndice B) de dimensões
j = 3,4, baseado na análise de rk(ui),rk(vi) permitiu-nos deduzir o próximo
resultado.

Proposição 3 Apenas os grupos de Lie conexos com álgebra de Lie associ-
ada isomorfa a 92' ]R4 ou a 911 admitem estruturas semi- Riemanniana bi-
inoarionies de assinatura (2,2). As métricas dos grupos associados a 92 são
dadas por

(- f) x B ou g x (-B)

onde t,g E 02]R são definidas positivas e B é a forma de Killing de 5 (2. As
métricas bi-invariantes dos grupos de Lie associados a 911 são dadas, na base
(u,x,y,z) indicada na tabela 2, pela matriz

~ ~ ~1100
O O O

onde a E ]R \ {O}, f3 E ]R.

17Por curiosidade anotamos que ]R EI1 SUz com esta estrutura Lorentziana é um "espaço
tempo de Robertson-Walker" - cf.[BEE].
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Os detalhes da demonstração ficam para outra vez.
Fica tambem para uma próxima oportunidade o estudo da curvatura R(x, y)z =

~[[x, y], z].
Lembremos o facto enunciado na seccao 1.3.1, p.1.3.1, de não haver métricas

planas em grupos de Lie de álgebra de Lie reductiva tais que Vg 1.. Z(g)
(Vg -=I- O). Notemos que este pormenor se adapta perfeitamente às métricas
bi-invariantes dadas pelo corolário 11 do §1.4, p.35. Em particular, as métricas
de 9 1 e 9 2 enunciadas nesta secção não são planas.

Achámos métricas planas nos grupos de Lie de dimensão 4 invariantes à
esquerda de assinaturas (0,4), (1,3) e (2,2), com ajuda do Teorema 6 do §1.3.1.
O próximo resultado deve ser confrontado com os de [M] e [Nom] sobre o mesmo
assunto no caso da dimensão 3 (ver §1.3.1).

Proposição 4 Seja G um grupo de Lie de dimensão 4 e 9 a sua álgebra de
Lie. Suponhamos G não abeliano só para simplificar a escrita.

(i) G admite uma métrica Riemanniana invariante à esquerda plana sse 9
é isomorfa a g5.

(ii) Se G não está associado a gl ou a g2' então qualquer métrica Rieman-
niana invariante à esquerda sobre G, não plana, tem curvatura escalar estric-
tamente negativa.

(iii) Se 9 é isomorfa a g5 ou a g6' então G admite métricas invariantes à
esquerda planas de índices 1,2 e 3.

(iv) As métricas planas obtidas no ponto (i) e (iii) são as únicas que o
Teorema 6 do §1.3.1 fornece.

Esboço da demonstração. Note-se que g5 ~ e2 x IR e g6 ~ el,1 x IR. (i) prova-se
da mesma forma que (iii), pelo que deixamos isso ao cuidado do leitor. (ii) é
apenas uma combinação do Teorema 18 do §1.3.3 e da proposição 4, §2.1. Vamos
então provar (iii) começando por mostrar (iv) para o caso Lorentziano (os outros
casos provam-se da mesma maneira). Supomos que 9 tem um produto escalar
< , > de índice 1 que a deixa nas condições do Teorema 6 do §1.3.1.

g=bEBU,

h 1.. U (abelianos) e ad (b) é anti-autodjunta.
Suponhamos dim b = 1. Se é em b=< b > que está a direcção tipo tempo,

então ad (b) é anti-autoadjunta neste caso sse o for no caso Riemanniano. Assim
aparece g5' a partir de (ii), com métrica plana. Supomos então <b, b» > o.
Notemos 'ljJ = ad (b)IU e tambem

a
O ~1 (10)-c
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a matriz de 'IjJ numa base ortonormada de U (é fácil ver que 'ljJT!r,2 = - !r,2'IjJ
implica 'IjJ daquela forma). Os valores próprios de 'IjJ são

(8) O), estes últimos, quando existem. Designando u, v, w os vectores próprios
em U associados a 0,8, -8, respectivamente, vê-se logo que o ideal (!) < {v -
w, b, v + w} >, verificando

[v - w,bJ = -8(v +w) [b,v +wJ = 8(v - w) [v + W,v - wJ = O,

é isomorfo a ~4, ou seja, el,l. Podemos assim concluir que G associado a 96
tem uma métrica plana.

Se 8, -8 não existem, numa certa base de u , temos

com ed < O. Daqui vem nova métrica plana para 95.
O leitor já percebeu como prosseguem os cálculos, ainda mais fáceis, para os

casos dim b = 2,3. Note-se que há várias métricas planas para 95 e para 96.

Uns cálculos rápidos permitiram-nos, por aplicação da proposição de
G.S.Birman que se encontra no §1.3.1, achar métricas de Lorentz planas em
94,96,916·

Em [J2J encontrámos o seguinte Teorema sobre métricas Riemannianas de
Einstein.

Teorema 5 (G.Jensen,1969) Seja G um grupo de Lie de dimensão 4 munido
de uma métrica Riemanniana invariante à esquerda. Então G é um espaço de
Einstein sse a sua álgebra de Lie é uma das seguintes, com o produto interno
definido, a menos de mudança de escala, por Xl, ... , X4 ser uma base orionor-
mada. Valores distintos de t definem álgebras de Lie não isomorfas.

1. JR4 ou
[Xl,X2J = O
[Xl, X3J = X4

[Xl,X4J = -X3

[X2,X3J = O
[X2,X4J = O
[X3,X4J = O.

São as métricas planas da proposição anterior, ponto (i).

2.
[Xl, X2J = X2 - tX3

[Xl, X3J = tX2 + X3

[Xl, X4J = 2X4

[X2, X3J = 2X4

[X2,X4J = O
[X3,X4J = O, 0:$ t < 00.
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A curvatura seccional verifica -4 ::;K ::;1.

[Xl, X2] = X2

[Xl, X3] = X3 - tX4

[Xl, X4] = tX3 + X4

[X2,X3] = O
[X2,X4] = O
[X3, X4] = O, O::; t < 00.

3.

Neste caso K é constante igual a -1.

[Xl, X2] = O
[Xl, X3] = X3

[Xl, X4] = O

[X2,X3] = O
[X2,X4] = X4

[X3,X4] = O.
4.

K = -1 constante.

Para a demonstração ver [J2].
É fácil verificar que

2 1+ t2

t (t > O)-:::98(-4-)

onde t i denota a álgebra do ponto i do Teorema acima.
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3 o "exemplo especial"

Este capítulo é dedicado a um género de grupos de Lie que J.Milnor referiu em
[M] como fazendo parte de um "exemplo especial". Trata-se da seguinte classe
que vamos, como em [Nom], denotar por (5. Um grupo de Lie G com álgebra
de Lie fi e dimensão n 2:: 2 está em (5 sse é não comutativo e satisfaz

Vx,y E fi, [x,y] é combinação linear de x e de y.

Em [M] demonstra-se que G E (5 sse a sua álgebra de Lie é do tipo n Xld < b >,
onde n é um ideal (de codimensão 1) abeliano. Quer dizer, 3b E fi tal que

[b,x] =x, [x,y] = 0, Vx,yEn.

Daqui se percebe logo que G é resolúvel. É provado tambem que todo o elemento
do "exemplo especial" tem, para qualquer métrica Riemanniana invariante à
esquerda, curvatura seccional constante negativa. E mais, (5 caracteriza-se por

G (5 Toda a métrica Riemanniana invariante à esquerda
E ~ sobre G tem curvatura seccional de sinal constante.

Generalizámos estes resultados a métricas de qualquer assinatura e é isso que
vamos mostrar aqui. Inicialmente obtivemos o nosso resultado fazendo contas
como em [Nom]. Introduzindo o lema que se segue, que abrange uma classe um
pouco maior que (5, tudo fica mais simples.

Lema 1 (generalização do lema 3.1 de [Bar]) Seja G um grupo de Lie com
métrica semi-Riemanniana invariante à esquerda e tal que a sua álgebra de Lie
se decompõe como

fI=nXL<b>
onde b é um oector unitário e ortogonal a n. n é um ideal abeliano e L =
ad (b),n = Xld + A, onde A é a parte anti-autoadjunta de L e >. E~. Então,
notando I; =<b, b>= ±1, G tem curvatura seccional constante K = _1;>.2.

Demonstração (decalcada da de [Bar)). A curvatura seccional é constante K =
-1;>.2 sse R(x, y)z = -1;>.2(X 1\ y)z, onde se denota

(x 1\ y)z =<z, x> y- <z, y> x
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(ver §1.2, p.l l ). Usando o lema 5 do §1.6, p.50, vem

Y'b u = Au Y'u b = -Àu

Y'u v = EÀ <u,v> b,

Então, para quaisquer u, v, w E n,

"lu, v E n.

R(b, u)b

-Y'u Y'v w + Y'v Y'u w = -EÀ <v,w> Y'u b + EÀ <u,w> Y'v b =
EÀ2(<w, v> u- <w, u> v) = -EÀ2(U /\ v)(w)

-Y'u Y'v b + Y'v Y'u b = ÀY'u v - ÀY'v u = O = -EÀ2(u /\ v)(b)

-Y'b Y'uv + Y'u Y'bv+Y'Àu+Auv=

-EÀ <u, v> Y'b b + Y'u Av + EÀ <Àu + Au, v> b =
EÀ«u,Av> +À <ú,»> + <Au,v»b = -EÀ2(b/\u)(v)

-\lb Y'u b + Y'u Y'b b + Y'Àu + Au b =
ÀY'b u - À(Àu + Au) = À(Au - Àu - Au) = -EÀ2(b /\ u)(b)

R(u,v)w

R(u,v)b

R(b, u)v

Está provado.

Segue-se o resultado principal deste capítulo.

Teorema 2 (generalização do Teorema 1 de [Nom]) Seja G um grupo de
Lie de dimensão n pertencente à classe 6. Então

(i) Qualquer estrutura semi-Riemanniana invariante à esquerda sobre G, de
assinatura (p, n - p), tem curvatura seccional K constante.

Nomeadamente, K é constante negativa, se p = O, ou positiva, se p = n.
(ii) Inversamente, dados p E f:l", O < P < n é K E ~ quaisquer, podemos

construir uma métrica invariante à esquerda de assinatura (p, n - p) com K de
curvatura seccional, constante por (i). Podemos ainda concluir o mesmo nos
casos p = O, K < O e p = n, K > O.

Demonstração. Seja 9 =< b > EEm a álgebra de Lie do grupo de Lie G.

[b,u] = u [u,v] = O, "lu, v E g.

(i) Suponhamos que 9 tem um produto escalar.
Caso L < , > Inx n não degenerada.
Já se sabe que existe um vector unitário b' ri n :< b', n >= O. Escrevendo
b' = Àb + uo, À E ~ \ {O}, Uo E n temos

[b',v] = Àv "Iv E n.

Aplicando o lema anterior a este caso simples em que o operador A = O, temos
o resultado, com as particularidades óbvias para os índices O e n.
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Caso 11. < , >Inxn é degenerada.
Existe e E n tal que <e,· >= O sobre n. Então, sendo < , > não degenerada
sobre g, <e, b># o. Claro que se pode logo supôr

<e,b>= 1.

Denotemos

a(x) =<e,x> C(x, y) = a(x)y - a(y)x, "Ix, y E g.

Imediatamente se reconhece a linearidade e bilinearidade, respectivamente, de
a e C. Como ker a = n e C é anti-simétrica e

C(b,u) = u = [b,u] C(u,v) = 0= [u,v], 'Vu,v E n,

vem que C = [ , ]. Da fórmula de Koszul (1.8) deduz-se então

1
<Y'xy,z>= "2«[x,y],z> - < [y,z],x> + <[z,x],y» =

= ~ ( a(x) <y, z> -a(y) <x, z> -a(y) <z, x> +a(z) <y, x> -a(x) <z, y> +

+a(z) <x, y> ) = a(z) <x, y> -a(y) <x, z>=<x, y><e, z> -a(y) <x, z> .

Então
Y'x y =<x, y> e - a(y)x

e daqui vem
R(x, y)z = -Y'x Y'y z + Y'y Y'x z + Y'[x,y]z =

= - <y, z> Y'x e + a(z)Y'x y - a(z)Y'y x+ <z, z> Y'y e + a(x)Y'y z - a(y)Y'x z =

= - <y,z><x,e> e + a(z) <x,y> e - a(z)a(y)x

-a(z) <i), x» e + a(z)a(x)y+ <x, z><y, e> e+
+a(x) <y, z> e - a(x)a(z)y - a(y) <x, z> e + a(y)a(z)x = O

(ii) Se se quer curvatura seccional K > Oescolhe-se a seguinte métrica. Tomamos
b' = vlJ(b e impomos

<b',b'>= -1 <b', n>= O

< , >n de índice q, O::;: q ::;:n - 1.

Pelo que vimos acima, com a métrica induzida por este produto escalar, G tem
curvatura seccional constante K.
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Para K < O faz-se o mesmo com b' = ...;- Kb e tomando o produto escalar
emg

<b',b'>= 1 <b', n>= O

< , >n de índice p, O::; p ::; n - 1.

Finalmente, se se quer K = O, basta, como se viu, tomar uma métrica em G
que seja degenerada sobre n. Esta tem necessáriamente índice O < p < n.

Suponhamos, daqui em diante, uma dimensão n ~ 2 fixa para os nossos
grupos de Lie e notemos tambem por (5 esta subclasse de (5.
Observações. Sejam (!j-(p) (respectivamente: (5+(p), (50(p)) a classe dos
grupos de Lie (quaisquer) que admitem uma estrutura semi-Riemanniana in-
variante à esquerda de assinatura (p, n - p) e de curvatura seccional constante
negativa (respectivamente: positiva, nula).

a) J.Milnor em [M] e E.Heintze, pelo Teorema 10 do §1.3.1, p.21, provaram:
(5 C (5-(0).

b) F.Barnet em [Bar], veja-se o Teorema11 do §1.3.1, mostrou: (5 - (O) C

(5+(1).
c) K.Nomizu provou: (5 C (!j-(l)n(!j°(l)n(!j+(l). É fácil ver que tambem

se pode provar esta última inclusão com o resultado de F.Barnet. a) e b)
implicam (5 C (5+(1). Sendo 9 = nEB < b » a álgebra de Lie de um elemento
de (5, como acima, conclui-se que todo o elemento -I O de n gera um ideal
unidimensional. Combinando este facto com a) e aplicando o Teorema11 do
§1.3.1 temos as restantes inclusões.

d) Generalizámos atrás (5 C (!j-(p) n (!j0(p) n (5+(p) (O < P < n). Além
das questões, tipo as que F.Barnet pôs, sobre que (!j-,+ (p) C (!j+,- (q), é-nos
suscitada a seguinte: Dado G E (5 - (O), será que G E (!j- (p) n (!j° (p) {:} a
álgebra de Lie de G tem um ideal de dimensão p ?

Vamos notar ~ (p) a classe dos grupos de Lie tais que toda a métrica de
assinatura (p, n - p) tem curvatura seccional de sinal constante.

Como se disse atrás, em [M] encontramos (5 = ~(O). Já vimos que (5 C
~(p). Olhando para o Teorema 17 do §1.3.2 concluímos

(5 = ~(O) = ~(1) = ~(2) = ... = ~(n).

Note-se por último que, pelo Teorema de Kulkarni 1.2, §1.2, p.11, para O < P <
n, considerar que a curvatura seccional K tem sinal constante é o mesmo que
considerar que K é constante.

Assim se conclui que não vale a pena procurar outros grupos de Lie para os
quais se tenham os mesmos resultados simples do Teorema 2.
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Apêndice A
o objectivo deste apêndice é determinar todas as álgebras de Lie de dimensão
4 e dar os exemplos que conhecemos de grupos de Lie que lhes estão associa-
dos. Particularmente os simplesmente conexos. A lista final com os resultados
obtidos encontra-se no §2.1. Aqui, quando falarmos em 9i estamo-nos a referir
à álgebra de Lie número i da tabela 2 do §2.1. Da mesma forma, o índice numa
álgebra de Lie de dimensão 3 ~ i faz referência à tabela 1 daquela secção.

Frizemos que por base se entende um sistema ordenado de vectores que forme
uma base.

NOTA: Quando está subentendida a base, identificamos as aplicações com
as suas matrizes.

Caso unimodular
Vamos começar por arranjar splits (cf.§1.6) de dimensão 4 com as álgebras de
Lie unimodulares de dimensão 3, que, como sabemos, são todas descritas numa
base (eih<i<3 por

(Ài E ffi.) e onde as classes de isomorfismo são determinadas pelos sinais de
À1, À2, À3' Supomos logo À! = O pois com todos os Ài #- O já se viu no §2.1
que se obtêm 9! e 92'

Antes de avançarmos para esse caso vejamos os grupos de Lie que en-
contrámos associados'" a 9! e 92'

Grupos de Lie associados a 9! (só os compactos): 'TI'EBSU2, 'TI'EB
03, 'TI'EBS03, U2, 'TI'EBSp(l), Sp(2) nGL4(ffi.) (note-se que SU2 ~ Sp(l) '" S3
e é simplesmente conexo e que GL4(ffi.) é fechado em GL4(C)).

Grupos de Lie associados a 92: GL2, GLt ~ ffi.EBSL2~ ffi.EBSp(l,ffi.),ffi.EB

0!,2, U!,!, ffi.EBSUl,!, Sp(2,ffi.) n O2,2 (GLt =7, SL2 =7).

Seja ~ uma das álgebras ~ i e cf>: ~ -+ ~ uma derivação de ~. Sejam
Çij E ffi.(1 ~ i,j ~ 3) tais que

cf>(ei) = Lçijej.
i

As seguintes equações são fundamentais.

18ver em S.Helgason, Differential Geometry, Lie Groups and Symmetric Spaces, Academic
(1978), uma descrição das subálgebras de 9 [(n,ffi.) e 9[(n,Q clássicas.
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{=} {61>'2 = O
61>'3 = o.

cfJ(>'2e2) = cfJ[e3,elJ = [cfJe3,elJ + [e3, cfJelJ =

= 62[e2, elJ + 63[e3, elJ + çU[e3, elJ + 62[e3, e2J = -62>'3e3 + >'2(Ç11 + 63)e2

(4.10)

(4.11)

cfJ(>'3e3) = cfJ[el,e2J = [cfJel,e2J + [el,cfJe2J =

= 6del' e2J + Çde3, e2J + 62[el, e2J + Çdel, e3J = -63>'2e2 + >'3(Ç11 + 62)e3

{ O >'361
{=} -63>'2 >'362 (4.12)

>'3(Ç11 + 62) >'363'

(4.10), (4.11) e (4.12) resumem-se a

61>'2 = OI {"À3
= O

>'2(Ç11 + 63) = >'262 (4.13)
-62>'3 >'263

>'3(ÇU + 62) >'363'

Caso I. >'2, >'31= O.

Como se disse, só o sinal interessa, pelo que podemos logo pôr >'2 = 1, sendo
o caso em que >'2 = -1 análogo e não trazendo nada de novo.

De (4.13) vem 61 = 61 = 61 = O, 62 = 63, 62 = -~. Quer dizer,

cfJ= [Ç~2 Ç~2 -h 1
63 63 62

af) tem dimensão 4! É fácil ver que Z(f)) = O, logo, ad (f)) tem dimensão 3.
Seja < 'Ij; > um suplementar de ad (f)) em af). Seja cfJ= ad (x) + a'lj; uma
derivação qualquer de f) (x E f), a E IR).

(4.14)

9 = f) x</>< u > ~ af)
ei •....• ad (e.)
u •....• 1>
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é um isomorfismo se a i= O, que é a condição necessária para a sobrejectividade
da aplicação. Basta ver então que

ad lu, eiJ = ad (</lei)= </lad(ei) - ad (ei)</l= [</l,ad (ei)J.

Uma vez que ~ é unimodular, o suplementar 1/J de ad (~) pode ser~~[~~n
(veja-se (4.14)). 9 é dada por

lu, e1J = O [e1, e2J = À3e3
lu, e2J = e2 [e3, e1J = e2
lu, e31= e3 h,e3J = O,

pelo que se obtem 93 no caso ~ = ~3 (À3 > O) e 94 no caso ~ = ~4 (À3 < O).
Se a = O, isto é, se a derivação </lé interior, rápidamente se conclui, com

a mudança de variáveis u ~ u - x, que podemos supôr </l= O e, logo, que 9 é
isomorfa a 95 = ~ X ~3 ou a 96 = ~ X ~4·

Grupos de Lie associados a 93: Aut ~ 3 ~ Aut (E(2)O). Pela exponencial
e de 9 (3 determinámos a componente conexa de e do primeiro grupo. É gerada
pelos subgrupos a um parâmetro

(~!~) (~~~) (~!~) ( 1 o O)o cost -sent
o sent cost

(t E~, e: ~ --4 ~ é a função exponencial). Como o último daqueles subgrupos

é difeomorfo a s», Aut(~3)O = ea~3 não é simplesmente conexo. Au;(iJ3)O
descobre-se então com a ajuda do corolário 2 do §1.6, p.47.

Grupos de Lie associados a 94: Aut ~4 ~ Aut E(l, 1) e GA(~) x GA(~).
Pela exponencial e determinámos a componente conexa de e do primeiro grupo.
É gerada pelos subgrupos a um parâmetro

( O; ~ ~1) (001 ~ ~) (~~ ~) (~ CO/-it) isen~-it) )
O O et t O 1 O isen(-it) cos(-it)

(t E~, i E C). O facto de estes subgrupos serem todos difeomorfos a ~ prova
que Aut(~4)o = ea~4 é simplesmente conexo (cf.[OV,IIIJ). A transformação de
variáveis

mostra que 94 é isomorfa ao produto f x f onde f é a única álgebra de Lie
não comutativa de dimensão 2. Esta tem grupo de Lie associado GA(~), que é
simplesmente conexo (cf.§1.6).
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Encontrámos ainda duas outras álgebras de Lie isomorfas a 93 (+) ou a 94
(-):

[± = {A E 9[3: A
T (11 r ~) = - (11 r ~) A} .

Grupo de Lie associado a 95 (simplesmente conexo):19 ]REBE(2)o.
Grupo de Lie associado a 96 (simplesmente conexo): ]REBE(l, 1).

Caso lI. À2 = O,À3 '" O.
Supomos logo À3 = 1. De (4.13) vem

{
61 = 62 = O

61 +62 = 63'

Qualquer derivação <P de f) 5 é do tipo

Df) 5 tem dimensão 6. ad f) 5 tem dimensão 2, pois que ad e3 = O. Tem-se

(000) (O 00)ad ej = O O O ad e-, = O O O .
O 1 O -1 O O

Já se percebeu que podemos logo tomar, para achar as álgebras 9 = f)5xq, <u >,
uma derivação <P com componente nula em ad f) 5' isto é, podemos logo tomar
63 = 63 = O. Chamando

temos então

lu, ell = ael + de2
fel, e21 = e3

lu, e21 = cel + be2
[e3, erJ = O

lu, e31 = (a + b)e3
[e2, e31 = O (4.15)

Os cálculos mostram que Z(9) = O sse a + b '" O.
Caso 1I.1. Se a + b '" O.

Dividindo u por a + b se necessário, podemos já supôr a + b
polinómio característico de A é

1. O

1900 contrário de, por exemplo, SL2, fácilmente se determina E(2)o.
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p(t) tem raízes sse 1- 4detA ~ O<=> detA::; i.
Caso 11.1.1. det A < l

Seja ( uma raíz de A. Como tr A = 1, a outra raíz é 1 - (. Lembrando
que A corresponde a uma transformação linear do subespaço de 9 gerado por
{el,e2}, temos, para algum x,y E< {el,e2} >, (ver (4.15))

[u,x) = (x
[x,y) = "7e3

[u,y) = (1- ()y
[x,e3) = O

[u,e3) = e3

[y,e3) = O

("7 E ~). Trocando e3 por "7e3, continuaremos a ter lu, e3) = e3, [x, e3) = O, e
[y, e3) = O e ganhamos [x, y) = e3.

Se (= O ou (= 1. S.p.g. supomos (= O. Então i =< {u,y,e3} > é um
ideal e ad (x)li é uma derivação de i. Como i é não unimodular (cp. lema 3 do

§2.1) deixamos este caso para mais tarde.
Se ( i- O e ( i- 1. Encontramos as álgebras de Lie 97(()'
Grupos de Lie associados a 97((): Os únicos grupos de Lie que ar-

ranjámos associados a estas álgebras foram calculados pela exponencial de
ad(97(()) C 9(4, já que a representação adjunta é fiel.

São gerados por

etadu = etadx = 1+ tadx
etad v = I + tad Y

etad e3 = I + tad e3

(t E ~). Estes grupos são todos simplesmente conexos.
Caso 11.1.2. detA > -1.

A não tem valores próprios. Existem x, y E < {et, e2} > linearmente inde-
pendentes tais que lu, x) = y. Seja 8 = IAI. Então lu, y) = -8x + y já que
tr A = 1. Temos assim as álgebras de Lie 98(8) (ver (4.15))

[u,x) = y

[x,y) = e3

[u,y) = -8x + y
[x,e3) = O

lu, e3) = e3
[y,e3) = O.

Grupos de Lie associados a 98(8): Novamente, só conseguimos arranjar
um exemplo de um grupo de Lie associado a estas álgebras, atravez das suas
representações adjuntas e da exponencial e.

Proposição 3 O determinante da matriz A é um invariante completo por iso-
morfismo para as álgebras de Lie 97(() e 98(8) acima (((1 - () ::; -1, 8> -1).
Demonstração. Se ((1 - () = 0, então V97(() tem dimensão 2. 97(() não é
isomorfa a nenhuma das outras 97 ou 98'

Sejam (, ( E ~ \ {O,I} tais que ((1 - () i- ((1 - (). Então ( i- (,1 - (.
Seja (ü,x,y,ê3) uma base de 97(() nas 'mesmas' condições da base (u,x,y,e3)
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de g7(()' Suponhamos que existe um isomorfismo g:g7(() -t g7(()' Como 9
aplica os ideais derivados nos ideais derivados e 1)1)g7 =< e3 >, a matriz de 9
da base (ü,x,y,e3) para a base (u,x,y,e3) é

g= [~ ~ ~ ~ 1
C ci C2 O
d dI d2 d3

Ora, de dses = g(e3) = [g(ü),g(e3)] = ad3e3 vem a = 1. De

[g(ü),g(x)] = (blx + (1- ()ClY + dle3 + (bCl - cbl)e3

e [g(ü),g(x)] = (g(x) = (blx + (ClY + (dle3

vem bl = Cl = O. Então det 9 = O. Absurdo.
Da mesma forma se vê que, para 8,6 > ~ distintos, g8(6) 't g8(8). Por

análise das álgebras de Lie g/g" respectivas de s-ro e g8(6), se conclui rápida-
mente que estas nunca são isomorfas. Está tudo demonstrado.

Caso 11.2. Se a + b = O.
Caso 11.2.1. Se A = O.

O centro Z(g) =< {u,e3} >. 9 fica determinada por (ver (4.15))

ad(u) = ad(e3) = O

g9 = ~5X <u> é nilpotente.
É fácil construir representações de ~ 5' Por exemplo, a álgebra de Lie do

grupo de Heisenberg H3 das matrizes 3 x 3 triangulares superiores e diagonal
nula. Outro exemplo, a álgebra de Lie gerada por'

(!~~) (~~~) (~~!).
Grupos de Lie associados a g9: Só conseguimos arranjar de um tipo: as

somas directas dos grupos de Lie de dimensão 1 com H3.
(Questão: haverá algum grupo de Lie conexo associado a ~ 5 não simples-

mente conexo ?)
Caso 11.2.2. Se A =I- Oe IAI = O.

Vem
A2 = [a C] [a C] = O

d -a d-a

Então existe base (x,y) de < {el,e2} > tal que [u,x] = O e [u,y] = x. Como
ad(e3) = O (ver (4.15)), podemos já supôr que tambem [x,y] = e3. Assim
apareceu a álgebra de Lie nilpotente 9 10 com estrutura

[u,x] =0 [u,y] = x [x,y] = z adz = o.
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unimodular. Note-se que aí o produto de x com y é O. Umas contas rápidas
mostram que

Como rh 't- f)4' conclui-se que gu 't- g12'
Caso III. '\2 = ).3 = O.

Qualquer endomorfismo de f)6 = ~3 é uma derivação, ou seja, Der~3 = g(3
(cp.(4.15)). Da derivação nula se deduz a álgebra de Lie abeliana g13 = ~4.

Grupos de Lie associados a g13 (conexos): 1l'PEB~q (p + q = 4).
Seja agora </JE g(3 não nula e, como acima, notemos (çijh~i,j9 a matriz de

</Jna base (e1,e2,e3)' Na base (u,elle2,e3) de 9 = ~3X<p < U > as derivações
ad (u), ... , ad (e3) são

o oo
-Çi1
-Çi2
-Çi3

o

Daqui se conclui que Z(g) = kerad i:- O sse I</JI= O.
Caso 1I!.1. Z(g) = O <=} I</JIi:- O.

Como se percebe logo, 1)g =< {e1,e2,e3} >=~3. Este caso dá então origem
às álgebras de Lie 9 14'

Grupos de Lie associados a 9 14: Só encontrámos os calculados pela
exponencial a partir da representação adjunta de 9 14' O facto de estar em GL3
implica que </Jtem sempre um valor próprio. Isso permite mostrar que aqueles
grupos são. simplesmente conexos, uma vez que t t--+ etad ti é injectiva.

Seja </J1outra derivação de ]R3tal que 1</J11i:- O. Quando é que 9 = ]R3X <p<
u > e 9 1 = ~3 X <Pl < V > são isomorfas? Lembrando que, a existir tal isomor-
fismo, tambem 1)g ~ 1)g l' temos

9 ~ 9 1 {::::::} :3g E GL3, a. E ~ \ {O}: para todo o x E ~3
g(</Jx) = g[u,x) = [gu,gxh = a.[v,gxh = a.</J1(gX).

9 é a restrição a 1)g do isomorfismo li:9 --+ 9 i- Ficamos obrigados a estudar as
classes de equivalência da seguinte relação de equivalência em GL3, que vamos
chamar ~* -conjugação,

Deixamos isto para outra altura.
O "exemplo especial" do Capítulo 3 inclui-se neste para </J= Id. Note-se

que há uma generalização trivial do caso III.l a qualquer dimensão. A classe de
]R*-conjugação de Id é {a.Id: a. E ]R*}.
Caso 11I.2. Z(g) i:- O<=} I</JI= O.
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cjJ::f. O tem O como valor próprio. O subespaço de 9 = ]R3X q, < u >

ImcjJEB< u >

é um ideal de dimensão < 3. Tomando um subespaço ~ de 9 de dimensão 3
que contenha aquele, é claro que ~ tambem é um ideal. Se ~ é não abeliano,
então, ou estamos num dos casos I, II estudados atrás, ou estamos no caso
não unimodular que estudaremos à frente. Supomos então que ~ é abeliano.
Daqui vem O = lu, cjJ(x)] = cjJ2(x), \Ix E ]R3, ou seja, cjJé nilpotente. Prova-se
fácilmente que nalguma base (x, y, z) de]R3 a matriz de cjJtoma uma das formas

No primeiro caso, pensando no ideal não abeliano < {u,y,z} > de g, temos o
caso resolvido invocando as razões anteriores. No segundo, vem

[u,x] = y [u,y] = z [x,y] =0 ad(z) =0.

9 é nilpotente. Sejam ü = x, X = -y, ií = u - x . Temos

[x, ií] = -[y, u] = z
[ü,x] = [x, -y] = O

ad(z)=0
[ü,ií] = [x,u - x] = -y = x.

Olhando para a tabela 2 do §2.1, p.56, vê-se logo que estamos em presença da
álgebra de Lie 9 10'

Caso não unimodular
Vamos agora obter álgebras de Lie splits (cf.§1.6) de dimensão 4 a partir das
não unimodulares de dimensão 3. Seja ~ uma álgebra de Lie não unimodular
dada pelo lema 3 do §2.1, p.54, com base (el, e2, e3) e por uma matriz de traço
2

Seja cjJ:~ -+ ~ uma derivação de ~. Sejam Ç,ij E ]R (1 ::; i, j ::;3) tais que

cjJ(ei) = Lç,ijej.
j

As seguintes equações são fundamentais.

0= cjJ[e2,e3] = [cjJe2,e3] + h,cjJe3]=
= 61[el, e3] + 6de2, ei] = 6ne2 + 61De3 - Çslae2 - 6d3e3
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{::::=} { 6n - 61 a = O
618 - 6113 = o.

a<pe2 + /3if;e3 =
(a61 + /361)e1 + (a62 + /362)e2 + (a63 + /363)e3
[if;el, e2J + [ei, if;e2J= çll[el, e2J + 62[e1, e2J + 63[e1, e3J =
(Çl1 + 62)(ae2 + /3e3) + 63(re2 + 8e3)

{

a61 + /361 = O
{::::=} a62 + /362 = açll + a62 + ,63

a63 + /363 = /3Çl1 + /362 + 863·

if;feI, e3J = ,if;e2 + 8if;e3 =
(r61 + 861)e1 + (r62 + 862)e2 + (r63 + 863)e3
[if;el, e3J + [e!, if;e3J= çl1[e1, e3J + 63 [e!, e3J + 62[e1, e2J =
(Çl1 + 63)(re2 + 8e3) + 62(ae2 + /3e3)

{

,61 + 861 = O
{::::=} ,62 + 862 = ,Çl1 + ,63 + a62

,63 + 863 = 8Çll + 863 + /362·

De tr A = 2, (4.16), (4.17) e (4.18) vem a - 8 = 2(a -1) e

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Çll = 61 = 61 = O, 62, Ç13são quaisquer,

{

-/362 + 2(a -1)63 + /363 = O
,62 - 2(a - 1)62 - ,63 = O

,63 - /362 = O

Notemos g= ~ xq, < u >, como é habitual, a álgebra de Lie split de ~ por if;.
Na base (u,e1,e2,e3) temos, para a,b,c,d E~,

(4.19)

[
O O O O] [O O O O] [O O O O] [O O O O]O O O O +b O 000 O 000 d O O 00 O

a O 62 62 62· -Çl2 O O< 'Y + C -62 -O< O O + -Ç32 -'Y O O = .
O Ç13 63 63 -Çl3 O f3 8 -63 -f3 O O -63 -8 O O

O centro de 9 é então dado pelas equações:

(4.20)

Caso I. A = I.
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a = 8 = 1, j3 = 'Y= O. Por (4.19) vemos que â~ tem dimensão 6. Tem-se

[
O o O] [O O O] [ O O O]aclh(el)= O 1 O aclh(e2)= -100 aclh(e3)= O O O .

') O O 1 ') O O O ') -1 O O

Já se sabe que podemos considerar que a derivação cP é exterior, ou seja, existem
reais À, p" li tais que

~~[~~~]
Das equações de Z(g) acima vemos que b = o.
Caso 1.1. cP =1=o.

Vem a = c = d = O, i.e., Z(g) = O. Então g =< u, e!, e2, e3 > é dada por

[u,e1] = O

[e1> e2] = e2

lu, e2] = Àe2 + lIe3

[e1> e3] = e3
lu, e3] = P,e2

[e2, e3] = o.
Dg =< {e2,e3} >. De tradu = À, tr ad ej = 2, tr ad e, = O, tr ad e, = O
se conclui que o kernel unimodular (cf.§1.5.1) de g é u =< v, e2, e3 >, onde
v = 2u - Àe1. Façamos B = ad (v)j"vg.

Se IBI =1=O, então U ~ ~3 ou U ~ ~4 (cálculos fáceis). Ora, como ad (e1)
induz uma derivação do ideal U, vemos que a álgebra de Lie fi já foi completa-
mente estudada no caso I do caso unimodular.

Se IBI = O, então, como tr B = O, existe base (y, z) de Dg tal que [v, y] =
z, [v, z] = o. Neste caso U é isomorfa a ~5. Temos a álgebra de Lie g15 dada
por (x = e1)

[v, x] = O

[x,y] = y
[v,y] = z
[x,z] = z

[v,z] =0

[y,z] = o.
Grupo de Lie associado a g15: Uma vez que a representação adjunta é

fiel, consegue-se arranjar um subgrupo de Lie de G L4 com álgebra de Lie g 15
pela exponencial e. O grupo é simplesmente conexo.

Note-se que g 15 não é isomorfo a g 3 ou a g 4 porque os respectivos núcleos
unimodulares tambem não o são (cf.final do §1.5.1).
Caso 1.2. cP = o.

De (4.20) vem Z(g) =< u > porque c = d = b = O e a é qualquer. Assim
fl16 = f) EI1Z(g) ~ f) x R.

Grupo de Lie associado a g16: G = H EI1~ onde H é o grupo de Lie
associado a ~. Esta é determinada pelo lema 3 do §2.1 e pela matriz A = L,
Caso lI.1. A =1=l e IAI =1=o.

Como o determinante de A é um invariante completo para ~, podemos supôr
que
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onde -, = IAI. Do sistema (4.19) da p.75 vem

{
-62 + 263 + 63 = O
,63 = 62

Então

[
O O O 1q; = 62 Ç22 ,63

63 63 62 - 263
e, como se vê, 8f) tem dimensão 4. adf) (f)) tem dimensão 3. Já se sabe que

podemos logo supôr q; exterior. Escrevendo as matrizes das aplicações adf) (e.),
rapidamente se conclui que ficamos reduzidos a estudar

[
O O O 1q; = O 62 O .

O O 62

Dividindo u por 62 e tratando o resultado por u, temos

[u,ell = O

[el' e2l = 2e2 + e3
[u,e2l = e2

[el, e3l = ,e2
lu, e3l = e3
[e2' e3l = o.

Então < {u, e2, e3} > é um ideal não unimodular que corresponde ao caso A = I,
Ora, este já foi estudado atrás (caso I.1).

Se 62 = O, então, das equações para Z(g) sai b = c = d = O e a qualquer,
ou seja, Z(g) =< u ». Daqui Resulta a álgebra de Lie g17= f) x R.

Grupo de Lie associado a g17: G = H EB]Ronde H é o grupo de
Lie associado a f) - f) é determinada pelo lema 3 do §2.1 e pela matriz

A = U 6] (r # O).
Caso 11.2. IAI = o.

Podemos logo tomar

A=[~~].
Das equações (4.19) vem 63 = 62 = O.

adf) (ei) = [g ~ g 1 adf) (ea) = [ ~2 g g 1
As derivações de f)

----------- -
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geram um suplementar algébrico de ad~ (~) em â~. Considerando a derivação
exterior 4J = 634Jl + 634JZ temos, de (4.20),

{
b=C=O
d63 = O

Se 4J = 0, então a,d são quaisquer e Z(g) =< {u,e3} >. Temos [el,ezJ = 2ez
e 9 ::: lRz x f onde f é uma álgebra de Lie não abeliana de dimensão 2.

Grupo de Lie associado a g18: lRzEI1GA(lR).
Agora, se 63 -=I O e 63 = O, das equações de Z(g) vem que a = O e d é

qualquer, resultando Z(g) =< e3 >. Para 9 vem

Faça-se a transformação el ---> 3' e3 ---> ~e3' Chegámos à álgebra de Lie g19:

lu, ezJ = O

Note-se que 9 10 'f:. 9 19 porque esta última não é nilpotente.
Grupo de Lie associado a g19: ?
Finalmente, se 63 -=I O. Deduz-se Z(g) = O. Fazendo a transformação de

variáveis

vem

[u,elJ = O

fel, ezJ = 2ez
[u,ezJ = O

[el,e3J = O
lu, e3J = 63e3
fez, e3J = O.

< {u, e3} > e < {el, ez} > são dois ideais não comutativos de g. Mas 9
f x f = g4 já se viu.
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Apêndice B
ASSINATURA DA FORMA DE KILLING DE UMA ÁLGEBRA DE LIE SEMISIMPLES

Uma álgebra de Lie é semisimples sse B é não degenerada. Qual a sua assinatura
? Só sabemos, até aqui, que B é definida negativa sse a álgebra de Lie é compacta
(cf.proposição 5 do §1.4). O que se vai ver a seguir arruma o assunto de vez.
Toda a teoria encontra-se em [OV,UI].

Seja P = {A E g[n : AT = A, tr A = O}. Notemos e = .50n. Como é bem
sabido (cp.lema 4 de §1.6),

.5[n = e EB P

Não é difícil perceber que, se AI, A2 E P ~ [A!, A2] E e. Isto permite mostrar
que .5 [n = 9 verifica:

(1) A transformação 8:x + y 1-+ X - Y (x E e, y E P) é um automorfismo de g.
(2) A forma bilinear be(u,v) = -B(u,8v) é definida positiva em g.

Reparando que 82 = Id, vem be simétrica. Geralmente, uma decomposição
de uma álgebra de Lie semisimples

(5.21 )

que verifique (1) e (2) para certos subespaços vectoriais e e P, diz-se uma
decomposição de Costosi. A P chamamos um subespaço de Cortam.

Suponhamos então que estamos nestas condições para 9 semisimples qual-
quer. Fácilmente se prova a equivalência entre (1),(2) e (1'), (2') abaixo.

(1') [e,e] C e; [e,p] C P; [P,P] C e.
(2') B é definida negativa em e e definida positiva em P.

Ainda que B não seja a forma de Killing de e (esta não é um ideal, a menos
que e=g), utilizando-a do mesmo modo que na proposição 5 do §1.4, prova-se
que e é semisimples compacta. Prova-se tambem que e é maximal compacta
emg.

De (1'), (2') sai
p=e·

(ortogonal relativo a B).

Teorema 4 Qualquer álgebra de Lie semisimples 9 admite uma decomposição
de Corton. Todas as decomposições de Oartan de 9 são conjugadas por auto-
morfismos interiores, isto é, por elementos de Intg = (Autg)O (cf.[V,Teorema
3.10.8J).

(De forma geral, chamam-se automorfismos interiores aos elementos do grupo
de Lie Ad (H) C Aut (~), adjunto de um grupo de Lie H conexo com álgebra
de Lie ~.)
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Por 'conjugada' quer-se dizer que 'respeita a decomposição de Cartan'. Isto
é verdade mais geralmente para isomorfismos entre álgebras de Lie semisimples
(ver lema 4, §1.4, p.31).

Já sabemos a assinatura de B, mas o estudo é muito interessante ...
Outro exemplo. Seja U uma forma real compacta (existe sempre!) de uma

álgebra de Lie complexa semisimples J com estrutura complexa J.

J~ = U EB Ju

é uma decomposição de Cartan da álgebra de Lie real J~ que J induz.
(Questão: quais as propriedades da métrica Riemanniana invariante à es-

querda induzida por bo num grupo de Lie semisimples?)
Considerando 9 como um espaço Euclideano com produto interno bo, temos

o seguinte resultado (comparar com o exemplo introdutório).

Proposição 5 Para todo o x Eg, tem-se ad (Bx) = -ad (z)". Em particular,
ad (x) é (resp. anti-)autoadjunta sse (resp. x E e) x E P.

ad (x)* é a adjunta de ad (x) (cf. §1.6, lema 4).
Prova-se rápidamente que a decomposição de Cartan de uma soma 9

EBigi (i = 1, ... , s) de ideais simples gi = ei EBPi é

onde

Lembremos que uma representação p: 9 ----> 9 ((V) de uma álgebra de Lie 9 se
diz irredutível se O e V são os únicos subespaços invariantes. Um subespaço
U C V diz-se invariante para p se p(x)(U) C U, \;Ix E g.

Notemos agora que a inclusão [e, P] C P e a representação adjunta de 9
induzem uma representaçãode e em P. Denotamo-la p:e ----> g((P).

Proposição 6 Se 9 é simples, então p é irredutível e e é uma subálgebra
maximal de P.

Encontrámos ainda um importante resultado que relaciona um grupo semisim-
ples com a decomposição de Cartan da sua álgebra de Lie. A demonstração
envolve outros conhecimentos que estão para além da teoria que temos vindo a
mostrar.

Teorema 7 Seja G um grupo de Lie semisimples e suponhamos que é conhecida
uma decomposição de Cartan (5.21) da sua álgebra de Lie. Notemos

K = {g E G: Adg E O(g)} P = expP.
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Então G = K P e todo o elemento 9 E G escreve-se de forma única como
9 = kp, onde k E K, p E P. A aplicação

<p:KxP~ G
(k,y) 1-+ kexp(y)

é um difeomorfismo. A aplicação e: kp 1-+ kp-l é um automorfismo de G tal
que de = ().

Note-se que O(g) do Teorema se refere ao espaço Euclideano (g,bo). G = KP
chama-se uma decomposição de Cartan do grupo de Lie G.

Vamos agora ver mais um exemplo desta teoria, que foi o que nos levou a
estudá-la.

Proposição 8 9 = .5 O 1,3 é simples e tem uma decomposição de Cartan e EB P
com e ~ .503. A forma de Killing de 9 tem assinatura (-, -, -, +, +, +).

Em particular, qualquer subálgebra de Lie de 9 tem, no máximo, dimensão
3.

Demonstração. Resolvendo o sistema de equações XT h,3 = - h,3X vê-se logo
que

[! O O 0] U
1 O 0] [l

O 1 0] [! O Olei =
Ei

VI = O V2= O V3= O

formam uma base de g, onde i=1,2,3, EiE.503são

[ ~1

1 ~l [ ~1

O ~lE3 = [~ O O 1EI= O E2 = O O -1 .
O O . O -1 O

Pondo e =< eI, ez, e3 >, P =< VI, VZ, v3 > e fazendo as contas da estrutura de
g, vemos que ela satisfaz (1') acima e que, na base f3 = (el, ez, e3, VI, Vz, V3),

onde (-1)i+1A4_i = B, = E; e Cj,Dj, i,j = 1,2,3 são outras matrizes (cheias
de O's!). Temos

e daqui sai que a base f3 é ortogonal e

como era de suspeitar já que .5 O 3 é compacta. Provámos (2') e que a assinatura
da forma de Killing B é a indicada no enunciado.



Apêndice B 82

Vejamos que 9 é simples, pelo que se concluirá a última frase atravez da
proposição 6.

Ora, supondo

onde as L estão entre as únicas álgebras de Lie simples de dimensão 3 .5U2 ~ .503
e .5 [2, e lembrando que:
· a forma de Killing de .5 [2 tem assinatura (-, +, +);
· a f.K. de fI x f2 é igual a BI x B2 tB, é a f.K. de fi);
· um isomorfismo de álgebras de Lie semisimples é uma isometria para as f.K.,
temos um absurdo. A assinatura de B só poderia ser (2,4), (6,0) ou (4,2).

Vamos continuar a estudar as álgebras de Lie semisimples .50pq com p+q =
4. O próximo resultado foi usado no §2.2, tal como o anterior.

Demonstração. Seja (el, e2, e3, e4) uma base ortonormada do espaço semi-
Euclideano ~~ de assinatura (-, -, +, +). A matriz de métrica relativa à base

2

é

[:o~ :} 1
Podemos então aproveitar todo o estudo das álgebras semisimples DI de [V,p.297
a 299], adaptando-o ao caso real, para concluir o riosso resultado (cf.[V,p.299]).

Por curiosidade provamos o seguinte.

Proposição 10 SU2 x SU2 é um espaço de cobertura de S04.
Em particular, .504 ~ .5U2 X .5U2.

Demonstração. Vamos aqui seguir, tomando conta dos pormenores, a técnica in-
dicada em [OV,I,p.25], onde encontrámos este resultado. Considere-se o espaço
vectorial V sobre ~ das matrizes do tipo

x = [ u_ ~]-v u

(u, v E q e a aplicação R: SU2 X SU2 -> GL(V) definida por
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Vejamos que está bem definida. Os elementos de SU2 escrevem-se como os de V
mas com a condição suplementar de lul2+lvl2 = 1 (fazer contas ou ver [V,p.66]).
Os cálculos mostram então que a matriz AXB-1 E V. É trivial verificar que
RA,B é um isomorfismo linear de V, estando assim R bem definida.

Tambem é fácil ver que R é um homomorfismo de grupos de Lie, uma rep-
resentação, portanto, de SU2 x SU2 em V, e que

Sem esforço encontramos tambem que det satisfaz a identidade do paralelo-
gramo

det(X + Y) + det(X - Y) = 2(detX + detY)

e a desigualdade det(X) ;::: O com igualdade sse X = o. Da teoria das for-
mas quadráticas sabemos que se pode definir um produto interno <I>(definida
positiva) sobre V

1
<I>(X, Y) = 2 (det(X + Y) - detX - detY).

Imediatamente se verifica ser RA,B ortogonal para este produto interno, VA, B E
SU2, i.e., Im R C O(V).

Agora, ker R é um subgrupo normal e fechado de SU2 x SU2, logo, um
subgrupo de Lie normal ([V,Teorema 2.12.6]). Por [V,Teorema 2.13.4], ker R
tem álgebra de Lie tangente um ideal de 5U2 x 5U2. Por [V,Lemma 3.18.4],
(ker R)O só pode ser um dos

1 x 1.

É fácil ver que não pode ser qualquer um dos três primeiros. ker R é então um
subgrupo de Lie discreto e da igualdade

([V,Teorema 2.7.3]) vem que R e o seu domínio formam um espaço de cobertura
de (ImR)o. De forma geral nota-se SO(V) = O(V)O = (ImR)o. Fixada uma
base de V, podemos identificar SO(V) = SO(4,lR).

dR dá o isomorfismo de álgebras de Lie enunciado.
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ERRATA

Na página 13 cortar o texto que começa na linha 8, a partir de "Isto é" , e
acaba no fim da linha 18.

Por lapso não foi impressa a definição de referencial ortonormado, que devia
ter aparecido na página 19.

Na página 72, linha 2, emendar: E = [~ -0
1

0
g ]. Mais abaixo, cortar

o texto da linha 4 ("nil ...") até à linha 15, aproveitando apenas a definição de
p: 910 --. 9[(910) e a linha 7.

Nos cabeçalhos das páginas 14, 25, 28, 37 e 56 fazer as emendas óbvias.

p. li. onde se lê deve-se ler
5 15 Foi nos Foi-nos
5 -9 i,j::; r < k,l, i,j::; r < k,l, i i=j, k i= l,
8 -9 ...+ <y, Y'x y> ...+ <y, Y'x z>
9 15 u e v de M u e v de P
10 1 prolongando-o um prolongando-o a um
14 1 F=df F=dfm
14 8 (cf. [W,corolário 2.3.14]) (cf.[W,lema 2.3.1])
18 -5 lisas planas
20 15 i,j > 1 1::; i,j::; n-l
22 -6 autoadjunta autoadjunta (ver p.49)
23 17 (iii) G é produto (iii) G é produto
24 5 G um grupo de Lie G um grupo de Lie de dimensão 2: 3
24 -9 E1E2 = E2E3 = 1 E1E2 = E2E3 = 1 ou E1E2 = E2E3 = -1
27 6 negativa como negativa ou nula como
27 17 menor é K menor é IKI
28 12 constroem constroiem
29 -13 <x, [y, z] >= - < [x, y], z» <x, [y, z] >=< [x, y], z>
32 16 álgebra de Lie 9 é uma álgebra de Lie 9

real ou complexa é uma
35 3 BC(SCy, x) BC(SCv, u)
36 16 subágebras subálgebras
40 -2 ideal ker 6. subgrupo normal ker 6.
44 7 H:; = {x E ]R~+l : H? - { ]Rn+l .8 - x E 8+1·

45 14 (.){k = O ou (.){K = O ou
45 18 (ver Teorema 2) (ver Teorema 2 do Capítulo 3)

1



p. li. onde se lê deve-se ler
46 -18 (a,ã E a, b,b E h) (a, ã E A, b, b E B)
47 -1 [8,X] [8, x] O'

48 19 §1.2, 13 §1.2, p.13
48 -9 assim construída, assim construída e independente-

mente do índice 8 da métrica,
50 -5 espaço vectorial V espaço vectorial V de dimensão 2: 3
50 -4 para todo o x E V para todo o x E V \ {O}
51 9 f.i =<ei, ei> f.i =<Ui, u;»
54 15 o grupo de Lie conexo H um grupo de Lie H, de

dimensão 3 e conexo,
56 tab e3 z
57 4 quer se quer-se
58 -11 ( - f) x B ou 9 x (- B) (- f) x aB ou 9 x (-aB)
58 -10 onde i.s E 02~ onde a> O, i.s E 02~

59 4 seccao 1.3.1, p.1.3.1 secção 1.3.1, p.21
59 20 95 ou a 96 95,96 ou a 910
59 -8 ad (b) é anti-autodjunta. ad (b) é anti-autoadjunta, \lb E b.
59 -5 a partir de (ii) a partir de (i)
60 4 (8) O) (82:0)
63 -8 \lu, v E 9 \lu,v E n
68 17 componente conexa de e componente conexa de I
68 -12 componente conexa de e componente conexa de I
72 -13 lu, x] = õx, lu, y] = -8y [u,x] = ÀX, [u,y] = -Ày
72 -12 u por * ...supôr 8 = 1 u por * ...supôr À = 1

76 -1 A=[~ z] A=[~ ~]
79 3 sua assinatura ? assinatura de B ?
80 -8 maximal de P maximal de 9
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