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ii

O presente trabalho resulta do estudo iniciado em 5 de Margo de 1996, com
vista a apresentagdo de uma tese de Mestrado.

J.Milnor apresentou em [M] diversos resultados relativos & curvatura de
Gauss de uma métrica Riemanniana invariante & esquerda sobre um grupo de
Lie. Em especial, ele deduziu muitas particularidades do caso em que o grupo
de Lie tem dimenséo 3. Este trabalho tem vindo a inspirar, desde hé vinte anos,
novos estudos sobre matérias com ele relacionadas. Ainda muito recentemente,
em [CorPar|, encontramos um estudo da curvatura Lorentziana em dimensao 3
que utiliza os mesmos métodos de [M].

Fomos orientados no inicio da feitura deste trabalho, e foi o que sempre
nos animou, para crescer em duas direcges relativamente a [M]. Uma, a pas-
sagem ao estudo das métricas invariantes a esquerda nio apenas Riemannianas
ou Lorentzianas. E o assunto ao qual é devotado o Capitulo 1. Outra, a inves-
tigagao da curvatura das métricas de assinatura (—, —, +,+) em grupos de Lie
de dimensao 4. O que se conseguiu estd no Capitulo 2.

Essencialmente, em [Nom| generalizou-se um dos resultados de [M] as es-
truturas Lorentzianas. E o chamado “exemplo especial”. No nosso Capitulo
3 extendemos aqueles trabalhos a qualquer métrica invariante & esquerda e o
Teorema principal a que se chegou, apds sucessivas melhorias, acabou por ficar
com uma demonstra¢do muito mais simples do que a inicial, que apenas dizia
respeito ao caso da métrica de Lorentz (cf.[Nom]).

A dimensao 4 e o “exemplo especial” trouxeram-nos numerosos resultados
directa ou indirectamente. Nao é sem orgulho e a0 mesmo tempo sem nos lamen-
tarmos, que afirmamos que resistimos a tentacdo de ‘passar para o papel’ as
demonstragées dos resultados verdadeiramente bonitos da Teoria ja conhecida,
a fim de que o leitor nos reservasse toda a atengdo.

Suposemos o absurdo de o leitor, por um lado, ser um perito em Grupos
de Lie e Geometria Diferencial, e por outro, desconhecer completamente a Ge-
ometria semi-Riemanniana. Foi a forma de nos obrigarmos, a nés préprios, a
aprofundar o estudo da Geometria semi-Riemanniana.

Por tltimo, queremos deixar aqui um forte agradecimento a Professora Isabel
Salavessa, que nos orientou e muito tem ajudado.

A sua sabedoria, o seu empenho, motivagido e confianga sdo para nés um
exemplo a seguir.

Lisboa, 31 de Dezembro de 1996.




Notacao

Os espacos vectoriais deste trabalho sdo todos reais ou complexos de dimensao
finita. Na falta de indica¢do explicita, sdo reais, o mesmo se passando com
variedades, grupos ou algebras de Lie, aplicagGes lineares, etc. O expoente ©
junto de espagos vectoriais, de aplicagoes multilineares ou algebras significa o
respectivo complexificado. Por uma base de um espago vectorial entendemos
um sistema ordenado de vectores que forme uma base. T e tr denotam, re-
spectivamente, a transposta e o trago de uma matriz. det = |- | denota o
determinante de uma matriz ou aplicagdo (fixada uma base). X representa o
produto cartesiano e @ tanto a soma como o produto directos (de grupos ou
espagos vectoriais).

No contexto das 4lgebras de Lie, R"™ denota uma 4lgebra de Lie abeliana de
dimensao n.

Os grupos de Lie deste trabalho tém, como em [V], estrutura de variedade
analitica. J4 se sabe que de uma estrutura real de classe C° se pode ter outra
até ao grau de analitica, compativel com a primeira.

Adoptamos as seguintes notagdes usuais:

f« = df - derivada da funcao f;

e - elemento identidade de um grupo;

Ly, R, - translacgoes, respectivamente, esquerda e direita de um grupo por
multiplicagdo de um elemento g;

G° - componente conexa de e num grupo de Lie G;

G - espaco de cobertura universal de um grupo de Lie G;

Ad - representacgao adjunta de um grupo de Lie;

Z(g) - centro de uma algebra de Lie g;

Dg =g’ = [g,g] - subélgebra de Lie derivada de g;

Aut (+) - grupo de Lie (!) dos automorfismos de um grupo de Lie ou de uma
slgebra de Lie;

ad - representagdo adjunta de uma algebra de Lie;

B - forma de Killing de uma &lgebra de Lie;

0g =Derg - algebra de Lie das derivagGes de uma algebra de Lie g;

exp - aplicagdo exponencial de um grupo de Lie ou de uma variedade com
conexao;

T - niimeros complexos de médulo 1 (toro);

GL(V) - grupo dos isomorfismos lineares de um espago vectorial V;

gl(V) - lgebra de Lie dos endomorfismos de um espaco vectorial V.

Seja K o corpo R ou C.

I, = I - matriz identidade;

GL(n, K) - grupo das matrizes invertiveis de ordem n sobre K;

GL} = GL(n,R)Y



SL(n, K) - subgrupo de GL(n, K) das matrizes de determinante 1;

Sejam Ipq=<_0I” 21) e Fz(_(}m I(,),,)

O(p,q,R) = {A€ GL(p+q,R) : ATI,;A = I,;} - grupo (pseudo)ortogonal;

U(p,q,C) ={A € GL(p+q,C): ATI,;A = I,,;} - grupo (pseudo)unitério;

Sp(m,K) = {A€ GL(2m,K) : ATFA = F} - grupo simpléctico;

50(p,q,R) = O(p,q,R) N SL(p + ¢,R);

SU(p,q,C) =U(p,q,C) N SL(p + ¢,C);

Sp(m) = Sp(m,C) N U(2m,C);

0(0,n,R) = O, - grupo ortogonal;

U, = U(0,n,C) - grupo unitério;

Quando estiver subentendido qual o corpo K falaremos simplesmente de
GL,, SLy, Opg, ...

Como é sabido, estes grupos possuem uma estrutura de grupo de Lie real
e é essa que se considera se nao se disser nada em contrario. Notamos as suas
algebras de Lie, respectivamente, por gl(n, K), sl(n,K), 0(p,q,R), ..., com as
correspondentes abreviaturas no caso em que ja se sabe qual o corpo K.




1 Resultados Gerais

1.1 Produtos Escalares

Dado um espago vectorial real V' de dimensao finita n chamamos produto escalar
a uma forma bilinear < , > simétrica ndo degenerada nele definida. Notaremos
indiferentemente estas aplicacées de V xV em R por <, > ou g. A condigao de
simetria é suficiente para que uma forma bilinear se possa escrever, para certa
base (v;)1<i<n de V, como a matriz

-I; 0 O
<v;,v;>) = 0 I. 0 t,7 € N).
j
0 0 O

A demonstragao, por inducdo em n, é quase imediata. Supondo logo g uma
aplicacao bilinear real simétrica nao nula, se a dimensdo n de V é 1, tomando
v €V tal que g(v,v) #0, v1 =v/4/] <v,v > | é a base pretendida. Se n > 1,
supondo valida aquela afirmacdo para n—1, sejam v,v’ dois vectores de V nao
nulos tais que <v,v'># 0. E trivial verificar que v ou v’ ou v + v’ verificam
a equagdo <z,z># 0. Podemos entdo supér que <v,v># 0 e mesmo que
<wv,u>= +1. N = ker <v,-> é um subespago de V' de dimensdo n — 1 e
agora, usando a hipdtese de indugao sobre N, ja se estd a ver como termina a
demonstragao.

Um vector ndo nulo v € V diz-se positivo, negativo ou nulo se verificar,
respectivamente, g(v,v) >0, <0 ou = 0. Tambem se usam os termos, res-
pectivamente, tipo espaco, tipo tempo e tipo luz. Dizemos que um vector v
é wunitdrio se g(v,v) = +1. Dois vectores u,v € V dizem-se ortogonais se
verificarem <u,v>= 0. Mais geralmente, dois subconjuntos A e B de V dizem-
se ortogonais, e denota-se A L B, se todo o vector de A é ortogonal a todo o
vector de B. Uma base (e;)1<i<n de V diz-se ortogonal se, para todo o i # j,
g (e’i7 6_-,') =0.

Os nimeros naturais t e r da matriz acima sao invariantes da forma bilinear
g, isto é, dada outra base ortogonal (e;)1<i<n de V, é igual a ¢t o ndimero de
vectores e; negativos, igual a r o de positivos e igual a n —t — r o de nulos.
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Chama-se a este facto ”Lei da Inércia de Sylvester”. Vejamos. Reordenando
e ‘normalizando’ a base (e;) podemos jé supdr que a matriz G’ = (<e;, e;>)
é igual a

-I;, 0 O
0 L. 0 (', e N).
0 0 O

Notando P a matriz de mudanga de base e G a primeira matriz, tem-se, por
bilinearidade, PTG'P = G, donde rk(G') = r1k(G), ou seja, t +r =t +7'. Em
seguida supomos 7’ > r. Tomando

/
F=<vla"'yvtavt-{-r-}—l"--,vn> e F =< €t/ 41y ey Ctl gt >,

temos dimF = n—r e dimF’ = r'. De dim(F + F') + dim(F N F') =
dmF +dimF' =n+7r"—r >n, vem FNF' #0. Mas se um vector nao nulo
estd em F, ele é ndo negativo, enquanto se estd em F’, ele é negativo. Logo
FNF' =0. Supondo 7 > 7’ chegamos a um absurdo parecido, donde r =71’ e
t = t’ c.q.d. Ao niimero t chamamos ndice de g.

Quando g é um produto escalar, o que consideraremos sempre daqui em
diante, a condicdo de ser ndo degenerado, isto é, para todo o vector v # 0 existe
um vector u tal que <u,v>7# 0, pode-se traduzir como v L V & v = 0.
E tambem equivalente a ¢ +7 = n, ou ainda, & matriz de g em qualquer base
(igual a PTGP para alguma P invertivel) ser nao singular. Uma base (e;)1<i<n
de V diz-se ortonormada se <e;, e;>= %4;;.

Falamos agora na assinatura de g como sendo o seu indice, que tambem se
costuma notar (¢,n —t) ou (—,...,—,+,...,+), onde t é o niimero de —, ou
melhor, o nimero de vectores negativos numa base ortonormada. A um produto
escalar de assinatura (n,0) ou (0,n) chamamos produto interno e dizemos que
g é definida negativa no primeiro caso, definida positiva no segundo. Se nenhum
destes casos se da, o produto escalar diz-se indefinido . Como exemplo daquilo
que temos vindo a dizer, temos R™ com produto escalar b dado nas coordenadas

candnicas por
14 n
b(z,y) = - Z-Tiyi + Z TiYi,
i=1 i=p+1

e que se costuma notar R;. A Rg, RT e Ry (p > 2) chamamos, respectivamente,
espaco Fuclideano, espagco de Minkowski e espago semi-Euclideano.

Se F é um subespaco de V, notamos F* o subespaco (!) dos vectores que
lhe séo ortogonais. Temos que F+ L F e dim F*+ + dim F = n, mas néo por
regra, F+ + F = V. Pode-se dar o caso de g|FxF, que denotamos por gr, ser
nao degenerada e, ai, ja se tem aquela soma directa, gz nao degenerada e g de
assinatura igual & soma (em Zz) das assinaturas de gr e gr.. Reciprocamente,
cada uma destas trés condi¢des implica gr ser ndo degenerada. Tambem se
diz que F' é um subespago ndo degenerado. Tudo isto é facil de demonstrar e
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mais resultados, particulares do Espaco de Minkowski, podem ser consultados
em [BO].

Seja W outro espago vectorial real com produto escalar e T:V — W um
operador linear nao nulo que verifique <T"z, T y>=<z, y> para todos os vectores
z,y € V. T é injectivo. Se T é sobrejectivo, isto é, se dimV = dim W,
T chama-se uma isometria. Uma isometria transforma bases ortonormadas em
bases ortonormadas. Entre V' e W existe uma isometria sse V e W tém a mesma
dimensao e os seus produtos escalares tém o mesmo indice.

Continuando a notar W outro espaco vectorial munido de um produto escalar
h, podemos associar a V x W um produto escalar, que se denota g x h, e que
no par ((v1,w), (v2,wz2)) vale g(vi,v2) + h(wi,ws2). Voltando ao caso em que
F é um subespacgo de V e gr é ndo degenerada, mostra-se a existéncia de uma
isometria entre os ‘pares’ (V,g) e (F x F*,gr X gp1).

Em [BEE] encontramos o seguinte resultado com uma demonstragdo com-
plicadissima. Foi nos comunicada outra mais simples.

Lema 1 SejaV um espaco vectorial real com dois produtos escalares indefinidos
g e h. Se estes tém os mesmos vectores nulos, isto € g(v,v) = 0 sse h(v,v) =
0,Yv € V, entdo existe A real ndo nulo tal que g = Ah. Em particular, g e h
ou g e —h tém a mesma assinatura.

Demonstracao. Seja (e1,...,€r,€r41,...,€,) uma base g-ortonormada (r >
1) com ey,...,e, g-negativos e os restantes vectores eryi,...,e, g-positivos.
Verificando que, para i <71 <k,

gle; teg,e; T ex) = glei,e;) = 2g(es,ex) + glex,ex) =1 —1=0,

deduz-se, pelas mesmas contas para h, que h(e;, ex) =0, h(e;,e;) = —h(ek,ex).
Seja A = h(er+1,€r41). Tem-se

h(e;,e;) = =\ parai <, h(ex,ex) =X\ parak >r.
Agora, para i,j <7 < k,I,
glei +ej + V2, ei+ €5+ V2e) = -1-1+2=0
e daqui vem
0 = h(e; + ej + V2ex, e + e + V2ex) = =\ + 2X — A + 2h(e;, €;).

De modo anélogo se prova que h(eg,e;) = 0 e isto é suficiente para afirmar que
g = Ah.

Suponhamos que V tem assinatura (p,q). O subgrupo de GL(V) dos auto-
morfismos que sdo isometrias tem uma estrutura natural de subgrupo de Lie de
GL(V). E a que vem da estrutura de grupo de Lie de O,, pelo isomorfismo de
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grupos que, fixada uma base, a cada aplicagdo associa a sua matriz — ortogo-
nal. A subélgebra de Lie de gl(V) associada é o conjunto dos endomorfismos
anti-autoadjuntos, isto é, L:V — V tal que

<Lz,y>=— <z,Ly>

para todos os vectores z,y € V. Tambem este grupo toma a denominagao de
ortogonal e nota-se O(V'). A sua algebra, 0 (V).

Ao plano Euclideano e ao plano de Minkowski estao associados dois grupos
de Lie. E(2) e E(1,1), de dimens&o 3, que se chamam os grupos dos movimentos
rigidos desses planos, consistem na unido do grupo ortogonal de R? ou de R2,
as rotacdes, com as translacces de R%. A operagdo do grupo é a composigao.
Veremos no §1.6 que tais unides sdo isomorfas ao produto semi-directo de R?
com O; ou Oy, donde lhes vem a estrutura de Lie. As suas algebras de Lie
denotam-se, respectivamente, por €3 e €y 1.

Idénticas construgdes se fazem para R7.

1.2 Conexao de Levi-Civita e Curvaturas semi-
Riemannianas

Vamos fazer uma abordagem rapida a teoria das variedades semi-Riemannianas,
tocando apenas nos assuntos que pretendemos aplicar aos grupos de Lie. Uma
variedade diferencidvel’ M de dimensdo n diz-se semi-Riemanniana ou Pseudo-
Riemanniana se possuir um campo tensorial real simétrico global e diferencidvel
g tal que, em cada ponto m € M, g,, é ndo degenerada e tem sempre o mesmo
indice. Ao par (M, g) ou a g chamamos Estrutura semi-Riemanniana.

Podemos falar no #ndice ou na assinatura de M ou g como sendo o indice
ou a assinatura de qualquer g¢,,. A g déa-se o nome de tensor da métrica ou
simplesmente métrica. Se o indice for 0 a variedade diz-se Riemanniana ou
de Riemann e a métrica definida positiva ou Riemanniana. Se o indice for
n, (M,—g) é uma variedade Riemanniana e g diz-se definida negativa. Se o
indice nao for algum destes dois, entdo a métrica diz-se indefinida ou semi-
Riemanniana. No caso em que o indice é 1, (M, g) diz-se Lorentziana ou uma
variedade de Lorentz.

Um difeomorfismo f:M — N entre duas variedades semi-Riemannianas diz-
se uma isometria se a sua derivada, em cada ponto m € M, for uma isometria
de T;,, M sobre Tm)N. A existir tal aplicagdo, M e N dizem-se isométricas.

Teorema 1 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n > 3 munida
de duas estruturas semi-Riemannianas g e h. Suponhamos que para quais-

lcom ‘diferencidvel’ queremos dizer ‘de classe C*®’. Podiamos, quando a variedade em

causa fosse um grupo de Lie, restringir-mo-nos ao caso ‘analitico’, que tudo funcionaria bem.
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quer m € M, v € T, M se tem gm(v,v) = 0 sse hm(v,v) = 0. Entéo eziste
A:M — RT diferencidvel tal que h = Ag.

Isto é consequéncia imediata do lema 1 do §1.1 e de se poder tomar, numa, vizin-
hanca de cada ponto de M, um campo vectorial diferencidvel X em 7'M tal que
h(X,X) = Ag(X, X) nunca se anule, permitindo mostrar a diferenciabilidade
de A.

Ao contririo do caso Riemanniano (cf.[KN,I]), uma variedade diferencidvel
ndo possui, de forma geral, qualquer maquinaria que a torne numa variedade
semi-Riemanniana com métrica indefinida. No caso dos grupos de Lie essa
maquinaria existe. Seja G um grupo de Lie e denotemos g a algebra de Lie dos
campos vectoriais invariantes a esquerda. As translacgGes esquerdas

L,:G— G, Lyg' =gq (9,9' €G)

e um dado produto escalar <, >g, num espago tangente T, G permitem-nos
definir uma métrica sobre G, a saber, a que faz todos os difeomorfismos L,
serem isometrias. Temos entao, para todo o g € G, u,v € Ty, G,

<Lg,,, 74 W A Ls (V) >ggo=<1, U>g,

e esta mesma igualdade no ponto g, ! permite supér, s.p.g., que o produto
escalar havia sido dado em 7.G ou em @, em virtude do isomorfismo candnico
que existe entre estes dois espagos. Vejamos que <, > é de facto uma estrutura
semi-Riemanniana. Pelo que se sabe de uma isometria, é verdade que <, >, é
nao degenerada e o indice é o mesmo qualquer que sejao g € G. Seja X1,...,X,
um campo de referenciais invariante a esquerda, logo, global e analitico. Dados
campos vectoriais U,V € CF(T'G), onde 2 é um aberto de G, existem funcdes
fl, S ,fn, hl, S ¥ h, € C&o(R) tais que U= Z?:l fiXi, V= Z?:l hiXi. Entao

<OV >=) " fih; <X;, X;>=_ fihy <Xi,, X;,>.
i, i,j
é claramente C*°. Isto basta, como é sabido, para mostrar que < , > é um
tensor simétrico diferencidvel global.

A estrutura semi-Riemanniana num grupo de Lie construida aqui acima
damos o nome de estrutura semi-Riemanniana invariante a esquerda induzida
pelo produto escalar de TG ou mais simplesmente estrutura semi-Riemanniana
induzida invariante d esquerda. Chamamos tambem induzide & métrica desta
estrutura. Anélogamente, com as translacgbes direitas, pode-se definir uma
estrutura semi-Riemanniana induzida invariante & direita. Como exemplo

temos os espagos IR;, que significam o grupo de Lie R™ com fibrado tangente
TR™ = R™ X Ry.
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Na linguagem dos campos tensoriais, uma métrica induzida satisfaz
L%, »=€ ,> , YgeG. (1.1)

Geralmente, dada uma estrutura semi-Riemanniana num grupo de Lie, a
métrica diz-se invariante ¢ esquerda se satisfaz (1.1). Diz-se invariante a di-
reita se satisfaz (1.1) com R no lugar de L. Uma métrica diz-se bi-invariante
se for invariante & esquerda e invariante a direita. Claro que uma métrica in-
duzida invariante & esquerda (resp. direita) é, no sentido desta tltima definicao,
invariante & esquerda (resp. direita). Por sua vez, toda a métrica invariante &
esquerda (resp. direita) <, > é induzida pelo produto escalar < , >, restri¢do
de <, >aT.G.

Até ao fim deste trabalho ocupamo-nos das métricas invariantes a esquerda,
quando ndo das bi-invariantes. Como vimos, basta pensar em produtos escalares
definidos em g. Fique entretanto claro que todo o resultado respeitante aquelas
métricas tem um analogo para as invariantes a direita.

Voltando a teoria das variedades semi-Riemannianas encontramos ai o se-
guinte " Teorema Fundamental da Geometria Riemanniana”: Sobre uma varie-
dade M com estrutura semi-Riemanniana < , > existe uma e uma sé conexao
em T'M de torsao nula e métrica paralela.

Estas duas tltimas condigbes relativas & conexao V traduzem-se, como se
sabe, para todos os campos vectoriais? diferenciaveis z,,z sobre M, por

Vey— Vyz = [z,y],
e por a métrica ser um campo tensorial paralelo do fibrado ®*TM,
T<y,z2>=<Vyy,z>+ <y, Vo y>.
Chama-se conexdo de Levi-Civita a V. Esta é dada pela formula de Koszul

2< V2> = <y, 2> +y<z,> —z<x,y>
+ <[z, y], 2> — <[y, z],z> + <[z,z],¥> .

Lembremos que o campo tensorial curvatura de uma conexao é dado por
R(z,y)z = —Vp Vo 2+ Vy Vp 2+ Vg ) 2. (1.2)
Devido as igualdades

R(z,y)z + R(y,2)z + R(z,z)y = 0

2a partir de aqui, denotamo-los por letras miniisculas.
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<R(z,y)z,w>= — <R(z,y)w,z>= — <R(y,z)z, w>
<R(z,y)z,w>=<R(z,w)z,y>

(s6 a tltima depende das anteriores) que este tensor satisfaz (cf.[BO]), tem-
se que <R(z,y)z,y>=<R(y,z)y,z>. A funcdo real s(z,y) =<R(z,y)z,y>
damos o nome de fungdo curvatura (k é um tensor homogéneo de grau 4). k é
simétrica pelas igualdades acima.

Quando P é um plano ndo degenerado de T,,M, m € M, isto é, quando a
restricio da métrica a um plano P gerado por vectores u,v ¢é ndo degenerada,
entdo <u,u><v,v> — <u,v>2# 0. Podemos falar em planos tipo espaco ou
tipo tempo se aquele valor é, respectivamente, >0 ou <0 (cf.[BEE]). Define-se
entdo a funcdo curvatura seccional, em cada ponto de m € M e sobre os planos
nao degenerados de T, M dada por

K(P) = K(u,v) = <R(u,v)u,v>
o T <u,u><w, v> — <u, v>2

(1.3)

e de dominio o conjunto de todos estes planos. Facilmente se vé que K é inde-
pendente dos geradores u e v de M e diferencidvel se aplicada a dois campos
vectoriais diferencidveis ‘ndo degenerados’. Dizemos que M tem curvatura sec-
cional constante ou curvatura constante quando K é constante.

Tenha-se em conta o seguinte facto que nos ajudara a andar mais depressa.
Existem referenciais locais ortonormados em M. Dado m € M e uma base
ortonormada de T;, M, a translac¢do paralela, sendo uma isometria numa vizi-
nhanga de m por V<, >= 0, permite-nos construir o referencial desejado.

Temos agora, o tensor curvatura de Ricci de M que é a contracgdo de
<R(z,z)y,w> em z e w. Explicitamente, dados quaisquer campos vectoriais
z,y e um referencial (u;)1<i<n num aberto de M, tem-se

n
Ric(z,y) = Y g" <R(z,u)y, u;>
i,j=1

onde g & tal que ). ¢" <uj,up>= 6. Ric é simétrico j& que g9 = ¢7* e
<R(z,y)z,w>=<R(z,w)z,y>. Relativamente a um referencial ortonormado
(es)1<i<n, pondo €; =<e;,e;>, vem

Ric(z,y) = Z €; <R(z,e;)y,e>, (1.4)

i=1

o que nos mostra a férmula Ric(z,y) = tr (- — R(z,-)y). Uma variedade semi-
Riemanniana (M, g) diz-se de Finstein se existe uma constante A tal que Ric =
Ag. Ao tensor homogéneo de grau 2 r(z) = Ric(z,z) damos o nome de curvatura
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de Ricci. Se z for ndo nulo, prolongando-o um referencial (u;)1<i<n tal que
T = u1 e (u;)2<i<n é ortonormado e ortogonal a z, vé-se que

r(z) =<z,z> Y  K(z,u;). (1.5)
=2

Para finalizar, a contraccao do tensor curvatura de Ricci, dada ja num referencial
ortonormado (€;)1<i<n POT

S = ieir(ei) =Y " K(eie)) =2 K(eie;), (1.6)
1=1-

i#] i<j

onde <e;, e;>= €;, chamamos curvatura escalar. Note-se desde ja que K cons-
tante implica S constante, mas ndo r constante sobre os vectores unitarios, a
menos que K = 0 ou a métrica seja Riemanniana.

Observe-se tambem que uma variedade de dimensdo 1 tem curvatura nula e
que, numa. variedade de dimensédo 2, Ric(z,y) = %S g(z,y) como é facil provar
pelas contas. Assim, uma superficie é de Einstein sse tem curvatura seccional ou
escalar constante. Prova-se generalizando facilmente [KN,I,proposicao 2,p.293],
que uma variedade de dimensdo 3 é de Einstein sse tem curvatura seccional
constante.

Observagao. Alguns manuais, como [KN] ou [BEE], definem curvatura como
sendo —R e, depois, curvatura seccional como a nossa expressao — K, curvatura
de Ricci como a nossa expressdo —Ric e assim por diante. Ora, como —— d& +,
as defini¢oes de K, Ric, T e S coincidem com as nossas, ja que todas envolvem
R uma vez sé.

Apresentadas as matérias sobre as quais nos vamos debrugar quando as
aplicarmos aos grupos de Lie, ndo nos esquecamos que estao ainda associadas
a conexdo de Levi-Civita, como a qualquer conexdo, as curvas geodésicas, a
aplicacao exponencial, as nogdes de variedade completa, conexao induzida numa
subvariedade e subvariedade totalmente geodésica. As nossas referéncias sao
[BOJ, [KN] ou [W]. De futuro, teremos ainda necessidade da nocao de subvar-
iedade semi-Riemanniana.

Por subvariedade N de uma variedade M entendemos um subespago topolé-
gico N de M, variedade e com inclusdo ¢ de N em M (diferencidvel) tal que
di é injectiva. Dizemos entdo que N é uma subvariedade semi-Riemanniana de
(M, g) se a restricao de g a T, N é ndo degenerada qualquer que seja m € N.
Por unicidade, a conexdo de Levi-Civita de N coincide com a induzida da de
M.

Relembremos tambem que uma transformagao afim é uma aplicacao diferen-
cidvel f entre variedades diferencidveis munidas de conexdes lineares, tal que df
aplica campos vectoriais paralelos ao longo de uma curva ¢ em campos vectoriais
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paralelos ao longo da curva foo. As transformagoes afins aplicam geodésicas em
geodésicas logo verificam foexp = expodf. Como exemplo, temos as isometrias
entre variedades semi-Riemannianas (cf.[BO] ou generalize-se este resultado de
[KN,I,p.161] no caso Riemanniano ao caso semi-Riemanniano).

Apresentamos agora uma lista dos resultados gerais que conhecemos sobre
curvatura seccional no quadro geral das variedades semi-Riemannianas. Muitos
destes resultados nao chegarao a ser aplicados aos grupos de Lie semi-Riemann-
ianos. Fica aqui, no entanto, uma enumeracao que pode apoiar novos estudos.
A seguir a cada resultado vem uma referéncia bibliografica da demostragao.

e Se K=0em m € M entdo R =0 em m ([BOJ).

eSe F : T,,M* — R verifica F(z,y,u,v) = —F(y,z,u,v) =
F(u,v,z,y); F(z,y,2,u) + F(y,2,z,u) + F(z,z,y,u) = 0; K(u,v) =
F(u,v,u,v)/(< u,u >< v, > — < u,v>%), entdo < R(z,y)u,v >=
F(z,y,u,v), Vz,y,u,v € T,, M ([BO]).

e Se a curvatura seccional K é constante num ponto m de M, K,, = k,
entdo R(z,y)z = k(<z,z>y— <z,y>z) em m. Em particular, K = 0
implica R = 0 ([BOJ).

e Seja (M, g) uma variedade conexa de dimensdo n > 3. Se Vm € M, 3\,
real tal que Ric = \g sobre M, entdo A é constante e, por isso, M é uma
variedade de Einstein ([Besse], ex.cio de [BO]).

e (F.Schur) Se M é conexa, tem dimensdo n > 3 e K,, é constante, Ym € M,

entdo M tem curvatura seccional constante (W], mais ficil por ex.cio de
[BO)).

e (Hadamard) Seja M uma variedade Riemanniana completa, simplesmente
conexa e com curvatura seccional K < 0. Entao, para cada m € M, a
aplicagao exponencial exp,, : T M — M é um difeomorfismo ([BOJ).

e (Myers) Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n, completa e
conexa tal que, para uma certa constante ¢ > o, a curvatura de Ricci
r > c(n—1) > 0. Entdo M é compacta, w1 (M) é finito e o supremo das
distancias Riemannianas®, o didmetro de M, é < m//c ([BO)).

e (R.S.Kulkarni,1979) Seja M conexa, de dimensdo n > 3 e métrica in-
definida. Se a curvatura seccional é limitada superiormente ou limitada
inferiormente, entdo M tem curvatura constante ([Kul]).

3A distdncia Riemanniana é uma distancia (!) que a cada dois pontos de uma variedade
Riemanniana associa o infimo dos comprimentos das curvas (seccionalmente C°) que ligam
esses dois pontos. O comprimento de uma dessas curvas o é o somatério dos comprimentos
das suas partes C* o;. Estes sdo, por sua vez, f v <ol,0!>. M é entdo um espago metrisavel
com esta disténcia.
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e (L.Graves,K.Nomizu,1978) Seja M de dimenséo n > 3 e métrica indefinida.
1.Se < R(z,y)z,z >= 0 para z,y,z ortonormados em T,,M, m € M,
entdo a curvatura seccional é constante em m. 2.Se M satisfaz o ax-
ioma dos 7-planos ou o axioma das r-esferas (cf.[GraNom]) para algum
7,2 <r <n-—1, entdo M tem curvatura constante ([GraNom]).

e (M.Dajczer,K.Nomizu,1980) Seja M de dimensdo > 3 e métrica indefinida.
1.Se <R(z,y)z,z>= 0 sempre que {z,y} é um sistema ortonormado de
assinatura (—,+) e ortogonal a z, z,y,z € T,, M, entdo K é constante
em m. 2.Se todos os planos de assinatura (—,+) em T;, M tém a mesma
curvatura seccional, entdo K é constante em m. 3.Se <R(z,y)y,z>= 0
sobre todos os planos degenerados {z,y}, entdao a curvatura seccional é
constante em T,,, M ([DajNom]).

o (K.Nomizu,1983) Supondo que M de dimensdo > 3 e de assinatura (—, ...,
+,+,...) satisfaz uma das seguintes condicdes: (i) para cada z posi-
tivo em T,,M existe d € R : K(P) > d para todos os planos P nao
degenerados que contém z; (ii) para cada z positivo em T,,M, existe
d > 0:|K(P)| £ d para todos os planos P tipo espago contendo z. Entdo
M tem curvatura seccional constante em m. Em (i) pode-se substituir
K(P) > d por K(P) < d. Em (i7) pode-se substituir todos os planos
tipo espago por todos os planos tipo tempo (contendo z tipo tempo). Ha

ainda as variantes naturais para a estrutura semi-Riemanniana (M, —g)
([Nom2]).

e (J.Beem,P.Parker,1984) Seja M de dimensdo > 4 e métrica indefinida de
assinatura (—,—,...,+,+,...). Entdo a sua curvatura seccional é cons-
tante em m € M sse verifica uma das trés condigdes seguintes: (i) K
¢ limitada em planos de assinatura (—,+); (i¢) K é limitada em planos
de assinatura (+,+); (4i7) K é limitada em planos de assinatura (—,—)
([BeemPar]).

e (W .Killing,H.Hopf,J.Wolf) Classificacdo das formas espaciais, isto é, das
variedades semi-Riemannianas conexas completas e de curvatura seccional
constante. Apresentamos este resultado no §1.5.2 ([BO] ou [W]).

Aponte-se, como fez R.S.Kulkarni, que quando a métrica é indefinida e dim M >
3, considerar que K tem um sinal fixo é o mesmo que considerar K constante.
Chamamos ainda a atengao para os estudos sobre as vérias curvaturas das sub-
variedades semi-Riemannianas, em particular as superficies e as hipersuperficies
(cf.[BO;KN]), das variedades de Einstein (cf.[Besse;BEE]), das variedades de
Lorentz e de Riemann, das variedades simétricas e das mais gerais, as ho-
mogéneas. Vejamos quem sdo estas duas ultimas.




Capitulo 1, §1.2 13

NOTA SOBRE VARIEDADES HOMOGENEAS E VARIEDADES SIMETRICAS

1. Uma variedade M diz-se homogénea quando possui uma acgao diferencigvel
e transitiva de algum grupo de Lie G. Ser transitiva é ter uma sé érbita, isto
é,Vm e M, G(m) = {g-m : g € G} = M, ou seja, Ymy,mg € M,3g € G :
g-my = ma.

Como exemplo, temos a variedade espagco quociente S/_ K onde K é um sub-
grupo de Lie fechado do grupo de Lie S. S/K tem a estrutura de variedade
que faz as projecgdes p: S — S/K serem diferencidveis. Isto é, S/K tem a
topologia que faz p ser continua e, notando € e § as 4lgebras de Lie de K e
S e (u;)1<i<p um sistema de coordenadas de 5 /&, tem cartas ¢ = (p1,...,¥p)
numa vizinhanga exp(U)gK de gK, onde exp é a exponencial de § e U é uma
vizinhanga de 0 em § tal que exp, é um difeomorfismo, dadas por

¢i(exp(X)gK) = ui(X +#) (X eU).

S actua diferenciével e transitivamente sobre S/K (9-¢g'K = p(gg’) e quais-
quer dois pontos g1 K e g2 K sdo ‘ligados’ pela acgdo de gag7 1) por isso tambem
se chama a S/K um espaco homogéneo. Note-se que S/K é um espago quociente
no sentido das ja por nés conhecidas variedades quociente. De facto, as cartas
sdo construidas da mesma forma e a acgio de S é propriamente descontinua.

Seja agora M uma variedade homogénea e G o grupo que sobre ela actua.
Dado m € M define-se G, = {g € G : g-m = m}. Um teorema fundamental
das variedades homogéneas garante que elas sdo todas difeomorfas ao espaco
homogéneo G/G,, (9-m — gGn,, a inversa é dada pelo Teorema da Fungao
Inversa).

Falando s6 de uma variedade M semi-Riemanniana homogénea referimo-
nos, se nédo hé outra indicagéo, & ac¢do candnica sobre M do grupo Z(M) das
isometrias de M. Deixamos para outra altura a verificagdo de que Z(M) é um
grupo de Lie de dimensao finita e que a sua acgéo é diferencidvel (em [KN,I]
encontra-se uma demonstrac¢do de que o grupo (!) das transformacdes afins de
uma variedade nela prépria tem estrutura de grupo de Lie).

2. Tomemos uma variedade M com uma conexdo em T'M e, para cada
vizinhanga normal U de m € M, isto é, U dominio de uma carta normal de M,
notemos &:exp,,(z) — exp,,(—z) um difeomorfismo de U em U.

M diz-se localmente simétrica se para cada m € M existe um aberto U,
vizinhanca normal de m, tal que £ é uma transformacao afim (cp.[BO]). Um
teorema fundamental de Cartan permite mostrar que M é localmente simétrica
sse T =0 e R é paralelo. Ou ainda,* sse V F:T,, M — T, M isomorfismo linear
(m,m' € M), tal que

F(R.m(.’L', y)Z) = R‘m'(Fm7 Fy)FZ, (x,y,z € TmM)7

44 este resultado que estd na base da classificagio de todas as formas espaciais.
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existe uma transformagdo afim f de vizinhancas normais tal que F = df.
M diz-se simétrica se todas as fungoes £ podem ser prolongadas a transforma-
¢Oes afins globais, isto é, definidas em M.

Quando falamos em variedades semi-Riemannianas (localmente) simétricas
queremos dizer que elas sdo (localmente) simétricas para a conexdo de Levi-
Civita. Neste caso, as transformages afins £ sdo (localmente) isometrias, ja
que d€,, = —Idr, a1, como é fécil perceber tomando a carta normal (U, exp;}),
e que entdo d,,,» é uma isometria para todo o ponto m’ (cf.[W,corolério 2.3.14]).
Repare-se tambem que, aqui, M é localmente simétrica sse VR = 0. Assim,
usando a férmula R(z,y)z = k(<z,z>y— <z,y> z), é facil mostrar que K
constante implica M localmente simétrica.

Uma variedade conexa e simétrica é homogénea (ficil demonstrar — ver
[KN,II,p.223)).

Retomamos finalmente o estudo dos grupos de Lie munidos de métricas
invariantes & esquerda. Podemos considerar a conexao de Levi-Civita visto que
eles sao variedades semi-Riemannianas. Salvo mengao em contrario, esta é entao
a conexao de que falaremos sempre.

Para campos vectoriais invariantes a esquerda, isto é, elementos de @, a
condi¢ao de a métrica ser paralela e a férmula de Koszul simplificam-se nas
férmulas

<Vpy,z2>+ <y, Vp2>=0 1.7)

1
Vg Yia>= 5(<[x,y],z> - <[y, 2], 2>+ <[z,z],4>), (1.8)

donde se conclui que V,, y € g, o que apenas esté de acordo, por [KN,I,proposi-
¢ao 1.4,p.228], com o facto atras referido de todas as isometrias serem trans-
formacoes afins. Mais geralmente, uma conexao sobre um grupo de Lie que
verifique

Ly Vpy= VLg*z Lg.y

para todo o g € G e para todos os campos vectoriais diferencidveis z, y, ou seja,
que faca todos os L, serem transformacdes afins, diz-se invariante d esquerda.
As conexoes invariantes & esquerda induzem aplicagGes bilineares de gxg em

Para finalizar, cabe referir que a curvatura é um tensor invariante & esquerda®,
isto é, Ly R = R para todo g € G. De modo equivalente, R aplica g X g X g em
g. Conclui-se que K(z,y), Ric(z,y), r(z)e S (z,y € @) sdo fungdes constantes
sobre o grupo de Lie.

5na teoria das variedades semi-Riemannianas, se f: M; — M, é uma isometria, entdo
f*Ry = Ri1 e KL (P)= K?(m)(f*P), VP C T M (cf.[W]).
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1.3 Generalizagoes de alguns resultados de [M]

Neste paragrafo mostramos o que (nos) foi possivel até agora generalizar dos
resultados do artigo de J.Milnor ”Curvatures of Left Invariant Metrics on Lie
Groups” (1976, [M]) ao caso dos grupos de Lie munidos de métricas invariantes
a esquerda de assinatura qualquer. Mostramos tambem tudo o que conhece-
mos de cardcter geral feito nesta area, de modo que, para nao fatigar o leitor,
apresentamos apenas as demonstragoes de que ndo nos podemos abster, isto é,
aquelas de que ndo conhecemos referéncia. Um primeiro ‘verdadeiro’ lema é o
seguinte. Tudo ou quase tudo o que se sabe sobre o caso Riemanniano ests em
[M]. Convidamos o leitor a ‘demonstra-lo’ lendo o belissimo artigo de J.Milnor.

Seja G um grupo de Lie de dimensdo n, com &lgebra de Lie associada g e
fixemos um natural 0 < p < n. A cada base (e;)1<i<n de @ podemos associar (3;)
métricas invariantes & esquerda de assinatura (p,n — p) sobre G, pois, fixando o
subconjunto de (e;) dos p vectores negativos, hd um e um sé produto escalar em
g que faz essa base ser ortonormada. De certeza que as (;) métricas induzidas
por estes produtos escalares ndo sdo isométricas uma vez que a causalidade de
um vector v, isto é, o sinal de <v,v> é invariante por isometria.

Duas bases de g e duas escolhas de p vectores em cada uma delas definem o
mesmo produto escalar sse a matriz de transformagao de uma na outra pertence
a Opn—p- Esta relagdo é de equivaléncia. No caso p = 0, o conjunto das
bases de g identifica-se com GL,, estando a ‘familia 2n(n + 1) dimensional de
(todas as) métricas invariantes & esquerda distintas’ de que J.Milnor fala, em
correspondéncia biunifvoca com o espago quociente GL, /O, (cf.[J]). No caso
semi-Riemanniano aquela familia identifica-se com X' /O, ,—, onde X é a uniéo
disjunta de (3;) cdpias de GL,.

Fica ainda por resolver a questdo, levantada por G.Jensen em [J], de saber
quando é que duas estruturas semi-Riemannianas invariantes & esquerda sao
isométricas.

1.3.1 Curvatura Seccional

Suponhamos <, > um produto escalar em g. Seja (e;)1<i<n uma base ortonor-
mada. Sejam (ojk)1<i,j,k<n as constantes de estrutura de g na base (e;) , isto

é,

n
[ei, ej] = Z a,;jkek.
k=1

Pondo €; =<e;,e;> (1 <i < n) temos que ok = € < [ej, €], ex>.
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Lema 1 (generalizagao do lema 1.1 de [M]) Com as constantes de estru-
tura oiji a curvatura seccional satisfaz a férmula, para i #17,

= (1
K(ee)) =€ 50k (ks — €€k Qik + €56 Qkji) — exe; AkisOlk;s
k=1

1
— 7 (0ik — €n€j qing + ex€s ki) (Qing — €5€; Qkji + €j€k ajig)
4

Demonstracdo. A conexdo de Levi-Civita dada pela férmula de Koszul (1.8)

verifica Vg, e; =

1 1
= ~(er Qujk — € ki + €5 Qg )ex g = 3 7 (ijk — ke ki + exe; agij)ex,
k %

entdo, lembrando que a;j;, = —Qjk , vem

R(ei, ej)ei = —Vei Vej e; + Vej Ve,; e; + V[e,-,e,—] €=

1
- aﬂk — €k€j Qikj + €kE; akﬁ) V ; €k + €L€; Qi V ek + ok V, =
2 €k

N

2

1
(_Z(ajik — €k€j Qikj + €kE; Okjs)(Uikm — EmE; Qi + €mer Omik)em+
k,

3

1
€k€; akiii(ajkm — €mEj Okmj + EmEk Cmjk)em+

1
aijkg(akim — €Em€k Ulimk + €m€; Amki)em | -

Agora a fungio curvatura s(e;,e;) =<R(e;, &y les 6=

€5
§ : ]
= (—_(C!jik — €k€j Otikj + €LE; akj,-)(aikj — €5€; Qg4 + 5j€k Oijik)+

€kEi€j €5
5 Okii(@kj — akj;) + 5 %iik(Qkij — €€k Qg + €j€; ajki)) =

Z: ( Qi — €xej ik + exe; onji) (urg — €je; Qkji + €€k ik )+
k

1
Eajik(aikj — €5€k Qjik + €5€; akji) — €k€i QkiiOkjj |

donde se conclui o resultado.
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Lema 2 (generalizacao do lema 1.2 de [M]) Se a transformacao ad (e;) €
anti-autoadjunta entao

n

€i€5 2

K(e; e5) = 1 E €k QX ji-
k=1

Se e; € ortogonal a [e;, @] entdo K(ej,e;) = 0. No caso de a métrica ser
Riemanniana, K(e;, e;) =0 sse e; L [ej,@].

Demonstragdo. Se ad (e;) é anti-autoadjunta, entdo (s6 parao ) <[e;, €;], ex>=
— <[ei, ex],e5>, ou seja, aijr = —€j€x aik; donde agi; = —0uk; = €i€k ik = 0.
Agora

1
K(ei e5) =€ Z <§ajik(aikj — Qikj + €5€ Qkji)
k

1
——(ajik + Qujk + €x€; iji) (kg — €5€ Okji + ikj) | =
4

1 1
=5y (Eajik €5€i Qkji — 7 €kEi Otkji (20ikj — €5€i Okji) | =
k

1 3 o4 1 1
=€ Zk: Zekej Qi — '2‘€k€i Qkji®ikj + §6j€¢ OkjiQjik
donde se deduz a férmula do lema.

Se e; L [e;, 8], entdo ogj; = € <[ek,e;j],e>=0.

Coroldrio 3 (corolario 1.3 de [M]) Se a métrica é Riemanniana e se
u € Z(g), entdo
K(u,v) >0

para todo o v € .

Dentro do contexto da procura de planos em @ com curvatura seccional
positiva temos que referir o seguinte.

Proposigao 4 (corolario 1.4 de [M]) Todo o grupo de Lie compacto admite
uma métrica Riemanniana invariante ¢ esquerda tal que K > 0.

Pelo que veremos no Capitulo 3 com grupos de Lie de um “exemplo especial”,
assim chamado por J.Milnor, podemos ja afirmar que ndo é véalido, no caso da
métrica indefinida, o Teorema de Wallach.

Teorema 5 (N.Wallach,1972) O dnico grupo de Lie simplesmente conexo
que admite uma métrica Riemanniana invariante a esquerda de curvatura sec-
cional estrictamente positiva € SU,.



Capitulo 1, §1.3.1 18

Para a demonstragao ver [Wal|.

Se um grupo de Lie é comutativo, todas as constantes de estrutura a;;; sao
nulas ja que g é abeliana. Entdo K = 0 pois V = 0 sobre os campos vectoriais
invariantes a esquerda. »

Sempre que K = 0, dizemos que G tem estrutura semi-Riemanniana plana
ou, mais simplesmente, que G ou a sua métrica sdo planos.

Teorema 6 (generalizacao do Teorema 1.5 de [M]) Se num grupo de Lie
G munido de uma métrica invariante o esquerda a dlgebra de Lie associada é
soma directa ortogonal

g=bou
de um ideal comutativo U e de uma subdlgebra comutativa b tais que ad (b) é

anti-autoadjunta, para todo o b € b, entdo G € plano.

Se a métrica for Riemanniana e G for plano, necessdriamente § satisfaz
aquela condigdo.

Demonstragdo. Sejam b, b’,b" € b, u,v,w € U quaisquer. Pela férmula de
Koszul (1.8),

<V b, b >=0, <V v,w>=0,
1
<V u,b'>= > (< [byu], > — <[u,b'],b> + <[V, b],u>) =0,

<Vb U, v>= % (< [byu],v> + <[v,b],u>) =<[b,u],v>,
Vub=Vbu+[u,b]=[b,u]+[u,b]=0,

1
<Vyv,b>= 5 (— <[v,b],u> + <[b,u],v>) = 0.
Daqui se tira

v, =0 Y, = ad(b).

Entao, fazendo contas separadas para os diversos casos, conclui-se que R = 0
e, logo, K = 0. Para o reciproco, com métrica Riemanniana, veja-se [M] (ha
uma demonstracao de J.Hano do caso em que o grupo de Lie é resoliivel® que é

puramente algébrica — pelo que se viu, g € ‘mais que’ resolivel e mesmo ‘mais
que’ meta-abeliana).

Observagao. Se G admite uma métrica Riemanniana plana, entdo admite
métricas semi-Riemannianas lisas de indice qualquer entre 0 e a dimensao da
subalgebra b que o Teorema fornece. Basta trocar vectores positivos de uma

6chamamos resoldveis aquelas dlgebras de Lie para as quais a sucessio D =g’ 2 g” =

@.g9128” =[g"”,9"] 2 ... tem um fim e este é o ideal 0. Uma &lgebra de Lie diz-se
meta-abeliana se g” = 0, ou seja, se DY ¢ abeliana.
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base ortonormada de b para negativos pois, como é facil perceber, todos os
operadores ad (b) (b € b) continuam a ser anti-autoadjuntos.

Novamente, o “exemplo Especial” do Capitulo 3 dar-nos-4 uma prova de que
o reciproco deste Teorema 6 nio é valido no caso da métrica indefinida.

Em [M] afirma-se que o grupo de Lie E(2) fica nas condigdes do Teorema 6
com uma métrica Riemanniana, plana, portanto. K.Nomizu, em [Nom]|, cons-
truiu métricas Lorentzianas planas nos grupos de Lie E(2), E(1,1) e no grupo
de Heisenberg Hy. E facil ver que E(2) e E(1,1), com essas e s6 essas métricas,
e R3 com qualquer, ficam nas condigdes do Teorema 6 e que nenhum outro
grupo de Lie de dimensdo 3, com &lgebra de Lie nao isomorfa as de estes trés,
aceita uma métrica que o deixe nas condi¢des do mesmo Teorema. Ainda assim,
a algebra de Lie do grupo de Heisenberg decompde-se numa soma directa de
uma subdlgebra e de um ideal abelianos. Com a métrica Lorentziana plana
de K.Nomizu este grupo de Lie é mais um contra-exemplo para o reciproco do
Teorema 6. (Questdo: Que outros H, (p > 1) admitem métricas planas ? Hy, é
o grupo das matrizes da forma

L. G, -Gy e ity - €]
1 b,
1 0
0 1 b
L 1 4

a;, b;, c € R. A dlgebra de Lie de H, é h), = H, — I).
Vejamos outro resultado que fornece métricas Lorentzianas planas em grupos

de Lie e que talvez se possa generalizar a grupos com uma estrutura parecida e
a métricas de outros indices.

Proposicao 7 (Graciela S.Birman,1993) Seja G um grupo de Lie nao co-
mutativo e @ a sua dlgebra de Lie. Suponhamos que existem um ideal U e uma
subdlgebra b comutativos tais que

g=bou

Suponhamos ainda que b tem dimensdo 1 ou 2 e que existem bases (y1) ou
(y1,92) de b e (z1,...,2n—2) de U tais que [y, x;] € {Z;(:),0} onde o € uma
permutagao involutiva de {1,...,n—2} (I = 1,2). Entdo G admite uma métrica
Lorentziana invariante o esquerda e plana.

O grupo de Lie da proposigao 7, com a métrica indicada na demonstragao, nao
fica nas condigdes do Teorema 6 nem fazendo outra decomposicao b @ u de g
(cf.[Bir]). O préximo resultado é consequéncia desse Teorema.
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Proposicao 8 Supondo G um grupo de Lie tal que g = b ®u, com b e u,
respectivamente, subdlgebra e ideal comutativos, e supondo que existem bases
(Y1,---,y) de b, (z1,...,Zn-1) de U e uma involugio o de {1,...,n — 1}
tal que o(i) # i e [y;,T;] = To(;), para todo o j. Entdo G admite métricas
invariantes a esquerda planas de indices q tais que "T‘l <g< ”—'2-*1

Demonstragdo. o® = Id e o(i) # i implicam que U tem dimensdo par. Para
todo o j =1,...,l, ady; aplica metade dos (z1,...,Zn—;) na outra metade e
inversamente. Podemos entao supor que os 1‘2;1 primeiros z; sdo aplicados nos
"—;—l dltimos. Considere-se sobre G a métrica induzida pelo seguinte produto

escalar em g.

<b,u>=0, <, > definida positiva sobre b,
. n— ._on—1
<T;,Tj>= 51’]‘ se 1 < T, <Zi,Tj>= —6ij se 1 > —2—
Temos entao que <z;,T;>= — <Ty(3), To(j)> €

<[yk,$i],$j>=<$g(,;),$j>= = <ZTi) To(5)>= — <Ti, [yk,a:j]>

para todo o k = 1,...,l, 4,7 > l. G estd nas condi¢gbes do Teorema 6. As
métricas planas de assinatura maior constroiem-se com ajuda da observagio
que sucede ao Teorema 6.

Quando a métrica é plana (K = 0) tem-se que a curvatura é tambem nula
(cf.§1.2). A férmula (1.2) desta mostra-nos entdo que V é uma representacao de
gemg (z— V, €gl(g)). O nicleo desta representacéo é um ideal, abeliano
por a conexao ter torsdo nula. Tudo o que temos vindo a dizer sobre métricas
planas invariantes a esquerda desde antes do Teorema 6 até este iltimo facto,
bem como o importante Teorema 9 j4 a seguir, obrigam-nos a fazer a Conjectura:
Se um grupo de Lie admite uma métrica invariante o esquerda plana, entdo a
sua dlgebra de Lie decompde-se como soma directa

g=bou

de uma subdlgebra de Lie e de um ideal comutativos.

Pde-se entretanto a seguinte questdo. A que condigoes devem as aplicagoes
adb (b € b) obedecer e qual a posigao de ortogonalidade entre b e U para que
uma métrica sobre um grupo de Lie de 4lgebra de Lie associada b @ u seja
plana ?

Teorema 9 (H.Matsushima e K.Okamoto,1978) Seja G um grupo de Lie
semisimples. Entdo G nao admite conexdes invariantes a esquerda, de torsao
nula e planas (R = 0).
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Para a demonstragao, meia pagina de revista que se aconselha vivamente, veja-
se [MatsOka]. Sé para o caso em que a dimensdo de G é 3 veja-se [Nom,nota
1,p.149]. Por curiosidade anotamos tambem que Y.Matsushima ja conhecia este
Teorema por volta de 1968.

Devemos ainda dizer o seguinte. Num grupo de Lie com conex3o invariante
& esquerda de torsdo nula e plana nao existem subgrupos semisimples total-
mente geodésicos. Vamos demonstré-lo supondo que existiam e chegando a um
absurdo. Seja G o grupo de Lie e S um seu subgrupo semisimples totalmente
geodésico. Sejam V a conexdo de G e V a conexfio induzida por V sobre S.
Por [KN,II,p.58] ficamos a saber que Vzy = Vzy, em todo o ponto de S e
para todos os campos vectoriais diferenciaveis z,y sobre S. Pela mesma igual-
dade imediatamente se vé que V tambem é invariante & esquerda. Se a torséo
e curvatura de V sdo nulas, entdo tambem as de V o sdo, o que deixa S nas
condigdes do Teorema anterior, criando um absurdo.

Particularmente, no caso da conexao de Levi-Civita ou conexdo semi-Rie-
manniana sobre um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda plana, a
algebra de Lie g do grupo n&o pode ter subdlgebras de Levi § ndo nulas e
ortogonais ao radical (. Para z,y € § e z €  a férmula de Koszul (1.8) daria

1
<Vp y,2>= §(<[x,y],z> - <[y, 2],z> + <|z,z],y>) =0,

ja que [y,2],[z,z] € q (cf.[V,p.224] ou §1.6),ede g = q &S viria V,y € §
fazendo do subgrupo de Lie semisimples associado a § uma subvariedade total-
mente geodésica (cf.[KN,II,p.55 e 57] ou [BO)).

Atente-se nomeadamente ao caso mais simples destes, o dos grupos de Lie
com algebra de Lie reductiva tal que Dg L Z(g).

Analisemos finalmente o caso em que a curvatura seccional é negativa. No-
vamente, a desproporgao de resultados entre a métrica definida e o da indefinida
é assustadora.

Estudemos primeiro o caso da métrica definida (positiva). Kobayashi mos-
trou (1962,cf.[Hei]) que uma variedade Riemanniana, homogénea e conexa de
curvatura seccional negativa é simplesmente conexa. Logo, pelo Teorema de Ha-
damard (cf.§1.2, 1.5.2 para ver que é completa) ela é difeomorfa a R". E.Heintze
mostrou posteriormente que tais variedades podem ser representadas por grupos
de Lie resoliveis e conexos com métrica Riemanniana invariante & esquerda.
A seguir, estudou estes grupos de Lie e obteve o nosso préximo Teorema.

Teorema 10 (E.Heintze,1974) Seja G um grupo de Lie conexo com métrica
Riemanniana invariante o esquerda de curvatura seccional K.

(i) Tem-se K < 0 sse § = Dg + Rxq, para o € g \ Dg tal que todos os
valores proprios de ad (zO)IDg tém parte real positiva.

(i3) K € constante negativa sse Dg € abeliana e ad (xo)wg =AId+ A4, com
A € R\ {0} e A anti-autoadjunto relativamente ao produto interno de g.
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Para a demonstragdo da parte (i) veja-se [H]. A parte (i¢) do Teorema foi
nos comunicada em privado. E.Heintze caracterizou ainda e quase completa-
mente os grupos de Lie localmente simétricos com métrica Riemanniana invari-
ante & esquerda e de curvatura seccional negativa. Os grupos de Lie que ad-
mitem métricas Riemannianas com K < 0 foram classificados por R.Azencott e
E.Wilson (cf.[M]). Séo todos resoliveis.

Dizemos que um grupo de Lie conexo é unimodular se a sua algebra de Lie
for unimodular, isto é, se tradz =0, Vz € g (cf.§1.5.1). J.Milnor mostrou que
se K < 0 e G é conexo e unimodular, entdo K = 0. Vejamos agora um caso
de métrica indefinida que havemos, noutro trabalho, de generalizar a outras
assinaturas.

Teorema 11 (F.Barnet,1989) Seja G um grupo de Lie que admite uma métri-
ca Riemanniana invariante & esquerda de curvatura seccional constante nega-
tiva. Entao

(i) G admite uma métrica Lorentziana invariante & esquerda de curvatura
seccional constante positiva.

(i) G admite uma métrica Lorentziana invariante d esquerda de curvatura
seccional constante negativa, ou nula, sse § contem um ideal unidimensional.

Para a demonstragédo ver [Bar]. Note-se que, pelo Teorema 10, a parte (i¢) deste
dltimo Teorema sé vem corroborar a nossa Conjectura sobre métricas planas
(ver pagina 20).

1.3.2 Curvatura de Ricci

Podemos dizer, adaptando uma frase de J.Milnor, que a curvatura de Ricci de
uma direcgdo u num espago tangente a uma variedade semi-Riemanniana de
dimensao n num ponto qualquer, é (n—1) <u,u> vezes a média das curvaturas
seccionais de todos os planos tangentes que contém u.

Seja (e;)1<i<n uma base ortonormada de um desses planos tangentes. Cha-
mamos Transformacdo de Ricci 7 a aplicagao definida, em cada espago tangente,
por

7(z) = Z €; R(e;, T)e;.
=1

onde €; =<e;e; > A igualdade < R(z,y)v,w >=< R(v,w)z,y > implica
<f(z),y>=<z,7(y)>, isto é, 7 é autoadjunta. Estando 7 relacionada com
r por r(z) =<7(z),z>, torna-se importante o estudo das curvaturas de Ricci
principais que sao os valores proprios de 7.

Deixamos esta matéria para outra altura e concentramo-nos apenas na cur-
vatura de Ricci 7 de um grupo de Lie. O caso Riemanniano é sempre o mais
proficuo e é por ele que comecamos. Em [M] encontramos um resultado que
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sai directamente do lema 2. Se a métrica é Riemanniana e se adu é anti-
autoadjunta, entdor(u) > 0, dando-se a igualdade sse u L Dg. Este resul-
tado num sentido e o Teorema de Myers no outro (cf.§1.2, p.11, e lembrar que
L3 Ric = Ric para todo o g € G) permitem provar a seguinte equivaléncia.

Teorema 12 (Teorema 2.2 de [M]) Um grupo de Lie conezo G admite uma
métrica Riemanniana invariante @ esquerda com curvatura de Ricci v > 0 sse G
é compacto e tem grupo fundamental finito. Neste caso, G admite uma métrica
bi-invariante com r > 0 constante.

Compare-se este resultado com o que se diz a seguir & proposi¢ao 5 do §1.4. O
préximo Teorema veio responder a questdo de saber quais os grupos de Lie com
r > 0. J.Milnor viu que grupos conexos com r > 0 tém de ser unimodulares e
que sao resoluveis sse K = 0.

Teorema 13 (B.Bergery,1978) Seja G um grupo de Lie conezo. As trés
proposicoes sequintes sao equivalentes.

(i) G admite métrica Riemanniana invariante ¢ esquerda com K > 0;

(i) G admite métrica Riemanniana invariante ¢ esquerda com r > 0;

(111) G € produto semi-directo de um subgrupo normal admitindo uma métrica
Riemanniana invariante d esquerda com curvatura seccional nula e de um sub-
grupo semisimples que actua sobre o precedente por isometrias para a métrica
plana.

(cf.§1.6 sobre produtos semi-directos de grupos de Lie). Para a demon-
stragao veja-se [Ber]. Compare-se com o Teorema de J.Cheeger e D.Gromoll,
do qual este é quase uma aplicagdo, e que diz assim. Seja (M,g) uma var-
iedade Riemanniana conexa e completa com r > 0. Entao (M, g) é um produto
‘Riemanniano’ (M x R%,g x b) onde b é a métrica canénica (plana) de R? e
(M,g) é uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci r > 0
e sem qualquer linha — uma linha é uma geodésica definida em R que torna
minima a distdncia Riemanniana entre quaisquer dois dos seus pontos ([Besse]-
demonstragao dificil).

D.V.Alekseevskii e B.N.Kimelfeld demonstraram em 1975 que numa varie-
dade Riemanniana homogénea K = 0 sse r = 0. Este resultado, no caso em que
a variedade é um grupo de Lie conexo e resoluvel, foi publicado em 1957 por
J.Hano (cf.[J], em [Besse| este facto parece ser desconhecido, cp.Teorema 22).
Este resultado, por sua vez, permite mostrar a préxima proposicao (cf.[Besse]),
que o contem como caso particular.

Proposigdo 14 (Doti-Miatello,1982) Um grupo de Lie conero, unimodular
e resolivel com uma métrica Riemanniana invariante ¢ esquerda de Einstein €
plano.
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Note-se mais uma vez que esta proposi¢ao sé é original na demonstragdo e no
caso em que 7 < 0.

Damos agora uns passinhos nos grupos de Lie com métrica indefinida. A
demonstragio do préximo lema vird no §1.6.

Lema 15 (generalizacdo do lema 2.3 de [M]) Seja G um grupo de Lie com
métrica invariante & esquerda e § a sua dlgebra de Lie. Seja b € g um vector
unitdrio ortogonal a DY e suponha-se que § satisfaz a condicdo sequinte.

(&) Se <z,z>=0 (z #0), entdgo <[b,z],z># 0.
Entdo r(b) <0, com igualdade sse ad (b) € anti-autoadjunto.

Claro que a condigdo & é automética quando a métrica é Riemanniana, o que
permite provar o que se segue.

Teorema 16 (Teorema 2.4 de [M]) Suponhamos G nilpotente e nio abeliano.
Para qualgquer métrica Riemanniana invariante o esquerda, existem z,y € @
tais que 7(z) >0 e r(y) <O0.

De natureza diferente e tambem valido para as dlgebras de Lie nilpotentes nao
comutativas (cf. Capitulo 3) temos o seguinte Teorema.

Teorema 17 (generalizagao do Teorema 2.5 de [M]) Se a dlgebra de Lie
g de um grupo de Lie G contem vectores x,y,z linearmente independentes tais
que

[z,9] = 2,

entao, para qualquer 0 < p < n, existe uma métrica invariante a esquerda sobre
G de assinatura (p,n — p) tal que r(z) <0 e r(z) > 0.

Demonstragdo. Basta definir um produto escalar em g. Fixemos uma base
(b1,...,bn) de g tal que by =z, by =y, bz = 2. Sejam ;i as constantes de
estrutura de g nesta base. Vamos ‘deformar de modo continuo’ a estrutura da
algebra de Lie g para obter outra mais simples. Chamemos (ey,...,€e,) & base
(b1, ...,bn), mas enquanto geradora de umas novas algebras de Lie g a definir.
Consideremos um produto escalar de indice 0 < p < n qualquer que faz a base
(e1,--.,en) ortonormada e, na notagao usual, €;ea = eze3 = 1 (esta condigao
nao é restritiva dos valores de p). Sejam agora gz, § > 0, as dlgebras de Lie
com suporte o espaco vectorial g e tais que as constantes de estrutura, na base
(e1,--.,€n), s80 as mesmas que as constantes de estrutura da &lgebra de Lie
¢ na base (6by, 8bg, 6%b3, . .., 8%b,). Queremos dizer que, notando g(e;) = &by,
g(e2) = 6b2, g(e;) = 6%b;, para i >3, e[, |s a estrutura de algebra de Lie de
g5, se tem gle;, ej]s = [g(es), g(ej)], onde entendemos j& g como o isomorfismo
R-linear de g definido pelas igualdades acima. Explicitamente temos

[61,62}5 = g—1[6b1,5b2] = g_152b3 = €3.
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Sei=1,2e 52>3,

leis e5ls = g7 [6bi, 6%b5) = g~ (Z 63aijkbk:) =
k

=g (62161 + 6%t;j28b2 + 6 Z @ijk6%b | = 6%aij1e1+6% tijoea+6 Z Qijkek-
k>3 k>3

Se i,7 > 3,

les, 505 = §%g! (Z aijkbk> = 53aij1€1 + 530ij2€2 + &? Z QijkCk-
k k>3

g é um isomorfismo de dlgebras de Lie e por estas tltimas igualdades se vé que
as constantes de estrutura de g, variam continuamente com 6. Pelo lema 1 se
compreende logo que a curvatura de Ricci é continua (repare-se que o produto
escalar estd fixo). A élgebra de Lie limite g,, a Unica ndo necessariamente
isomorfa as outras todas, é muito simples.

[e1,e2]0 = e3, adp (e;) =0, Vi > 3.

As constantes de estrutura sao [123 = —f213 = 1 e B = 0 nos restantes casos.
Usando os lemas 1 e 2, os célculos mostram

1
Ko(es,e1) = Ko(es, e2) = €1€2€37,

3 ' .
Ko(ey,e2) = —€1€z€37, Ko(ei,ej) =0, para {i,j} ¢ {1,2,3}.

Agora

3 1 1
To(e1) = €1 ~1 + 7 ) c162€s = —e2€s,

1 1 1
To(es) = €3 | — + = | €1€263 = €162

4 4 2
Como €1€3 = eze3 = 1, ro(e1) < 0 < 79(e3) e por continuidade tem-se que
existe 6 > 0 tal que 75(e1) <0 < 75(e3). Como g, é isomorfa a g, ou melhor,
como @, = @, j& que toda a construgao acima é apenas uma mudanca de base,
tambem 7(e;) < 0 < r(es).
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1.3.3 Curvatura Escalar

Recordemos que a curvatura escalar de um grupo de Lie G é dada, numa base
ortonormada da sua algebra de Lie g, por

S= Z er(e;) =2 ZK(ei,ej).
i=1

i<j

Como J.Milnor, podemos dizer que S é n(n — 1) vezes a média das curvaturas
seccionais.

Teorema 18 (Teorema 3.1 de [M]) Se G ¢é resolivel, entdo toda a métrica
Riemanniana invariante d esquerda é plana (K = 0) ou tem curvatura escalar
estrictamente negativa.

Como corolario tem-se que, se G é resolivel e g é unimodular, toda a métrica
Riemanniana nao plana tem direcgdes de curvatura seccional positiva e negativa
([M,3.2]). Curiosamente, um tal grupo de Lie, ndo tem for¢cosamente alguma
direccdo de curvatura de Ricci positiva.

Teorema 19 (generalizacao do Teorema 3.3 de [M]) Um grupo de Lie
ndo comutativo possui métricas invariantes @ esquerda de curvatura escalar es-
trictamente:

(i) Negativa e indice 0 <p <mn;

(i) Positiva e indice 0 < p < n;

Demonstragdo. Se existem z,y,z € @ linearmente independentes e tais
que [z,y] = z fazemos uma construgdo como na demonstragao do Teorema 17.
Aproveitando os calculos que af se fazem para a algebra de Lie limite g, obtemos

So = QZK(ei,ej) =2 (K(el,ez) +K(61,63) + K(eQ,eg)) =

i<y
3 3 1 & 1 1
= —— 4 — + — | €1€2€63 = ——€1€9¢€3.
1T 1t o E1€2€3
Por continuidade, veja-se a demonstracao referida, vem S > 0 ou S < 0 con-
forme, respectivamente, €;e2e3 = —1 ou +1. Se queremos uma métrica de

indice n, resulta S > 0. Se queremos indice 0, vem S < 0. Para outros indices
s6 temos de escolher apropriadamente os valores de €1, €3, €3. O caso em que nao
existem vectores linearmente independentes z,y, z tais que [z,y] = z, ou seja,
Vz,y € @, [z,y] é combinacdo linear de z e y, é o caso do “exemplo especial”
que serd demonstrado no Capitulo 3.

Para o caso Riemanniano tem-se ainda o seguinte (demonstragao em [M]).
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Teorema 20 (N.Wallach,1974) Se G ndo € difeomorfo a R™, entdo G admite
uma métrica Riemanniana invariante a esquerda de curvatura escalar estricta-
mente positiva.

Nao sabemos se a Conjectura de J.Milnor sobre se estes grupos de Lie sdo
os tnicos com S > 0 para alguma métrica ja terd sido resolvida. Os grupos de
Lie resoltveis tém sempre curvatura escalar estrictamente negativa como vimos
no Teorema 18. E tambem sabido que os seus espagos de cobertura universal
sao difeomorfos a R™ ([V,Teorema 3.18.11]).

Vamos agora ver o que [J] nos ensina. Primeiro umas notas que talvez este-
jam um pouco deslocadas dos assuntos desta sec¢do, mas sdo importantes para
o que lhes segue.

Observagao. Se multiplicarmos a métrica de uma variedade semi-Riemanniana
por um numero real positivo ¢ ndo é dificil perceber que o Teorema Fundamen-
tal da Geometria Riemanniana (§1.2, cf. férmula de Koszul, p.8) nos dé a
mesma conexao. Consequentemente, teremos o mesmo tensor de curvatura. A
curvatura seccional é que j4 nao vem a ser a mesma funcao. Quanto maior for
& menor é K e inversamente, o que se poderia traduzir como ‘quanto maiores as
coisas estdo mais planas nos parecem’. Este procedimento chama-se mudanca
de escala.

Agora consideremos apenas grupos de Lie.

Dizemos que duas métricas tém o mesmo elemento de volume se a matriz de
transformacao entre duas bases de g, cada uma delas ortonormada para uma
das métricas, tiver determinante +1. Esta definigdo faz sentido porque se duas
bases B; e B2 sdo ortonormadas para um produto escalar g e duas bases (3
e (4 sdo ortonormadas para um produto escalar h e se det My = =+1, onde
denotamos por M;; a matriz de mudanca da base (; para a base (3;, entdo
M4 = Mo Ms3M34 tambem tem determinante +1.

Como dissemos no inicio deste paragrafo 1.3, o espago das métricas semi-
Riemannianas invariantes & esquerda estd em correspondéncia biunivoca com
X/Opn-p, onde X sdo (3) cépias de GL,. Fixando uma base 3, qualquer
produto escalar em g é dado por g € GL,, e pela condi¢ao de fazer ortonormada.
a base ‘g3’ com p vectores negativos arbitrariamente escolhidos. Como é sabido,
fixando uma matriz go tal que det go = —1,

GL,, = (SL, UgoSLy) - {\I : A e R*}.

Entao pode-se concluir que, restringir-mo-nos as métricas com o mesmo ele-
mento de volume, as que vém do subgrupo SL, U goSL,, ndo trard grande
perda para o estudo das estruturas semi-Riemannianas dos grupos de Lie. Ape-
nas perdemos as mudangas de escala.

Vamos entéo aos trabalhos de [J]. Até ao fim desta sec¢do o termo métrica
refere-se exclusivamente a métricas Riemannianas invariantes & esquerda.
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Fixada uma base de g, para determinar as métricas todas basta considerar
GL; ja que as outras se obtém a partir destas comegando por inverter a ordem
de dois vectores da base. Com o mesmo elemento de volume, o espago das
métricas simplifica-se entao no espago quociente

M =SL,/SO,,.
Define-se agora a func¢do curvatura escalar
S: M —R

que em cada ponto tem como valor a curvatura escalar da métrica correspon-
dente a esse ponto. Prova-se que S é diferenciavel (em [J] encontra-se uma
férmula para S).

Conhecendo nés as algebras de Lie de SL,, e de SO,, e a forma como se
constroem as cartas dum espago quociente (ver nota sobre espagos homogéneos,
§1.2, pag.13), podemos identificar T,, M em qualquer um dos pontos de M com
o espagco vectorial das matrizes simétricas e de trago nulo.

Designemos tambem por S a funcao

S: R — R
t — S(e*])

onde € denota a exponencial de g, em GL, e A € TiyM verifica A = AT e
tr A = 0 (claro que [1] = SO,,).

Proposigao 21 (G.Jensen,1971) Se g ¢ unimodular, os pontos criticos de
S :R — R correspondem precisamente as métricas Riemannianas invariantes
¢ esquerda ‘de Einstein, isto €, de curvatura de Ricci constante.

Relembrando a proposigao 14, p.23, se o grupo de Lie for unimodular e resolivel,
entdo as métricas da proposi¢do anterior sao planas.

G.Jensen provou tambem em [J] que, excepto os grupos de Lie localmente
isomorfos (isto é, com algebra de Lie isomorfa) a SOj3 e, possivelmente, a G e
Sp(2n + 1) (n > 1), todo o grupo de Lie simples e compacto tem pelo menos
duas estruturas de Einstein n&o isométricas (ver na p.36 quem é G).

Teorema 22 (G.Jensen,1971) Dado um grupo de Lie resoldvel com métrica
Riemanniana invariante ¢ esquerda, tem-se que S=0=>r=0= K =0.

Note-se que a segunda implicagao é o resultado de J.Hano de que faldamos no
§1.3.2. (mesmo antes da proposi¢do 14).
Tendo em conta o que dissemos no fim da demonstragdo do Teorema 6, p.18,
e o resultado vélido em variedades homogéneas r = 0 sse K = 0 (mesmo antes
da proposicdo 14), talvez se possa largar a hipétese ‘resolivel’ no Teorema, 22.
Estamos a conjecturar que, num grupo de Lie qualquer, S=0&r=0<&
K =0.
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1.4 WMétricas bi-invariantes

Como aprendemos no §1.2, uma métrica sobre um grupo de Lie G diz-se bi-
invariante quando é invariante & esquerda e invariante a direita, isto é, quando é
constante nos campos vectoriais invariantes & esquerda sobre G e nos invariantes
& direita. Nesse caso, por ser verdadeira para g = e, dé-se a igualdade

<Ly, (u), Ly, . (v)>g=<Rg, (u), Ry, (v)>4

para todo o g € G, e todos os u,v € T.G (cp.(1.1)).
Dado um subgrupo H de Aut g onde g é a algebra de Lie de G vamos dizer
que uma aplicagdo f definidaem g X --- x g é H-invariante se

f(Wz1), - h(zn)) = f(Z15- . Tn)

para todoo z; € g, he H.

Relembremos que a todo o grupo de Lie estd associada a representagao dife-
renciavel de G em g, Ad: G — GL(g), que se chama adjunta de G. Lembremos
tambem que Ad(G) C Autg.

O seguinte Teorema fundamental, bem como o seu corolario, estdo demons-
trados em [BO,p.304,305] e sdo fundamentais neste capitulo da teoria. Muitas
partes destes resultados foram por nés deduzidas quando generalizamos a secgdo
de [M] relativa a métricas Riemannianas bi-invariantes, as métricas semi-Rie-
mannianas.

Teorema 1 Seja G um grupo de Lie conexo com uma métrica < , > de assi-
natura qualquer e invariante a esquerda. Sao equivalentes:

(i) <, > € invariante a direita, logo bi-invariante;

(%) <, > é Ad(G)-invariante;

(i) inv: G — G (g — g~') é uma isometria de G;

(v) <z,[y,2] >= — < [z,y],2>, para todo o z,y,z € @, isto é, adzx €
anti-autoadjunto, Vr € @;

(v) Vy y = 3lz,y], para todo o z,y € @;

(vi) As geodésicas de G comegando em e sGo os subgrupos a um pardmetro
de G.

Parafraseando J.Milnor, (ii) equivale a Ad(G) C Opn—p(@) onde p é o indice
da métrica.

No Teorema 1, as condigdes (3), (i¢) e (i41) s@o sempre equivalentes e impli-
cam as condi¢des tambem sempre equivalentes (iv), (v) e (vi). A hipdtese de
G ser conexo s6 é necessaria para mostrar as restantes implicagGes.

Coroldrio 2 Seja G um grupo de Lie com métrica semi-Riemanniana bi-inva-
riante. Tem-se que
(i) Se Wé um ideal de @, entdo Ut € um ideal de g;
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(it) R(z,y)z = 4[[z,y], 2], para todo 0 z,y,z € g;
(iii) Se o plano {z,y} € nao degenerado, entdo

1 <@&yllzyl>

K(z,y) = :
(2,9) 4 <z, T><Y,y> — <T,Y>2

(iv) Se os vectores de Dg sao nulos, entio K = 0;
(v) Ric = —1B, onde B € a forma de Killing.

Constata-se que todas as demonstragées do Teorema acima e seu corolédrio sdo
invariantes da assinatura da métrica em causa.

Reparemos que a conexdo de Levi-Civita é sempre a mesma para todas as
métricas bi-invariantes. Logo, as geodésicas de G sao sempre as mesmas, 0
que alids ficou dito na parte (vi) do Teorema 1. Isto é verdade porque se «
é uma geodésica de G comegando em g, entdo L,-1 o o é uma geodésica de
G comegando em e (lembrar que as translacgdes esquerdas sdo transformagoes
afins), donde oo = Ly 0oy onde v é um subgrupo a um parametro de G. Em
particular todas as geodésicas estdo definidas em R, isto é, a conexdo de Levi-
Civita de uma métrica bi-invariante é completa.

Como uma conexdo invariante a esquerda fica determinada pelos valores
que toma numa vizinhanga de e em G (j4 que assim acontece com a estrutura
analitica deste) e unicamente determinada (porque g fica unicamente determi-
nada), podemos concluir, identificando T.G com @, que uma métrica invariante
a esquerda é bi-invariante sse a exponencial geodésica em e (da conexdo de
Levi-Civita) e a exponencial de Lie coincidem numa vizinhanga de 0 € T.G.

Corolario 3 Um grupo de Lie com uma métrica bi-invariante é uma variedade
semi-Riemanniana simétrica.

Demonstracdo. Geralmente, sé o facto das aplicagdes L, serem isometrias im-
plica

Lg oexp,(ze) = exp,y(dLy,(z.)) = expy(z,),
onde exp denota a exponencial geodésica. Entdo, para quaisquer g € G e

z € T,G, notando tambem z o campo vectorial invariante & esquerda que x
gera,

exp,(—z) = Ly exp,(—z) = L, inv exp,(z).
Logo exp,(z) — expy(—z) prolonga-se & isometria L, oinv o Lgl.

E sabido que a forma de Killing B de uma élgebra de Lie g, dada por
B(z,y) =tr(adz o ady), é Aut (g)-invariante e que, por isso,

B(ad (z)(y),2) = —B(ad (2)(2),y).

Quando g é semisimples, B é ndo degenerada. Logo define um produto escalar
em @ e induz uma métrica bi-invariante sobre qualquer grupo de Lie G conexo
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e semisimples associado a g. Por (v) do coroldrio 2, G é entdo uma variedade
de Einstein.

Atente-se ao seguinte pequeno facto que nos sera ttil mais tarde (demonstra-
se pelo mesmo método que demonstra que B é Aut (g)-invariante).

Lema 4 Seja g:1 —j um isomorfismo entre duas dlgebras de Lie semisimples
e sejam Bi,B~ as respectivas formas de Killing de i e j. Entdo g € uma
isometria de (1, By) para (j,Bj).

Demonstragio. Paratodoo z €1, goadz =ad(gz)og, logo

B;(9%,9y) = trad(9z) o ad (gy) = trgad (z) g '9ad (4) g™' = Bj(z,y)
para quaisquer z,y € i.

O préximo resultado tem demonstragoes diferentes em [BO] e em [V].

Proposicao 5 Seja G um grupo de Lie conero e B a sua forma de Killing.
Entao:
(1) Se G é compacto, B € semi-definida negativa, i.e., B(z,z) <0, Vz € g.
(1) Se B ¢é definida negativa, G é compacto e m(G) € finito.
(iii) G é compacto e semisimples sse B € definida negativa.”

Se G é compacto, Ad (G) tambem é. Pelo que se vera no Teorema 7 podemos
deduzir que G tem uma métrica Riemanniana bi-invariante. Entao, Vz € g, a
matriz da aplicagao anti-autoadjunta ad (z) é anti-simétrica, pelo que se deduz
(i) da proposi¢ao 5. A demonstracao de [BO] da parte (ii) envolve o Teorema
de Myers (cf.§1.2, p.11). Por (i) e (ii) e pelo Critério de semisimplicidade de
Cartan, se deduz (ii1).

Temos pelo visto, combinando (i) e (4iz) da proposi¢do acima, uma ‘nova’
demonstragao do Teorema de Weyl (cf.[V,Teorema 4.11.6,p.345]).

Proposicao 6 (H.Weyl) Se G é um grupo de Lie conexo, compacto e semisim-
ples, o seu grupo de cobertura universal G € tambem compacto.

A proposigdo 5 e o corolério 2 mostram que — B define uma métrica Riemanniana
bi-invariante num grupo de Lie semisimples e compacto, com K > 0 e curvatura
de Ricci i sobre os vectores unitarios.

Geralmente tem-se o seguinte, sem a hipétese G conexo.

Teorema 7 Um grupo de Lie G admite uma métrica Riemanniana bi-invariante
sse Ad (G) tem aderéncia compacta em GL(g).

7num nosso outro trabalho, sobre niimeros de Betti, mostra-se que um grupo de Lie conexo

e compacto é semisimples sse b1 = H1(G,IR) = 0 e que, nesse caso, tambem H(G,IR) = 0.
Tendo em conta os lemas cohomolégicos de Whitehead ([V,Teorema 3.12.1]) ndo se poderd
largar a hipdtese ‘compacto’ na implicagdo ‘semisimples = b; =0’ 7
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Ver a demonstragéo em [Poor].

A primeira implicagdo deste tltimo resultado vem de Ad (G) C O(g) e de
O(g) ser compacto. No outro sentido, prova-se exclusivamente com as matérias
constantes no nosso §1.5.1 e com (z) < (4i) do Teorema 1.

Proposicdo 8 (lema 7.5 de [M]) Um grupo de Lie conexo admite uma mé-
trica Riemanniana bi-invariante sse € isomorfo ao produto cartesiano de um
grupo de Lie compacto e algum R®.

Para a demonstragdo ver [M]. E este resultado que permite mostrar a propo-
sicao 4, p.17, §1.3.1. (Questdao: em que condigles é que aquele produto é Rie-
manniano, ou seja, em que condigdes é que o subgrupo compacto é ortogonal ao
grupo vectorial R® ?7)

O préximo teorema requer uma longa apresentagdo porque na hipétese é
exigida uma condi¢do que parece bastante artificial, mas que afinal é satisfeita
em numerosos casos. Lembremos alguns resultados da Teoria das dlgebras de
Lie, que podem ser vistos em [V,Cap.4].

Uma subdlgebra de Cartan duma algebra de Lie g é uma subélgebra de Lie
b nilpotente que coincide com o seu normalizador em g. Prova-se que f) é uma
subélgebra de Cartan sse for do tipo

h={yeg:ad(z)’(y) =0, para algum s > 1},

onde z é um elemento regular de @, isto é, um elemento z de g para o qual a
multiplicidade da raiz 0 de det(adz — AId) = 0 é minima. Como detad (z) =
0, Vz € g, aquela multiplicidade é sempre > 1.

Prova-se que, quando @ é semisimples, ) é maximal abeliana e coincide
mesmo com o subespago préprio de ad (z) associado a 0. No caso em que g é
semisimples complexa, § admite uma decomposi¢do por raizes

g=0Ps.

aEA

go.={y€g:[z,9]=a(z)y, Vxebh}

onde A é um subconjunto de f)*, dual complexo de }), para o qual
g,#0 sse acA.

Claro que fj = g,. A teoria diz entdo (cf.[V,lema 4.3.7]) que todos os subespacos
préprios g, (a # 0) tém dimensdo 1. Ab = A\ {0} diz-se um sistema de raizes

do par (g,}) e cada elemento de Ab chama-se raiz.

Lema 9 Seja g semisimples real e ) uma subdlgebra de Cartan. Emistir uma
forma linear real ndo nula & sobre ftal que g ¢ 70 (@, definida como acima) é
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o mesmo que existir um elemento y € g\ b e uma raiz o € Abc de g€ tal que

gé = Cy.
Neste caso g, = Ry.

Demonstragdo. A existir tal y e tal raiz a, é claro que g¢ tem dimensdo 1 ja
que g° tambem é semisimples. Se 3¢:f) — R, néo nula, e

Jy € g \ {0} : [z,9] =&(2)y, Vz €,
entdo o = £¢:H° — C verifica, Vz,z' € ), a+ibe C
[z + iz, (a +ib)y]® = alz,y] — blz’,y] + i(alz’, y] + bz, y]) =

= a(z)y — b )y + ia€(a)y + ibE(z)y = €(z + iz') (a + ib)y.

Isto quer dizer que gg, = Cy. Claro que assim g, = Ry, porque se houvesse y €
g, R-linearmente independente de y, entdo y’ estaria em g¢ e y,y’ tambem
seriam C-linearmente independentes, criando um absurdo.

O reciproco ¢ evidente tomando ¢ =Rea.

Como se prova em [V], a seguinte defini¢do é equivalente & usual (cf.[V,p.260
a 263]). A caracteristica de uma &lgebra de Lie é a dimensdo de uma sua
qualquer subédlgebra de Cartan. Denota-se por rk(g). Quando g é semisimples,
tem-se entdo rk(g)= dimkerad (z), onde z é um elemento regular de g.

Para que nao haja confusao, uma algebra de Lie simples real ou complexa
é aquela que s6 tem como ideais ela prépria e 0 e é ndo comutativa. Assim, de
acordo com [V] e em desacordo com [M], por exemplo, R ndo é simples.

Lembremos tambem que uma &lgebra de Lie se diz compacta se for a 4lgebra
de Lie de algum grupo de Lie compacto, e que nesse caso ela é reductiva.

Teorema 10 (generalizacao do lema 7.6 de [M]) Seja G um grupo de Lie
de dlgebra de Lie g simples. Se g satisfaz uma das sequintes condigdes:

(i) Tem dimensdo impar;

(i) tk(g) € impar;

(iii) Para alguma subdlgebra de Cartan by, na decomposicdo por raizes de
(@¢,H°) hd um subespago préprio do tipo Ca, a € @;

(iv) E compacta;

entao toda a métrica bi-invariante é induzida de um maltiplo da forma de
Killing.

Observacoes. 1. As tabelas de algebras de Lie semisimples mostram que as
condigdes (i) e (it) do Teorema 10 se ddo quase sempre em simultdneo. 2. A
demonstragao é decalcada da do lema 7.6 de [M] excepto num ponto: a existéncia
de um valor préprio de um certo operador.

Demonstragdo. Fixemos uma base (e;)1<i<n de @ e, para cada = € g, notemos
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X a matriz coluna [z;], onde os z; sdo as componentes de z na base (e;).
Denotemos tambem por B a matriz do produto escalar B, isto ¢, (B(e;, e;)). E
sabido que, a menos de uns parénteses,

B(z,y) = XTBY.

Se <, > é outra métrica bi-invariante e M é a sua matriz na base (&;)i1<i<n,
entdo, pondo ST = MB™1,

<z,y>= XTMY = XTSTBY = (SX)TBY = B(Sz,y)

onde S:g — @ é o isomorfismo (!) linear definido pela matriz S. Como ad (z)
é anti-autoadjunto relativamente as duas métricas, temos, Vy,z € g,

B(Sad (z)(y), 2) =<ad (z)(y), 2>= — <y, ad (z)(2)>=
= —B(Sy,ad (z)(z)) = B(ad (z)Sy, 2)

e, logo, a igualdade ad(z)S = Sad(z), Vz € g. Agora, se y é um vector
préprio de S associado ao valor préprio A € R\ {0}, entdo S[z,y] = [z, Sy] =
Az, y], Vz € g, isto é, [z, y] estd no subespaco préprio de S associado a A, que
é por isto um ideal de g.

Como g é simples, se este ideal for ndo vazio, ele é todoo g e

<, >=AB

como queriamos. Vejamos entdo que ele é nao vazio.

Se g tem dimensao impar, j& se sabe que S tem um valor préprio real e néo
nulo.

Agora, sendo h uma subélgebra de Cartan de @, temos [z, Sz'] = S[z,z'] =
0, Vz,z’ € h. Entdo [S(h),h] C h e como § coincide com o seu normalizador,
S(h) =bh. Se g tem caracteristica fmpar, pela mesma razdo que antes, S tem
um valor préprio.

Se g satifaz a hipStese (:4i), entdo pelo lema anterior, existe £:f) — R e
a € g tal que [z,a] = £(z)a, Vz € f. Logo [z,Sa] = &(z)Sa, Vz € ). Entdo
Sa = Aa para algum X # 0 j& que a # 0 e o subespago préprio g ¢ = Ra.

Finalmente se g for compacta, pela proposi¢do 5, —B define um produto
interno (definida positiva). Neste caso a matriz de S é simétrica j& que

B(Sz,y) =<z, y>=<y,r>= B(Sy, )

para todo o z,y € g. Por argumentos de algebra elementar S tem entdo um
valor préprio. (E sabido® que podemos associar a —B uma forma sesquilinear
definida positiva, isto é,

H: g°xg¢c — C
(u,v) +— —=B(u,?)

8ver livro da Prof. Isabel Salavessa de Geometria Complexa e Kahleriana, Capitulo 8.
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tal que H é C-linear na primeira varidvel, R-linear na segunda, verifica H (u,Cv) =
(H(u,v), H(u,v) = H(v,u), H(u,u) >0 com igualdade sse u = 0. E facil ver
que B¢(S°u,v) = B¢(S°y,z) e que S°(u) = S°u. Vem entdo

H(S%u,v) = —B°(S°u,7) = —B°(u, S°7) = —B°(u, 5%) = H(u, S°v)

(S¢ diz-se hemi-simétrico). Finalmente, se u # 0 é um vector préprio de S°
associado a A = a + ib # 0, entdo A\H(u,u) = AH(u,u), donde b = 0. Sendo
u=zx+iy, T,y €@, S°(z+1y) = a(z+1iy) mostra que S tem um vector préprio
associado a a.)

K.Nomizu, em [Nom|, mostrou que os grupos de Lie conexos com &lgebra de
Lie 55 tém uma métrica Lorentziana dada por

S0 Y 5= %tr(XY), VX,Y esl,

e de curvatura seccional constante —1. Como ele diz, esta métrica é “essencial-
mente a forma de Killing”.

Corolario 11 Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante < , >.
Suponhamos que a sua dlgebra de Lie g € reductiva, decompondo-se na soma
directa

Z(9)®9,©-- gy,

onde o0s @, sao ideais simples, cada um satisfazendo uma das condigoes do Teo-
rema 10. Notemos a forma de Killing de g, por B; (i =1,...,k). Entdo existem
um produto escalar sobre Z(g) < , >3 € reais Ay,..., A tais que <, > se
decompée como® .

<, >3 ®@MB1 & ® AeBy.

Demonstragdo. Vejamos que todos os ideais da decomposi¢do acima sdo orto-
gonais uns aos outros. Chamando g, a Z(g), temos, como se sabe, [g,,d,] =0
se 1 # J, 80,80 =0e[9,,8;,] =9, (0 <4,5 <k). Agora, para quaisquer
T, €QY; Tj €Y, 1 # j, supondo logo i > 0 e tomando ug, v € @, tais que
> i luw, ve] = z;, vem

<T;, Tj>= — Z <Uk, [Uk,(ltj] >=0
k

como se queria. Entao a métrica é ndo degenerada em cada ideal, deixando
estes nas condigoes do Teorema anterior se forem simples. Tomando < , b
<, >|z(g) podemos concluir.

9soma directa de aplicagdes bilineares relativa & decomposigio de §J acima - cp. ‘produto

directo’ de dois produtos escalares no final do §1.1.
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Vamos agora apresentar outras matérias importantes no estudo da estrutura
das 4lgebras de Lie semisimples e que parecem ser menos conhecidas, pois nao
as encontramos em [V] mas no mais recente [OV,III].

Uma subélgebra a C g diz-se R-diagonalizdvel se existe uma base de g em
relagio & qual todos os operadores ad (z) (z € @) sdo descritos por matrizes
diagonais.

Suponhamos que g é semisimples e @ é uma subélgebra R-diagonalizavel.
Como ad é fiel, a é abeliana. Prova-se que todas as subalgebras R-diagonalizaveis
com a mesma dimensao sao conjugadas, isto é, dadas duas dessas subdlgebras,
existe um automorfismo de g que transforma uma na outra. Chama-se car-
acteristica real de g & dimensdo de uma qualquer subédlgebra R-diagonalizédvel
maximal. Notamo-la por rkp(g).

E facil perceber que @ coincide com uma subdlgebra de Cartan de g sse é
maximal de entre as R-diagonalizaveis e rkp(g)=rk(g). Neste caso, todas as
subalgebras R-diagonalizdveis maximais sdo subédlgebras de Cartan, j4 que os
automorfismos de g aplicam subégebras de Cartan em subdlgebras de Cartan.

Segundo [OV,II1,p.158], sdo exemplos desta situagio — f) = a — as 4lgebras
de Lie simples §l,, (n > 2), §0kkt1 (K > 1), 50kx (kK > 3), 5p, (n >
2), E1, EV, EVIII, FI, G onde as tltimas cinco séo formas reais de umas certas
algebras de Lie complexas, que se chamam excepcionais e que se encontram
quando se pretende classificar todas as élgebras de Lie (cf.[OV,III] ou [V]).
Lembremos tambem que uma forma real de uma &lgebra de Lie complexa P é
uma 4lgebra de Lie real f tal que ° é isomorfa a p.

Um argumento andlogo a um que se encontra na demonstragdo do Teo-
rema 10 mostra que se g é compacta todos os valores préprios de ad (z), para
todo z € g, sdo imagindrios puros (as matrizes dos ad (z) sdo anti-simétricas).
A caracteristica real é entao 0. )

Prova-se, inversamente, que rkp(g) = 0 implica g ser compacta.

Nao serd de suspeitar que as condigbes (4ii) e (iv) do Teorema 10 sdo com-
plementares, isto é, tem-se (7it) sse ndo se tem (iv) ?

1.4.1 A forma de Killing das algebras de Lie complexas
simples

Seja g uma &lgebra de Lie complexa. Seja p uma representacao fiel de g num
espago vectorial complexo. Note-se desde j4 que tais representacdes existem
pelo conhecido Teorema de Ado.

Considere-se a forma bilinear simétrica

B(z,y) = tr(p(z)p(y))-
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Chamamos a 8 uma forma tra¢o'®. Tem-se que
B([z,y], 2) = tr (p[z,y]p(2)) = tr ((pzpy — pypz)pz) =

= tr (plz, zlpy) = —B([z, 2], y)-

A seguinte proposigdo, bem como a respectiva demonstragao, encontra-se em
[OV,IIL,p.14].

Proposicao 12 Seja V um espaco vectorial real ou complexo. Uma subdlgebra
a C gl(V) € resoldvel sse tr([X,Y]Z) =0 para todo 0 X,Y,Z € a.

A demonstracao é quase a mesma da do critério de Cartan de resolubilidade
de 4lgebras de Lie quaisquer. Alids, como é facil perceber, este é corolario da
proposicao. O resultado que se segue é tambem tirado de [OV,III]. Como para a
demonstracao é deixada apenas a indicagdo dos passos a seguir, fazemo-la aqui.

Proposicdo 13 Se g € semisimples, entdo qualquer forma trago B € ndo de-
generada.

Demonstragao. Seja

u={zeg:pf(z,y) =0, Vyecg}.

Se z €Ue z € g entao B([z,z],y) = B(z,[2,y]) =0 paratodoo y € g, logou é
um ideal. p(1) é uma subélgebra de gl(V) que, pelo lema anterior, é resolivel.
Como é isomorfo a p(ut), U é resolivel. Uma vez que o radical é 0, u é 0e 3 é
ndo degenerada.

Tudo isto foi para chegar aos seguintes resultados de que ndo conhecemos
referéncia e que devem ser sobejamente conhecidos.

Teorema 14 Toda a forma trago de uma dlgebra de Lie simples complexa €
maltipla da forma de Killing.

Demonstraggo. 3 é um produto escalar para o qual todos os ad (z) sdo anti-
autoadjuntos. Basta entdo ver a primeira parte da demonstrac¢ao do Teorema 10
atras, que é copiada do lema 7.6 de [M].

Coroldrio 15 Se a € uma subdlgebra de Lie simples e compleza de gl(n,C), a
sua forma de Killing é um maltiplo da forma trago

tr (XY), X, Y ea.

Compare-se tambem este resultado com o exercicio 12 do Capitulo 4 de [V].

10Na verdade estamos a adulterar o nome dado a B(X,Y) =Retr(XY) onde X,Y sdo
vectores de uma certa dlgebra de matrizes (cf.[BO]).
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1.5 Duas propriedades dos grupos de Lie

Juntamos nesta secgdo, sem razao especial, o estudo de duas propriedades dos
grupos de Lie, ou, mais precisamente, os resultados do estudo que fizemos.

A primeira propriedade, a unimodularidade, apenas tem a ver com a estru-
tura diferenciavel de um grupo topolégico localmente compacto. J4 utilizdémos
os resultados que se seguem, implicitamente, no Teorema 7 do §1.4. Mais tarde
veremos outras aplicagoes.

A segunda propriedade ja depende da estrutura semi-Riemanniana que um
dado grupo de Lie possua. Pomos a questao de saber quando é que uma conexao
semi-Riemanniana é completa.

1.5.1 Grupos de Lie Unimodulares

Dissemos atras que um grupo de Lie conexo é unimodular quando a sua dlgebra
de Lie é unimodular, isto é, verifica trad z = 0, para todo o vector .

Na realidade o termo ‘unimodular’ usa-se para designar qualquer grupo de
Lie que verifica outra condigao que vamos recordar dentro em pouco. No en-
tanto, se o grupo de Lie for conexo, as duas definigdes coincidem.

Vejamos algumas matérias que se aprendem em [Hig].

Seja G um grupo topoldgico localmente compacto e separado ndo necessé-
riamente grupo de Lie.

Denotamos C.(G) o conjunto das fungdes continuas f:G — R com suporte
compacto, isto é,

supp f = {g € G : f(g) # 0}

é compacto. O conhecido lema de Urysohn tem como coroldrio que C.(G) #
{0} (G # 0). C.(G) é um espago vectorial real. A uma aplicacdo linear nao
nula

1:Ce(G) — R,

tal que p(f) > 0 se f > 0, damos o nome de integral positivo em G. A um
integral positivo invariante a esquerda, isto é, u(f) = pu(f o Lg) para todo o
f € C.(G) e para todo g € G, chamamos um integral de Haar esquerdo em G.
Da mesma forma se define integral de Haar direito.

Teorema 1 Seja G um grupo topoldgico localmente compacto e separado. Ez-
iste um integral de Haar esquerdo p em G.

Da mesma forma, existe um integral de Haar direito v mas, em geral, u # v.
O préximo Teorema tambem tem um andlogo ‘a direita’. (Demonstragdes em

[Hig]).

Teorema 2 Se p e p' sao dois integrais de Haar esquerdos em G, entdo existe
A e RY tal que p' = .
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Seja p um integral de Haar esquerdo em G. Seja p, a aplicacdo R-linear dada
por pg(f) = p(f o Ry-1), definida em Cc(G) e com valores em R. pg é um
integral positivo e, Vh € G, f € C.(G),

tg(f © Ln) = p(f o Ln © Rg-1) = pu(f © Rg-1 0 L) = pg(F),

quer dizer, p, é um integral de Haar esquerdo. Pelo Teorema 2, existe A(g) €
R* tal que p, = A(g)p. E facil ver, usando novamente o Teorema 2, que
A(g) é independente do integral de Haar escolhido inicialmente. Uma vez que
R(g1gz)'1 = Rgl—lez—l, tem-se

A(g192) = A(g1)A(g2) = A(g291)-

Prova-se que A é continua. Logo A:G — R* é um homomorfismo de grupos
topoldgicos.

A A chama-se fung¢do modular esquerda.

O grupo G diz-se unimodular se A(g) =1, Vg € G. Tem-se entdo pg = p
e u(f) = pu(f o Ry) para todo g € G, ou seja, p € invariante & direita.

Reciprocamente, um grupo topolégico localmente compacto e separado que
admite um integral de Haar simultdneamente esquerdo e direito é unimodular.
Por exemplo, se G € abeliano, G é unimodular. Se é compacto, tambem, pois
A(G), sendo um subgrupo compacto de R*, tem de ser igual a {1}. (H4 outra
demonstracdo. Seja f = 1 € C.(G). 0 # u(f) = pe(f) = A(g)u(f). Logo
A(g)=1.)

Suponhamos agora G um grupo de Lie de dimensdo n. G é, como to-
das as nossas variedades, um espago topoldgico localmente compacto e sepa-
rado. O Teorema [V,2.11.2] implica que, sendo continua, a fungido modular A é
analitica. Vamos agora achar uma expressio para A.

Recordemos que a cada forma diferencial (serdo sempre diferencidveis e
globais) de grau n est4 associada uma medida de Borel néo negativa (cf.[V,p.12]).

Tal como definimos métrica invariante & esquerda (cf.(1.1)), podemos definir
formas diferenciais invariantes @ esquerda sobre G. Sao as que satisfazem, Vg €
G,

Lyw = w.

De entre as do mesmo grau, essas formas diferenciais formam um médulo. Ape-
nas com a multiplicacao por escalares, esse médulo ‘é’ o espago vectorial Ay (@),
o espaco das formas alternadas de grau p sobre g.

Assim, podemos concluir que existe uma forma diferencial w de grau n,
sobre G, invariante & esquerda, e que w é Unica a menos de multiplicagido por
uma constante real, pois dim A7(g) = 1.

A n—forma w define uma orientagao em G (cf.[V,p.12]). Posto que Ljw = w,
todas as translacgoes L, preservam a orientacdo de G. Precisamos agora de um
lema da teoria da integragdo em variedades.
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Lema 3 Sejam M e N variedades diferencidveis munidas de orientag¢do. Sejam
®: M — N um difeomorfismo que preserva a orientag¢do e w uma n—jforma
diferencial sobre N. Tem-se que

* o -1
Jyfwe= [rowm
para todo f € Co(M).

Demonstragao em [Hel|.

Proposicao 4 Seja w uma forma diferencial de grau n invariante d esquerda
num grupo de Lie G. A medida de Borel em G associada a w € um integral de
Haar esquerdo.

Reciprocamente, todo o integral de Haar esquerdo € uma medida de Borel.

Demonstragdo. Notemos p a medida de Borel. Como é bem sabido, p verifica
as condigOes para ser um integral positivo. Dando a G a orientagdo acima,
tem-se, para f € C.(G) e para g € G,

wfoLy) = [(oLw= [ Liw= [ fu=ur).

No outro sentido, o resultado vem pelo Teorema 2 e por existirem medidas de
Borel em G.

No essencial o que se segue estd demonstrado em [Hel]. Trata-se de outra
aplicacao do lema acima, depois de se conhecer a equivaléncia entre medidas de
Borel e de Haar.

Proposicio 5 A func¢do modular verifica A(g) = |det Ad(g)™}|, para todo
geaqG.

Coroldrio 6 (lema 6.1 de [M]) Um grupo de Lie G é unimodular sse Ad (g)
tem determinante £1, Vg € G.

Por exemplo, um grupo de Lie munido de uma métrica bi-invariante < , > de
assinatura qualquer é unimodular. De facto, por < , > ser Ad (G)-invariante,
nao é dificil perceber que a condi¢do do corolério 6 é satisfeita. Em particular,
todo o grupo de Lie semisimples é unimodular!?.

Os dois resultados seguintes estdo demonstrados em [M].

Lema 7 (lema 6.2 de [M]) Se G € um grupo de Lie que admite um subgrupo
discreto T' tal que a variedade quociente G/T' é compacta, entdo G € unimodular.

11h3 outra prova: um grupo de Lie semisimples ndo pode admitir o ideal ker A de dimenséo
n-—1.
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Em termos da algebra de Lie g do grupo temos o seguinte critério, que ja
haviamos anunciado.

Proposicao 8 (lema 6.3 de [M]) Um grupo de Lie conezo é unimodular sse
g € unimodular. :

Por exemplo, se ¢ é nilpotente, ad (z) tem trago nulo, Vz € g.

Como tr (AB) = tr (BA) para quaisquer matrizes A e B, tem-se, em qual-
quer 3lgebra de Lie g, trad[z,y] = tr[adz,ad y] = 0. Ent&o a aplicagéo linear
g — R (z — trad(z)) é um homomorfismo de édlgebras de Lie. O seu niicleo

u={zeg:trad(z) =0}

é um ideal que contém [g,g]. U chama-se o kernel ou nicleo unimodular de g
e, como algebra de Lie, U é unimodular (6bvio). Todo o grupo de Lie conexo
com élgebra de Lie reductiva é unimodular, pois g = Z(g) @ [g,8]. E o caso
dos compactos.

Repare-se ainda no simples facto que é afinal praticamente o unico desta
seccao que nos serd Util mais tarde. Sejam U; (¢ = 1,2) os kerneis unimodulares
das 4lgebras de Lie g, (1 = 1,2) e seja g:g; — g, um isomorfismo. Tem-
se entdo g(U;) = Uy. Para a demonstracdo basta lembrar que trad(gz) =
tr (gad (z)g~!) = trad (z).

1.5.2 Estruturas semi-Riemannianas completas

Toda a variedade Riemanniana compacta é completa. Isto é imediato a partir de
um muito conhecido resultado da geometria Riemanniana, o Teorema de Hopf-
Rinow (cf.[BO]). H4 exemplos de variedades semi-Riemannianas compactas e
nao completas (cf.[BO,p.193]).

Toda a variedade Riemanniana homogénea é completa. Por dois caminhos
se chega a essa conclusdao. Um passa novamente por Hopf-Rinow e por todo o
espaco homogéneo localmente compacto e métrico ser completo (Banach). O
outro é uma demonstracdo directa que se encontra em [KN,I,p.176]. Assim,
os grupos de Lie com métrica definida invariante & esquerda sdo completos.
H4 exemplos de variedades semi-Riemannianas homogéneas e ndao completas
(cf.[BO,p.257]). H4 exemplos, nomeadamente, como veremos, com grupos de
Lie munidos de métrica invariante & esquerda.

Afortunadamente, quando as duas condig¢bes, compacta e homogénea, se
juntam, a variedade é completa.

Teorema 9 (Marsden) Uma wvariedade semi-Riemanniana compacta e ho-
mogénea € completa.

Corolédrio 10 Um grupo de Lie compacto com estrutura semi-Riemanniana in-
variante & esquerda é completo.
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Em estilo de exercicio adaptaremos a demonstragdo que vimos em [BO,p.258]
do Teorema acima ao caso dos grupos de Lie. Para isso necessitamos do tensor
derivagao de Lie £, associado, aqui, & estrutura semi-Riemanniana, e do conceito
de campo de Killing. Um campo vectorial diferencidvel = sobre uma variedade
diz-se um campo de Killing se L, < , >=0.

Combinando dois resultados de [BO] temos o seguinte lema de que néo con-
hecemos referéncia.

Lema 11 Os campos vectoriais invariantes a direita sobre um grupo de Lie
G sao campos de Killing (para a estrutura semi-Riemanniana invariante a es-
querda).

Demonstragdo. E sabido que a derivada de Lie em variedades quaisquer de um
campo tensorial A, segundo um campo vectorial diferencidvel z, verifica

o
LaA = lim = (¢ (4) — 4),

onde {9;:} é o fluxo de z (cf.[BO,p.250]). Seja agora z um campo vectorial
invariante & direita sobre G. Determinemos o fluxo de z. Como z é invariante
a direita, uma sua curva integral maximal o que comece em 0, isto é,

a:I — G diferenciavel, de dominio I C R méximo e tal que

a(0) =e, o(t)=zTap),

é exactamente o subgrupo a um pardmetro de G associado a z (que é induzido
por existir um e um s6 homomorfismo de grupos de Lie a:R — G que tem por
derivada o homomorfismo

t% — tx

entre as algebras de Lie R e a dos campos vectoriais invariantes & direita sobre
G (cf.[V,p.84 e 71])). Seja {1:} o fluxo de z. Temos entdo ¥ (e) = a(t). Agora

dRy o do
<T>o = Ry, (E(U)) = Ry, . (z) = x4,

logo v:(g9) = af(t)g, ie., ¥ = Lyy. Entdo ¢ é uma isometria, ou seja,
P; <, >=<, >. Pela igualdade inicial, £, <, >=0 c.q.d.

Demonstragao do corolario 10. Pela regra do produto de um operador de deri-
vagdo (cf.[BO,p.44]), temos que £, <, >= 0 sse

z <u,v>=<[z,u],v> + <u,[z,v]>

para todo o u,v campos vectoriais diferencidveis sobre G. Finalmente, para
mostrar que G é completo, basta ver, como é ficil perceber, que qualquer
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geodésica v:[0,b[— G é prolongével para além de b por uma geodésica. Seja
entdo (sk), [y Uma sucessao convergente para b. Se necessério passando a uma
subsucessdo, (y(sg)) converge para um ponto g € G. Vejamos que tambem
(7/(sk)) é convergente. Tomando um campo de referenciais (z;)i<i<n invari-
ante & direita sobre G, queremos ver que <7v'(sk),z;> converge, V1 < i < n.
Por um lado, pelo lema e pela equivaléncia acima,

z; <Y, v>=2 <[zi, 7], 7> -
Por outro, V<, >= 0 implica
T, <Y,y >=2 <V, ¥, Y'>,

onde tambem notamos 4’ um prolongamento de 4’ a todo o G.
Entao, como a conexao de Levi-Civita tem torsdo nula,

<%, T3,y >=<Vg, 7, 7> = <[z:;,7],7>=0.

Agora
d / / ’ / /
o (<7 miz>qm) =9 < je=< VV' Y, zi> + <y ’VV' z>=0,

donde se conclui que <7, z;> é constante sobre a curva v e que, por isso, v'(s)
converge para um vector v € T,G.

Temos uma curva v’ em TG. Prova-se que 4’ é uma curva integral de um
certo campo vectorial'? diferencidvel sobre TG, que notamos ¢ (cf.[BO,p.70])
e que tem a propriedade de 7 o § ser uma geodésica de G se § é uma curva
integral de £, onde 7:TG — G é a projeccao do fibrado tangente.

Ora o facto de (v/(sk)) convergir, implica que ' é prolongével para além de
b como curva integral de ¢ (cf.[BO,p.30]). Entdo 7o+ é um prolongamento
geodésico de 7, para além de b, c.q.d.

Conseguimos assim fugir ao calculo variacional que a demonstragao do Teo-
rema de Marsden contem.

Lembremos aquilo que ji4 mostrdmos no §1.4. Todo o grupo de Lie com
métrica bi-invariante é completo. Em [BO] a demonstracio deste facto vem
depois de se mostrar que toda a variedade semi-Riemanniana simétrica é com-
pleta (uma geodésica prolonga-se para a ‘frente’ por simetria com o caminho
que percorreu ‘atras’).

Mostremos agora um exemplo de um grupo de Lie semi-Riemanniano nao
completo. E necessério o Teorema que classifica todas as formas espaciais (ver
p-12) e cuja demonstragdo se encontra em qualquer um dos [BO;KN;W]. Apre-
sentamos uns tragos desse trabalho, mas, lamentavelmente, sem tocar no essen-
cial que a questdo encerra — o Teorema de Cartan-Ambrose-Hicks.

12este campo vectorial, grosso modo, corresponde a 7"’.
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Toda a conexdo numa variedade de dimenséo 1 é plana (R = 0). Uma forma
espacial unidimensional coincide com a geodésica completa que ela contem, logo,
é difeomorfa a R ou a T. Seja n > 2 e considere-se o espago semi-Euclideano
R™*! com a sua métrica b de assinatura (s,n+1—s) onde 0 < s < n (cf.§1.1).
Seja 7 € R*. Os conjuntos

St ={z e R :b(z,z) =%},

H? = {z e RI*! : b(z,z) = —r?}

chamam-se, respectivamente, esfera semi-Riemanniana e espaco hiperbdlico.
Prova-se que S e H" sio subvariedades semi-Riemannianas de R?*?, de di-
mensao n, completas e de curvatura seccional constante ;1; e —-T—I;, respectiva-
mente. Prova-se tambem que

S™ ~R® x S~ HP (1.9)

onde ~ denota ‘difeomorfo a’ e S™~° é a conhecida esfera (Riemanniana) de
dimensao n — s.

Agora, é sabido que toda a variedade conexa M tem um espago de cober-
tura universal M. Quando M é semi-Riemanniana é possivel construir em M
tambem uma estrutura semi-Riemanniana tal que a aplicagao de cobertura &,
localmente, uma isometria. M é entao simplesmente conexa, completa se M o
for e com as mesmas curvaturas em cada ponto (ver nota de roda-pé no final do
§1.2).

Pelo que se viu, tem-se, para n — s # 0,
@:S?el—fg:szHﬁ_s sse. n-—s#L

Como se sabe, St = R, logo, SZC 1~ R~ ﬁf Notemos ,g'v}} a componente
conexa de (0,...,0,1) em S e H} a componente conexa de (1,0,...,0) em Hf.
A restrigao dos difeomorfismos (1.9) mostra que S? ~ R"™ ~ H. Concluindo,

todos os S, H sdo simplesmente conexos.

Teorema 12 Formas espaciais simplesmente conexras sdo isométricas sse tém
a mesma dimensao, indice e curvatura seccional.

Coroldrio 13 (classificacao das formas espaciais) Seja M uma variedade
semi-Riemanniana de dimensdo n > 2 e métrica de assinatura (s,n —s). M ¢é
simplesmente conexa, completa e de curvatura seccional constante K € R sse é
isométrica a um dos espagos

Sn se K >0, R} se K =0, H? se K<0

onde r € RY ¢ escolhido apropriadamente.
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Finalmente, prova-se que toda a forma espacial M ¢é isométrica a variedade
quociente M /T" (as variedades quociente tém uma estrutura semi-Riemanniana
canénica dada por M), onde I é um grupo de isometrias de M que tem, por-
tanto, uma acgao propriamente descontinua sobre a forma espacial simplesmente
conexa M.

Exemplo de um grupo de Lie semi-Riemanniano nao completo. Consi-
dere-se a dlgebra de Lie do “exemplo especial” do Capitulo 3 e G um grupo de
Lie simplesmente conexo que lhe esteja associado. Existe um tal G. Pelo que
se demonstra naquele Capitulo, G é resolivel. Entao, por [V,Teorema 3.18.11],
ficamos a saber que G é difeomorfo a R™.

Resumindo o corolério acima, temos que uma forma espacial simplesmente
conexa de dimensdo n e indice s é difeomorfa a R™ sse

=nn—1e K>0 ou
(M) k=0 ou
s=0,1 e K<0

Demonstra-se que podemos dar a G uma estrutura semi-Riemanniana indefinida
de qualquer indice com K € R qualquer como curvatura seccional — constante
(ver Teorema 2). Escolhendo s e K fora dos casos # temos que G ndo pode
ser completo para essa estrutura. G é o exemplo pretendido. (Questao: a que
condi¢ao obedece afinal um grupo de Lie semi-Riemanniano para ser completo ?
Particularmente, quando é que uma estrutura semi-Riemanniana invariante a
esquerda é completa ?)

Se o : I — M é uma geodésica numa variedade semi-Riemanniana M, entdo
<o',0'> é constante ao longo de o visto que

! /
Gl =0 ' <0',0'>=2<V ,0',0'>=0

dt o
E entdo costume falar em curvas geodésicas o tipo espago, tipo tempo e tipo luz
se, respectivamente, <o’,0'>> 0, < 0 ou = 0. H4 exemplos de variedades com
curvas completas e ndo completas dos trés tipos, mostrando que aqueles con-
ceitos sdo todos independentes. Em [BEE] encontra-se um estudo aprofundado
destas questoes, bem como da possibilidade de extender uma variedade. Uma
variedade semi-Riemanniana conexa M diz-se ertensivel se existe uma varie-
dade semi-Riemanniana conexa M e uma aplicagdo diferencidvel f: M — M,
isometria de M sobre f(M) aberto estrictamente contido em M.

Proposicao 14 Seja M uma variedade semi-Riemanniana conera. Se M é
completa, entGo M ndo € extensivel.

Demonstragao (resolugdo de um exercicio de [BO]). Toda a variedade é local-
mente conexa por arcos. Munida de uma estrutura semi-Riemanniana, é possivel
arranjar vizinhancas de cada ponto da variedade onde dois quaisquer pontos
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podem ser ligados por uma curva geodésica'®. Aceitando este resultado, supon-
hamos por absurdo que M é extensivel. Identificamos M a f(M), sem o que
apenas se sobrecarregaria a notagdo do que se segue. Seja mo € OM e U uma
vizinhanga convexa de mp em M. Tomamos m € U\ M, m € M NU e
c:0,1] — M uma geodésica ligando m a m. Como M é aberta em M, perto
de m a sua conexdo coincide com a de M , logo, hé uma restrigdo de o que é
uma geodésica de M. Como M é completa, essa restrigdo prolonga-se a uma

geodésica 0 : R — M. Por unicidade das curvas integrais, ojjo,; = 7, donde
(1) =m =o(1) € M. Absurdo!

1.6 Produtos semi-directos de Grupos de Lie

O facto de em [M] encontrarmos um estudo sobre a métrica de um certo pro-

duto semi-directo de grupos de Lie e o facto de termos generalizado em parte

esse estudo, bem como a necessidade de encontrar grupos de Lie simplesmente

conexos, levaram-nos a dedicar uma secgao ao assunto que esta tem por tema.

Sejam A e B dois grupos de Lie conexos e t:B — Aut A um homomorfismo

de grupos de Lie'%. O produto semi-directo A @; B, isto é, a variedade A x B
com operagao ~ _
(a,8) - (a,8) = (ats(@), bB)

(a,a € a, bb e b), tem 4dlgebra de Lie, a menos de isomorfismo, o produto
semi-directo @ X, b das respectivas algebras de Lie a e b de A e B, onde
0:b — Dera é um homomorfismo de 4lgebras de Lie. Se t, € Aut A, entdo
dty € Aut a. Pela igualdade

ty(exp z) = expdtp(z)

se vé que o homomorfismo de grupos b — dt;, é analitico (lembrar que a estrutura
analitica de Auta@ vem de este ser um subgrupo algébrico de GL(a1)). o é a
derivada desse homomorfismo. Temos entdo, numa notagao mais flexivel do que
a correcta, para quaisquer z,z’ € @, y,y’ € b,

[z+y,2' +9]o = [z,2] + o(¥)(z') — 0 (') (z) + [3, V]

(n8o perder o juizo do sentido daquelas somas). Esta equagido mostra bem a
‘bilinearidade’ de [ , ],, mostra que @ é um ideal e que b é uma subélgebra de
Lie.

Lembremo-nos, como referéncia, do Teorema de Levi-Maléev que diz que
toda a élgebra de Lie g é produto semi-directo § X, § do seu radical ¢ e de
uma subélgebra semisimples maximal §.

13Essas vizinhancas tomam a designagio de convezas (cf.[BO]).
ver em [OV,]I] como obter uma estrutura de grupo de Lie em Aut (A).
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Vejamos como se constréi o grupo de Lie associado a um produto semi-
directo.

Teorema 1 Sejam 0y, e by, dlgebras de Lie e Hy, Hy os respectivos grupos de
Lie simplesmente conezos associados. Seja o uma representacdo de ho em b1
tal que o(y) € Derhy; c gl(h,), Yy € b,. Entdo existe um homomorfismo de
grupos de Lie

t: Hy — Aut H;

tal que B, x, b, € a digebra de Lie do grupo de Lie simplesmente conezo
H; & Ho.

Demonstragio. o:§, — Derl); é um homomorfismo de dlgebras de Lie, entao,
como Hj é simplesmente conexo, existe m: Ho — Auth, tal que dr = o
(cf.[V,Teorema 2.7.5]). Pela mesma razéo, para cada hy € Ha, Itp, € Aut Hy
tal que m(hy) = dtp,. Como d:Aut H; — Autl, é um isomorfismo, t = d~1n
é um homomorfimo de grupos de Lie. E agora trivial verificar que a algebra de
Lie de H; &; Ho é f)l X b2.

Coroldrio 2 Seja g = hd < u > com Dg C ). Seja G um grupo de Lie
associado a § e H um subgrupo de Lie de G simplesmente conexo associado a
h. Entdo um grupo de Lie simplesmente conezo associado a @ é H ®; R, onde
t:R — Aut H € dado por

ts(h) = exp(su) h exp(—su), VseR, he H,
e exp € a exponencial de G.

Demonstraggo (nao conhecemos referéncia para este resultado). ¢ estd bem
definida porque exp(—u) = exp(u)~! e, sendo fj um ideal de g, H é normal
em G. Tendo em conta a demonstracao do Teorema, vamos mostrar que g é
isomorfa a fj x, R onde o : R — 8} é dada por

oc=dnr e 7=dts.

Sendo H @é; R simplesmente conexo e associado a [) x, R isto respondera ao
nosso problema. Dado s € R, notando ts o prolongamento natural de t; a G,

m(s) =dts = d(t;)]b = Ad (exp(su))'b — ead (su,)lb y

Logo
o(s) = dn(s) = ad (Su)lh

O produto de Lie em b x, R é dado por, Vz,z’ € fj, 5,5’ € R,

[s,5']o =0, ;%] = 2,27 [s,z] = o(s)(z) = [su,z].
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O isomorfismo de g para aquele produto semi-directo z+ su — (s, z) é o procu-
rado.

Trés exemplos cldssicos de produtos semi-directos.

1. Seja V um espago vectorial de dimensao finita. V pode ser entendido como
uma &lgebra de Lie abeliana e neste caso DerV = g[(V). Dada uma rep-
resentacdo p: @ — @l(V) de uma &lgebra de Lie g qualquer, podemos nat-
uralmente formar o produto semi-directo V' x, g. Se G é um grupo de Lie
simplesmente conexo associado a g, pelo Teorema 1, existe uma representacao
de GemV, R:G — GL(V), dada por dR = p, tal que V @g G é o grupo de
Lie associado a V' x, @.

2. Dado um espago vectorial V' é possivel definir em TV = V x V uma conexao
que tem como geodésicas as rectas de V, isto é, s — m + sv (m,v € V, s € R).
Das equacées

exp,,(sz) = m + sz, foexp,, =expym) 0dfm

(m,z € V, s € R) se deduz que todas as transformacoes afins de V sao do tipo
f(x) = F(0) + dfo(z). Se f(0) =0, entdo f € GL(V). Se dfp = Id, f é uma
translaccao. Por defini¢do de transformacao afim, o conjunto das transformagoes
afins forma um grupo para a composi¢do, que denotamos GA(V) (cf. final
da nota sobre variedades homogéneas do §1.2, 13). Identificando o subgrupo
abeliano das translacgoes t,:z +— v+ z com V, temos que

GA(V) =V @ GL(V),
pois, tomando f; =t,, 0g9; =v; +gi(-), vi € V, gi € GL(V), i = 1,2,
fio fa=v1+ g1(v2) + 9192(-) = toy+g:(va) © 9192

Pelo que vimos no inicio desta secgao, GA(V) tem algebra de Lie V x1q g[(V)
(compare-se este exemplo com o primeiro).

3. A conexdo de que se fala no ponto 2, pode ser a conexdo de Levi-Civita de
umas certas métricas que se fixam em V. Olhando para V como um grupo de
Lie abeliano e fixando um produto escalar em V(~ TyV), a métrica induzida
invariante & esquerda (bi-invariante) é plana. Nao é dificil ver que, indepen-
dentemente da estrutura semi-Riemanniana assim construida, as geodésicas sdao
sempre as rectas de V (basta pensar na equagdo diferencial que as define).
Agora, o subgrupo Z(V') de GA(V) das isometrias de V, que neste caso se cos-
tuma notar E(V'), é composto pelas fungdes f tais que dfy € O(V). Assim, o
chamado grupo dos movimentos rigidos de V é o produto semi-directo

E,(V)=Ve&uo(V).

Sdo usuais as abreviaturas Eo(V) = E(V) e E;(R?) = E(1,1). A slgebra de
Lie de E;(V) é ¢4(V) =V X149 0(V). Veja-se tambem a este propésito o final
do §1.1.
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Dada uma 3lgebra de Lie f) e uma sua derivagio ¢ qualquer vamos notar

(b:d’):b Xq R,

onde o :R — Derf) ¢ dado por o(1) = ¢. Tambem escreveremos f) x4 <

u >= (},4), com u denotando formalmente um novo vector. fxy < u >
é simplesmente a algebra de Lie livre gerada pelo ideal f) e por u e tal que
ad (u) = ¢. Chamamos a (), ¢) uma slgebra de Lie split.

Claramente, qualquer algebra de Lie g, tal que Dg # g, é isomorfa a
(h,ad (u)lb)’ onde f) é um hiperespaco que contém Dg e < u > é um su-
plementar de f). Sao precisamente estas algebras que nés vamos estudar até ao
fim desta secgao.

O préximo lema é verdadeiro para qualquer algebra de Lie reductiva, isto é,
néo é necessaria a hipétese sobre a dimensio (cf.[V,Teorema 3.16.3]). O interesse
do resultado estd na demonstracgao trivial, comparada com a do caso geral, que
se arranjou.

2

Lema 3 Seja g uma dlgebra de Lie tal que Dg ¢é semisimples e tem codi-
mensdo 1. Entao

g =Z2(g)eDg.

Demonstragao. E sabido que as derivagdes de uma algebra de Lie semisimples
[ sdo todas interiores, isto é, ad (I) = Der (). Seja agora u € @ tal que g =
Dgd < u >. ad (u)|g/ é uma derivagido de g’ = Dg, entdo pela hipétese
Jz € Dg tal que ad (u)lg, = adgf(z) = ad(x)|g,. Daqui sai

u—z € 2(g).

Obviamente, § =< u — z > @g’, donde, se virmos que dim Z(g) = 1, estd
provado. Suponhamos A(u —z)+y € Z(g) com A € Re y € g’. Claro que
y € Z(g). Entao tambem y € Z(g’) =0, c.q.d.

Um caso bem conhecido em que podemos aplicar o lema anterior, sabendo
que 5/,, é semisimples de dimensdao n? — 1, é

gl.=3osl,
onde 3 é entdo igual a < I >. Assim Z(GL,) = {al : o € R\ {0}}.

Recordemos do §1.1 a nogdo de operador anti-autoadjunto de um espaco
vectorial V' munido de um produto escalar . De forma semelhante se define
operador autoadjunto. E aquele que satisfaz

<Lz,y>=<x, Ly>

para todos os vectores z,y € V.
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Lema 4 Qualquer endomorfismo linear L de um espago vectorial com produto
escalar se decompde na soma
L=A+S

onde A € anti-autoadjunto e S é autoadjunto.

Demonstragdo. Imediata.'®

Suponhamos agora que a algebra de Lie g, com um ideal U de codimensio
1, tem um produto escalar < , > tal que U é no degenerado. Escolhamos um
vector b € g unitério ortogonal a U e denotemos L = ad (b). Sejam A e S
tais como no lema acima. Considerando um grupo de Lie associado a g com
estrutura semi-Riemanniana invariante a esquerda induzida pelo produto escalar
de g, o subgrupo associado a U é uma subvariedade semi-Riemanniana para a
estrutura induzida pela do grupo maior. Como dissemos no §1.2, a conexao
induzida V em U coincide com a sua conexdo de Levi-Civita.

Lema 5 (generalizacdodo lema 5.5 de [M]) Nas condigées acima, para to-
dos os vectores u,v € U,

Vbb=0, Vb'u,=Au, Vy b=-5u
Vuv=-V_uv+e<Su,v>b, onde € =<b,b> .
Demonstragao. Usando a férmula de Koszul (1.8), p.14, vem

<Vb b, z2>=<[z,b],b>=0,

<Vyu,z>= %(<[b,u],z> - <|u, z],b} + <[z, b],u>),

Vz € g, donde se deduzem as duas primeras férmulas do lema. A terceira vem,
por exemplo, de (1.2), p.8. Para a quarta s6 temos de calcular

1
<Vyv,b> = 5 (<[u,v],b> — <[v,b],u> + <[b,u],v>)

1
= 5 (0+ <Lv,u> + < Lu,v>) =< Su,v> .

Precisamos de outro lema de 4lgebra linear.

Lema 6 Se S € um endomorfismo autoadjunto de um espaco vectorial V' com
produto escalar, satisfazendo a condig¢do para todo o x €V

<z,z>=0 = <Sz,z>#0,

entao existe uma base ortonormada de V' constituida por vectores préprios de S.

15ter em conta o adjunto de L, isto é, o operador L* que satisfaz < Lz,y>=<x, L*y>.



Capitulo 1, §1.6 51

Para a demonstracao ver W.H.Greub, Linear Algebra, 3% edigao, Springer, p.272.

Demonstracio do lema 15 do §1.8.2. Se b L g’ entdao g’ C U =< b >1, que é
um ideal de codimensao 1 ndo degenerado. Notando L = A + S como acima,
temos, se <z,z>= 0 (z # 0),

<Sz,z>=<(L — A)z,z>=<Lz,z># 0.

Existe entao uma base ortonormada (u;)2<i<n de vectores préprios de S (n é a
dimensao de g). Temos, veja-se (1.5) ou (1.4), p.10,

r(b) =€ K(bu) =Y € <R(bui)b,u>,

onde € =<b, b>, €; =<e;,e;>. Ora, sendo A; o valor préprio de wu; ,
<R(b,u)b,ui> = —< Vb Vui byu> + <V’Uri Vb b,u;> + <V[b,ui] b, u;>
= <ASu;,ui> +0+4+ <—SLu;,u;>
= X <Aui,ui> = <Aui,)\iui> = <S2u,~,ui>
= —)\? <u;, Ui>= —)\3 €;.
Agora é facil ver que r(b) = —tr S? < 0, dando-se a igualdade sse S = 0.

Continuando os célculos desta tltima demonstracio, chegamos ao seguinte
resultado de cujos detalhes da prova poupamos o leitor.

Lema 7 (generalizacdodo lema 5.6 de [M]) Nas condicées do lema 15 do
§1.3.2 e da sua demonstragao, notando, respectivamente, £ e £ as curvaturas
escalares dos grupos de Lie associados a @ e U, temos

E=C—€(trS)? — etr (S?).



2 O caso da dimensao 4

Veremos no Teorema 2 do Capitulo 3 a caracterizagdo completa da curvatura
semi-Riemanniana invariante & esquerda dos grupos de Lie ndo abelianos de
dimensao 2. Note-se que estes fazem forgosamente parte do “exemplo especial”.

Em [M] encontramos o estudo das curvaturas Riemannianas dos grupos de
Lie de dimensdo 3 com métrica invariante a esquerda. O caso da assinatura
(—,+,+) foi estudado em [CorPar].

O que se impunha agora e desejdvamos apresentar aqui era um estudo com-
pleto da curvatura seccional dos grupos de Lie de dimensdao 4 munidos de
métricas invariantes a esquerda de indice 0, 1 ou 2. O tempo ndo nos permitiu
e finalmente pouco se conseguiu.

2.1 Classificacao

Por classificagao dos grupos de Lie de dimens&o 4 queremos dizer a determinagao
de todas as algebras de Lie nao isomorfas. Obtivemo-las ‘fazendo splits’ (cf.§1.6)
das de dimenséo 3, que j& estavam completamente determinadas em [M] de
modo simples, depois de mostrar que nenhuma podia ter dimg’ = 4. Depois,
tentamos achar alguns exemplos de grupos de Lie associados aquelas dlgebras,
mas nem sempre conseguimos. H4 trés tipos de grupos de Lie que teimam em
nao ser vistos.

S6 ja perto do fim do trabalho descobrimos em [OV,III] uma tabela com
todas as dlgebras de Lie complexas de dimensao 4. Por af se conclui o préximo

resultado (lembrar a férmula dimg @® = dimp @). Apresentamos, no entanto,
a demonstragao tedrica.

Proposicao 1 Nao ezistem dlgebras de Lie § de dimensao 4 tais que Dg = g.

Demonstragdo. Supondo que existem, vejamos primeiro que g terd de ser sim-
ples. @ néo é resolivel, logo g néo tem ideais de dimenséo 2 - f e g/f resoltveis
implica g resolivel — nem de dimenséo 3 — g =1® < b >, entdo g’ C i. Supon-
hamos que g tem um ideal unidimensional i=< b >. O lema [V,3.18.3] garante
a existéncia de uma subélgebra § tal que g =5 ®1. Dg = ¢ implica [5,5] = 5,

52
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donde § é simples (ver [M]), com constantes de estrutura nalguma base (z,y, 2)
dadas por

[z,9] = 0z v, 2] = Bz [2,2] = 1y
onde a, 3,7 € R\ {0}. Seja Ay € R : [b,z] = \;b e defina-se Ay, A, da mesma
forma.

[z, y], 8] + [[y, b], 2] + [[b, =], 9]
(—ad; — A +AzA)b = 0,

donde )\, = 0 e, por contas parecidas, A; = A\y = 0. Assim i = Z(g), pelo que
g’ =5, o que é absurdo.

g ndo tem qualquer ideal préprio nao nulo, logo g é simples. Necessitamos
agora, novamente, da Teoria das subdlgebras de Cartan (cf.§1.4, p.32) que vamos
usar para a algebra semisimples g°¢. Seja [) uma subdlgebra de Cartan de g¢ e

9°=Pay.
a€A

uma decomposigao por raizes de (g°,f)). A teoria revela que os subespagos raiz
d,, sdo unidimensionais, como ja tinhamos referido, e aparecem aos pares, isto
é, @ € A= —a € A (cf.[V,coroldrio 4.3.2]). Daqui se conclui que ) sé pode ter
dimensao 2. Partindo das igualdades

[hl, h2] = 0, [hi, y] = a(hi)y, [h,‘, Z] = —Ol(h,;)l,

onde (hi,hg) é uma basede ), g, =<y >,g_,=<z>e ach” édada por
a(h;) € C (i = 1,2), se deduz que Dg® tem no maximo dimensdo 3, o que é
absurdo. Estd demonstrada a proposigao.

Toda a algebra de Lie quadridimensional é entdo do tipo
g=bhxy<u>=(h,9)

onde § é um ideal que contem Dg. g é split no sentido da defini¢do da p.49. E
facil perceber que para determinar as algebras de Lie de dimensao 4 nao é preciso
fazer splits de todas as de dimensdo 3. Basta fazé-lo com as nao isomorfas.

Lema 2 Sejam by, Y, duas dlgebras de Lie e ¢; uma derivacdo da primeira.
Se by, ~b,, entdo existe uma derivacio ¢2 de by, tal que (B, ¢1) ~ (§4, ¢2).

Demonstragao. Imediata. As derivagdes sao conjugadas pelo isomorfismo de f);

para b ,.

Em [M] encontramos a seguinte classificagdo das algebras de Lie de di-
mensao 3. Prova-se que para as unimodulares existe sempre uma base (e;)1<i<3
tal que

[e1, e2] = Ases, [e2,e3] = Aieq, les, e1] = Azen
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(A\i € R) e que as classes de isomorfismo sdo determinadas pelos sinais de
A1, Az, As.

Tabela 1
Grupos de Lie de dimensao 3 (unimodulares)
h, | assinatura | grupo de Lie
i | de (A1, A2, A3) associado
1 +,+,+ SU, compacto e simples
2 +,+,— SL, simples e ndo compacto
3 +,+,0 E(2) resolivel
4 +,—,0 E(1,1) resoldvel
5 +,0,0 Hj nilpotente
6 0,0,0 ReRBR abeliano

Lembrar que H3 é o grupo de Heisenberg (ver p.19). Veja-se nos exemplos do
§1.6 quem sao os grupos E(2) e E(1,1).

Lema 3 (lema 4.10 de [M]) Se o grupo de Lie conezo H é nao unimodular,
entdo a sua dlgebra de Lie tem uma base (e;)1<i<3 tal que

[61, 62] = ey + ﬂe3)

le1, e3] = ves + bes,

com [ea,e3] =0, e tal que a matriz

(3 1)

tem traco o+ 6 = 2. Se excluirmos o "caso especial” em que A = I, entdo o
determinante D = aé — By dd um invariante por isomorfismo completo'® para
esta dlgebra de Lie.

Ver as demonstragoes destes factos em [M]. Note-se que todos os grupos nao
unimodulares sdo resoldveis. Do lema 3 do §1.6, p.49, e da tabela 1 se conclui
o préximo resultado.

Proposicao 4 Com excepgdo dos localmente isomorfos a
R® SU, ou a R@SLg,

todo o grupo de Lie de dimensao 4 € resolivel.

16com invariante completo quer-se dizer que estd em causa uma equivaléncia. Por exemplo,

no lema, D determina univocamente uma classe de isomorfismo daquelas dlgebras de Lie.
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Deduzimos 19 tipos distintos de grupos de Lie. Como nao faz parte dos objec-
tivos do nosso trabalho, remetemos o leitor interessado nesta deducdo para o
apéndice A. Eis, na tabela abaixo, as dlgebras de Lie dos 19 grupos. As duas
primeiras séo as reductivas ndo comutativas. Destas, apenas g; é compacta.

Legenda. 1. *:= Z(g) C Dg; ** := Dg C Z(g) 2. As seguintes condigdes
tém de ser satisfeitas: ¢ € GL3; (,6,v € R, { qualquer, § > %, v # 0.
3. Lembremo-nos que a algebra de Lie § faz parte do “exemplo especial” (f =<
{b,v} >, [b,v] =v). 4. Repare-se que a condicao ((1 — () < % é sempre satis-
feita. 5. (1 — (), 6,7 s@o invariantes por isomorfismo completos e sé entre as
lgebras de Lie g,,(¢) é que pode haver isomorfismos (ver como no apéndice
A, p.73). Todas as outras s@o nao isomorfas. 6. gg,gm,]R4 sao as Unicas
nilpotentes. 7. Podemos ainda descrever:

95 =bhs xR, gg=h, xR, go=bhsxR, leﬁ]szf

onde § é ndo abeliana. 8. O risco a 14/19 da tabela separa as g, que sao split
de élgebras de Lie unimodulares, das g, que sao split de ndo unimodulares.
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Tabela 2
Algebras de Lie de dimensdo 4
g, estrutura | dim estrutura de g
i de g’ Z(g) (u,z,y,2) é uma base
1 b, 1 |su;xR
2 b, 1 |slxR
3 R2 0 [z,y) =2 [y,2]=0, [z,z] =y,
[u,z] =0, [v,y] = v, [u, 2=z
4 R? 0 i Y f ndo abeliana
5 R? 1 [z,9] =2, [y,2]=0, [z,2] =1,
ad (u) =0
6 R? 1 [x,y] = -z [y,z] =0, [z,.’L‘] =Y,
ad (u) =0
7 (C) b5 0 [z,y] = €3, [-'L" 63] =0, [yv 63] =0
[u> :1:] = (z, [uv y] =(1- C)yv [u7e3] = €3,
8 () hs 0 [z,y] =es, [z,e3]=0, [y,e3s]=0
[u’ (L‘] =Y, [ua y] = =6z +y, [ua 63] = €3,
9 R 2 | [zyl=2 ad(2)=0, ad(u)=0
10 R? 1* [z,y] =2, ad(z) =0,
[u,2] =0, [a9]=2
11 b 1* | [z,y] =2, ad(z)=0,
[u, ‘T] =z, [u’ y] =Y
12 he 1* | [z,y) =2, ad(z)=0,
[u’ '7"] =Y, [u, y] =-T
13 0 4 |R?
14 () b 0 |R3xy <u> (dete#£0)
15 R? 0 [u,z] =0, [u,y]=2, [u,z2]=0,
[z,y] =y, [z.2]l=2 [y,2]=0
16 R? 1 |ad(u) =0,
Zyl=y, [r,2]=2 [y,2]=0
17 (v) R? 1 | ad(u)=0,
[z.0l=2y+2, [z,2]=7y, [y,2]=0
18 R 2 ad(u) =ad(z) =0, [y,z]=2
19 R? 1* [u,z] =2, [u,y] =0,
[z,y] =y, ad(z)=0
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2.2 Meétricas bi-invariantes e métricas planas

Vamos primeiro sé determinar que grupos de Lie de dimens3o 4 aceitam métricas
bi-invariantes. Fique desde ja acente que quando se falar da unicidade de certa
estrutura semi-Riemnniana num grupo de Lie, quer se dizer ‘a menos de iso-
morfismo isométrico’.

Nenhuma algebra de Lie de dimensdo n tem centro de dimensdo n — 1.

Lema 1 Seja G um grupo de Lie de dimensdo n munido de uma métrica < , >
bi-invariante e § a sua dlgebra de Lie. Ou g € abeliana ou Z(g) L Dg e Z(g)
tem dimensdo < n — 3.

Demonstragao. Se g ndo é abeliana e <, > é bi-invariante
Z < [ui,'ui],z >= Z — < v, [’U,i,Z] >=0,
i i

Vu;,v; € @, z € Z(g). Suponhamos dim Z(g) = n — 2 e que (u,v) é a base
de um suplementar de Z(g). Por contas parecidas & dltima, temos

< [u,v], z >=< [u,v],u >=< [u,v],v >=0,
Vz € Z(g), donde resulta o absurdo [u,v] = 0.

Pelo Teorema 8 do §1.4, p.32, e pela tabela 2, concluimos que apenas dois
tipos de grupos de Lie conexos admitem métricas Riemannianas bi-invariantes:
os abelianos e os localmente isomorfos a SU; @ R. O corolario 11 do §1.4, p.35,
ensina-nos a construir aquelas métricas. Em SU; @ R sdo as induzidas pelos
produtos escalares (cf.§1.1) :

(—QB ) X f ’

onde a >0, f € ®?R é definida positiva e B é a forma de Killing de 5u5.

Seja G um grupo de Lie como o do lema 1. A representacao adjunta da
sua algebra de Lie g e a escolha de uma base de g induzem naturalmente um
homomorfismo ad : § — $0,,, que tambem notamos ad, e onde (p,q) é a
assinatura da métrica.

Suponhamos que G tem dimensao 4 e que (p,q) = (1,3). Um resultado do
apéndice B diz que §0; 3 ndo tem subdlgebras de Lie de dimensao 4 ou 5. Para
o caso da métrica Lorentziana bi-invariante ficamos entao reduzidos & hipdtese
dim Z(g) = 1, se G é ndo abeliano, visto que ad (g) tem dimensao 3.

Proposicao 2 Apenas os grupos de Lie conexos com dlgebra de Lie associada
isomorfa a @, = R x 5Uy, g, = R x 5[y, R* ou a g,, admitem estruturas
Lorentzianas bi-invariantes. As métricas dos associados a §, e a §, sdo dadas,
respectivamente, por

(=f)x(—aB) e gxaB
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onde o> 0, f,g € O%R sdo definidas positivas e B € a forma de Killing (das
respectivas dlgebras simples).'” As métricas bi-invariantes dos grupos de Lie
associados a g, sdo dadas, na base (u,x,y, z) indicada na tabela 2, pela matriz
(da métrica)

—Oo oW
oo =O
o OO0
OO O

onde o € RY, BeR.

Demonstracdo. As métricas ‘de’ g; e de g, s@o construidas de modo andlogo
aquela outra Riemanniana que achdmos para g;. Note-se que a assinatura da
forma de Killing de 5[5 é (—,+,+) (cflema 4 do §1.4). Procurando entre as
dlgebras de Lie que satisfazem dim Z(g) = 1, com contas como as que vamos
exemplificar para gz, vemos que apenas @, admite a métrica bi-invariante
indicada. Para g, entao, vem

z1lu, <zz>=<-[y,z],2>=<[y, 2],z>= 0,

<z,z>=<|z,y],z>= — <[z,z],y>=0,
<z, y>=...=0

(cf. tabela 2). Resulta z =0, o que é absurdo.

Passemos agora ao caso da assinatura (2,2). Um estudo das subdlgebras de
Lie [ =< {(u;,vi) }1<i<j > de 5l x 5[5 ~ 5055 (cf.apéndice B) de dimensdes
j = 3,4, baseado na anélise de rk(u;),rk(v;) permitiu-nos deduzir o préximo
resultado.

Proposicao 3 Apenas os grupos de Lie conexos com dlgebra de Lie associ-
ada isomorfa a @y, R* ou a @,, admitem estruturas semi-Riemanniana bi-
invarigntes de assinatura (2,2). As métricas dos grupos associados a g, sdo
dadas por

(=f)xB ou gx(-B)

onde f,g € ®°R sdo definidas positivas e B é a forma de Killing de 5l,. As
métricas bi-invariantes dos grupos de Lie associados a §,; sdo dadas, na base
(u,z,y, z) indicada na tabela 2, pela matriz

Y
0
0
1

o= OO0O
oo o+

0
1
0
0

onde a € R\ {0}, B e R.

7Por curiosidade anotamos que R @ SU2 com esta estrutura Lorentziana é um ”espaco
tempo de Robertson-Walker” - cf.[BEE].
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Os detalhes da demonstragao ficam para outra vez.

Fica tambem para uma préxima oportunidade o estudo da curvatura R(z,y)z
3l 2).

Lembremos o facto enunciado na seccao 1.3.1, p.1.3.1, de nao haver métricas
planas em grupos de Lie de 4lgebra de Lie reductiva tais que Dg 1 Z(g)
(Dg # 0). Notemos que este pormenor se adapta perfeitamente as métricas
bi-invariantes dadas pelo corolario 11 do §1.4, p.35. Em particular, as métricas
de g, e g, enunciadas nesta secgao ndo sao planas.

Achdmos métricas planas nos grupos de Lie de dimensdo 4 invariantes a
esquerda de assinaturas (0,4), (1,3) e (2,2), com ajuda do Teorema 6 do §1.3.1.
O préximo resultado deve ser confrontado com os de [M] e [Nom] sobre o mesmo
assunto no caso da dimenséo 3 (ver §1.3.1).

Proposicao 4 Seja G um grupo de Lie de dimensdo 4 e § a sua dlgebra de
Lie. Suponhamos G nao abeliano sé para simplificar a escrita.

(i) G admite uma métrica Riemanniana invariante a esquerda plana sse g
€ isomorfa a gs.

(11) Se G ndo estd associado a g, ou a g,, entdo qualquer métrica Rieman-
niana invariante a esquerda sobre G, nao plana, tem curvatura escalar estric-
tamente negativa.

(iii) Se g € isomorfa a @5 ou a G4, entdo G admite métricas invariantes a
esquerda planas de indices 1,2 e 3.

(iv) As métricas planas obtidas no ponto (i) e (iii) sdo as unicas que o
Teorema 6 do §1.3.1 fornece.

Esbogo da demonstragdo. Note-se que g5 ~ €3 X Re g ~ €11 XxR. (i) prova-se
da mesma forma que (iii), pelo que deixamos isso ao cuidado do leitor. (ii) é
apenas uma combinagao do Teorema 18 do §1.3.3 e da proposigao 4, §2.1. Vamos
entdo provar (i1¢) comegando por mostrar (iv) para o caso Lorentziano (os outros
casos provam-se da mesma maneira). Supomos que g tem um produto escalar
<, > de indice 1 que a deixa nas condigbes do Teorema 6 do §1.3.1.

g=bou,

b L u (abelianos) e ad (b) é anti-autodjunta.

Suponhamos dim b = 1. Se é em b=< b > que est4 a direcgo tipo tempo,
entdo ad (b) é anti-autoadjunta neste caso sse o for no caso Riemanniano. Assim
aparece {;, a partir de (i7), com métrica plana. Supomos entdao <b,b>> 0.
Notemos 1 = ad (b)y, e tambem

p=|a 0 c|(£0)
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a matriz de ¢ numa base ortonormada de u (é fcil ver que ¥ I1 o = —I; 2%
implica ¥ daquela forma). Os valores préprios de 9 séo

0 +6==xva?+b%2—c?

(6 > 0), estes tultimos, quando existem. Designando u,v,w o0s vectores préprios
em U associados a 0,8, —§, respectivamente, vé-se logo que o ideal (!) < {v —
w,b,v +w} >, verificando

[v—w,b =-6(v+w) [bv+w=6v—-w) [v+wv—w] =0,

é isomorfo a f)4, ou seja, €1;. Podemos assim concluir que G associado a g
tem uma métrica plana.
Se 6, —6 nado existem, numa certa base de U, temos

=

o O O
[ =]
O Ao

com ed < 0. Daqui vem nova métrica plana para g..
O leitor j& percebeu como prosseguem os célculos, ainda mais faceis, para os
casos dim b = 2,3. Note-se que hé vérias métricas planas para gy e para gg.

Uns célculos répidos permitiram-nos, por aplicagdo da proposi¢do de
G.S.Birman que se encontra no §1.3.1, achar métricas de Lorentz planas em
94,96, Y16

Em [J2] encontrdmos o seguinte Teorema sobre métricas Riemannianas de
Einstein.

Teorema 5 (G.Jensen,1969) Seja G um grupo de Lie de dimensao 4 munido
de uma métrica Riemanniana invariante d esquerda. Entdo G € um espago de
Einstein sse a sua dlgebra de Lie é uma das seguintes, com o produto interno
definido, a menos de mudanga de escala, por xi,...,T4 ser uma base ortonor-
mada. Valores distintos de t definem dlgebras de Lie nao isomorfas.

[1,22) =0 [z2,z3] =0
1. R* ou [z1,23) =24 [20,74) =0
[z1,z4] = —x3 [z3,24] = 0.

Sdo as métricas planas da proposi¢do anterior, ponto (4).

[:121, 1,'2] =x3 —tx3 [.’1,'2,:[3] = 2Ty
2. [z,x3)=tze+2x3 [T2,24] =0
[1,24] = 224 [z3,24) =0, 0<t< 0.
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A curvatura seccional verifica —4 < K <1.

[Z1,22] = 22 [2,23] =0
3. [:L‘l, :1:3] =13 — 1ty [562,1‘4] =0
[1,T4] = tz3 + 24 [z3,24] =0, 0<t< 0.

Neste caso K é constante igual a —1.
[T1,22) =0 [z2,73] =0
4. [:1:1,.’33] =T3 [12,.’1:4] = T4
[z1,24] =0 [z3,24] = 0.
K = —1 constante.

Para a demonstragéo ver [J2].
E fécil verificar que

1 1
g, Bt =0~ g,(;) ~g:(-3)

1+4+¢2

(> 0) = gg(—) B~ g, t~g,

onde £* denota a dlgebra do ponto i do Teorema acima.
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3 0O “exemplo especial”

Este capitulo é dedicado a um género de grupos de Lie que J.Milnor referiu em
[M] como fazendo parte de um “exemplo especial”. Trata-se da seguinte classe
que vamos, como em [Nom|, denotar por &. Um grupo de Lie G com algebra
de Lie g e dimensdo n > 2 estd em & sse é ndo comutativo e satisfaz

Vz,y €@, |[z,y]é combinacio linear de = e de y.

Em [M] demonstra-se que G € & sse a sua élgebra de Lie é do tipo N xyq < b >,
onde n é um ideal (de codimensdo 1) abeliano. Quer dizer, 3b € g tal que

[b7 $] = w’ [mi y] = 0’ Vx?y e n‘

Daqui se percebe logo que G é resolivel. E provado tambem que todo o elemento
do “exemplo especial” tem, para qualquer métrica Riemanniana invariante &
esquerda, curvatura seccional constante negativa. E mais, & caracteriza-se por

Toda a métrica Riemanniana invariante a esquerda

G <= . .
€6 sobre G tem curvatura seccional de sinal constante.

Generalizamos estes resultados a métricas de qualquer assinatura e é isso que
vamos mostrar aqui. Inicialmente obtivemos o nosso resultado fazendo contas
como em [Nom]|. Introduzindo o lema que se segue, que abrange uma classe um
pouco maior que &, tudo fica mais simples.

Lema 1 (generalizagao do lema 3.1 de [Bar]) Seja G um grupo de Lie com
métrica semi-Riemanniana invariante d esquerda e tal que a sua dlgebra de Lie
se decompébe como

g=nxp,<b>

onde b € um vector unitdrio e ortogonal a N. N € um ideal abeliano e L =
ad (b)y = Ald + A, onde A € a parte anti-autoadjunta de L e X € R. Entdo,
notando € =<b,b>= £1, G tem curvatura seccional constante K = —e)?.

Demonstracao (decalcada da de [Bar]). A curvatura seccional é constante K =
—eA? sse R(z,y)z = —eX%(z A y)z, onde se denota

(z AY)z =<z,2> y— <z,y> T
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(ver §1.2, p.11). Usando o lema 5 do §1.6, p.50, vem

Vy v = €\ <u,v> b, Yu,v € n.

Entao, para quaisquer u,v,w € n,

Ru,v)w = -V, Vyw+V,V,w=—e\<v,w>V,b+e\ <u,w>V,b=
= eX(<w,v> u— <w,u>v) = —eX?(u Av)(w)

R(u,v)b = =V, V,b+V, V,b=2AV,v—AV,u=0=—eX*(uAv)(b)

Rbujp = -V Vyv+VyVyv+Vy o 4,0 =

= —e)\<u,v>Vbb+VuAv+e)\<)\u+Au,v>b=

= eA(<u, Av> +A <u,v> + <Au,v>)b = —eX?(b A u)(v)

= AVu- MOu 4+ Au) = AM(Au — du — Au) = —eX2(b A u)(b)
Esté provado.

Segue-se o resultado principal deste capitulo.

Teorema 2 (generalizacdo do Teorema 1 de [Nom)]) Seja G um grupo de
Lie de dimensdo n pertencente d classe &. Entdo

(i) Qualquer estrutura semi-Riemanniana invariante & esquerda sobre G, de
assinatura (p,n — p), tem curvatura seccional K constante.

Nomeadamente, K € constante negativa, se p =0, ou positiva, se p = n.

(i) Inversamente, dados p € N, 0 < p < n e K € R quaisquer, podemos
construir uma métrica invariante d esquerda de assinatura (p,n —p) com K de
curvatura seccional, constante por (i). Podemos ainda concluir o mesmo nos
casos p=0,K <0e p=n,K >0.

Demonstragao. Seja g =< b > ®n a algebra de Lie do grupo de Lie G.
[b,u] = u [u,v] =0, Yu,v € g.

(2) Suponhamos que g tem um produto escalar.

Caso I. <, >nyn néo degenerada.

J4 se sabe que existe um vector unitario b € n :<b,n >= 0. Escrevendo
b= Ab+up, A€ R\ {0}, up € n temos

(b, v] = M Yv e n.

Aplicando o lema anterior a este caso simples em que o operador A = 0, temos
o resultado, com as particularidades 6bvias para os indices 0 e n.



Capitulo 3 64

Caso II. <, >nxn € degenerada.
Existe e € n tal que <e,->= 0 sobre n. Entao, sendo < , > nao degenerada
sobre g, <e,b># 0. Claro que se pode logo sup6r

<e,b>=1.
Denotemos
a(z) =<e,z> C(z,y) = a(z)y — a(y)z, Vz,y € @.

Imediatamente se reconhece a linearidade e bilinearidade, respectivamente, de
ae C. Como kera =n e C é anti-simétrica e

C(b,u) =u=[b,y] C(u,v) =0=[u,v], VYu,ven,

vem que C = [, ]. Da férmula de Koszul (1.8) deduz-se entdo

1
<V lsts= §(<[m,y],z> ~ <[y, 2],z> + <[z,z],y>) =

1
=3 (a(w) <y,z> —a(y) <z,z> —a(y) <z,z> +a(z) <y,z> —a(x) <z,y> +

+a(z) <z,y> ) = a(2) <z,y> —a(y) <z, z>=<z,y><e, 2> —a(y) <z,z> .

Entao
Vp y =<z,y> e —a(y)z

e daqui vem

=—<y,2>Vye+a(z)V,y— a(z)Vy T+ <z,z>Vy e+ a(z)Vy z2—a(y)Vpz=
= — <y, z><z,e> e+ a(z) <z,y> e — a(z)a(y)z
—a(z) <y,z> e+ a(2)a(x)y+ <z, z><y,e> e+
+a(z) <y,z> e — a(z)a(z)y — a(y) <z,z> e+ a(y)a(z)z =0

(4t) Se se quer curvatura seccional K > 0 escolhe-se a seguinte métrica. Tomamos
b’ = VKb e impomos

< b'>= -1 <, n>=0

<, >n deindiceq, 0<g<mn-1.

Pelo que vimos acima, com a métrica induzida por este produto escalar, G tem
curvatura seccional constante K.
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Para K < 0 faz-se o mesmo com b’ = v/—Kb e tomando o produto escalar
em g
<, b'>=1 <t ,n>=0

<, >n deindicep, 0<p<n—1

Finalmente, se se quer K = 0, basta, como se viu, tomar uma métrica em G
que seja degenerada sobre n. Esta tem necessariamente indice 0 < p < n.

Suponhamos, daqui em diante, uma dimensdao n > 2 fixa para os nossos

grupos de Lie e notemos tambem por & esta subclasse de &.
Observagées. Sejam & (p) (respectivamente: &' (p), B°(p)) a classe dos
grupos de Lie (quaisquer) que admitem uma estrutura semi-Riemanniana in-
variante & esquerda de assinatura (p,n — p) e de curvatura seccional constante
negativa (respectivamente: positiva, nula).

a) J.Milnor em [M] e E.Heintze, pelo Teorema 10 do §1.3.1, p.21, provaram:
S cB (0.

b) F.Barnet em [Bar], veja-se o Teorema 11 do §1.3.1, mostrou: & (0) C
& ).

¢) K.Nomizu provou: & ¢ &~ (1)n&°(1)n& ™ (1). E facil ver que tambem
se pode provar esta tltima inclusdo com o resultado de F.Barnet. a) e b)
implicam & C &7 (1). Sendo g = 1@ < b > a slgebra de Lie de um elemento
de &, como acima, conclui-se que todo o elemento # 0 de N gera um ideal
unidimensional.” Combinando este facto com a) e aplicando o Teorema 11 do
§1.3.1 temos as restantes inclusées.

d) Generalizémos atras & ¢ & (p) NG °(p) N BT (p) (0 < p < n). Além
das questdes, tipo as que F.Barnet pés, sobre que & ¥ (p) ¢ &7 (q), é-nos
suscitada a seguinte: Dado G € & (0), serd que G € & (p) N B’(p) © a
algebra de Lie de G tem um ideal de dimensao p ?

Vamos notar §(p) a classe dos grupos de Lie tais que toda a métrica de
assinatura (p,n — p) tem curvatura seccional de sinal constante.

Como se disse atras, em [M] encontramos & = §(0). J4 vimos que & C
§(p). Olhando para o Teorema 17 do §1.3.2 concluimos

6=50)=30=5@ ==

Note-se por ultimo que, pelo Teorema de Kulkarni 1.2, §1.2, p.11, para 0 < p <
n, considerar que a curvatura seccional K tem sinal constante é o mesmo que
considerar que K é constante.

Assim se conclui que néo vale a pena procurar outros grupos de Lie para os
quais se tenham os mesmos resultados simples do Teorema 2.
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Apéndice A

O objectivo deste apéndice é determinar todas as algebras de Lie de dimensao
4 e dar os exemplos que conhecemos de grupos de Lie que lhes estdo associa-
dos. Particularmente os simplesmente conexos. A lista final com os resultados
obtidos encontra-se no §2.1. Aqui, quando falarmos em @; estamo-nos a referir
a algebra de Lie nimero 7 da tabela 2 do §2.1. Da mesma forma, o indice numa
algebra de Lie de dimensdo 3 l), faz referéncia & tabela 1 daquela seccdo.

Frizemos que por base se entende um sistema ordenado de vectores que forme
uma base.

NOTA: Quando estd subentendida a base, identificamos as aplicagdes com
as suas matrizes.

Caso unimodular

Vamos comegar por arranjar splits (cf.§1.6) de dimensdo 4 com as algebras de
Lie unimodulares de dimenséo 3, que, como sabemos, sdao todas descritas numa
base (61;)151'53 por

le1, e2] = Ases, le2,e3] = Areq, les, e1] = Agen

(A: € R) e onde as classes de isomorfismo sdo determinadas pelos sinais de
A1, A2, Az. Supomos logo A\; = 0 pois com todos os A\; # 0 ja se viu no §2.1
que se obtém g, e g,.

Antes de avancarmos para esse caso vejamos os grupos de Lie que en-
contrdmos associados'® a g; e g,.

Grupos de Lie associados a g, (s6 os compactos): T & SUsz, T @
O3, T&® SO3, U, T@® Sp(1), Sp(2) N GL4(R) (note-se que SUp ~ Sp(1) ~ S°
e é simplesmente conexo e que GL4(R) é fechado em GL4(C)).

Grupos de Lie associados a g,: GLg, GL;’ ~ ROSL,; ~ ROSp(1,R), RD

O12, Ur1, R®SUL 1, Sp(2,R) N0y (GLE =?, SLy =7).

Seja ) uma das élgebras h; e ¢ : h — b uma derivagio de . Sejam
&j € R (1 <14,5 < 3) tais que

dles) = Y &ijej.
i

As seguintes equacdes sdo fundamentais.

0 = ¢(A1e1) = dlez, e3] = [gea, e3] + [e2, pe3] =

ver em S.Helgason, Differential Geometry, Lie Groups and Symmetric Spaces, Academic
(1978), uma descrigéo das subdlgebras de [(n, R)egd [(n, C) cléssicas.

18
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= &a1(e1, €3] + Eaolen, €3] + &s1le2, e1] + Easle, e3] = —Eardgeq — E31Aze3
€a1dg = 0
4.10
= { &1d3 = 0. A1)

P(Aze2) = dles, e1] = [des, 1] + [es, dey] =
= Eale2, €1] + Eazles, e1] + Era[es, 1] + E1aes, ea] = —Ea2hzes + Aa (€11 + E33)en

0 = Lade
= {0 A2l +E€s3) = Aabo (4.11)
=323 = Ag&os.

$(Ases) = dler, ea] = [deq, eo] + [e1, dea] =
= u1er, e2] + Lises, e2] + Exofes, e2] + Easle1, e3] = —Eazhpen + A3(€11 + &o2)e3

0 = A3
<~ —&a3)9 = A3z (4.12)
A3(€11 +&22) = Aséas.
(4.10), (4.11) e (4.12) resumem-se a
&a12 = 0
€313 = 0
A2(11 +&33) = Aobao (4.13)
—€3223 = Afas
A3(€11+&22) = Aséas.

Caso I. )\2,)\3 75 0.

Como se disse, s6 o sinal interessa, pelo que podemos logo por A2 = 1, sendo
0 caso em que Az = —1 andlogo e ndo trazendo nada de novo.

De (4.13) vem €21 = &51 = €11 = 0, &35 = £a3, &3y = —%- Quer dizer,

0 0 0
¢ = [ Si9. fan —%E J (4.14)
§13 €23 oo

b tem dimensdo 4! E facil ver que 2(h) =0, logo, ad () tem dimenséo 3.
Seja < ¢ > um suplementar de ad(h) em 9. Seja ¢ = ad(z) + o) uma
derivagéo qualquer de f (z € b, a € R).

g= bxg<u> — 0h
€; = ad(e,)
U — 0]
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é um isomorfismo se a # 0, que é a condi¢ao necessaria para a sobrejectividade
da aplicagdo. Basta ver entdo que

ad [u, e;] = ad (ge;) = gad (e;) — ad (e;)¢p = ¢, ad (&;)].
Uma vez que f) é unimodular, o suplementar v de ad (j) pode ser

0 00O
=101 0
0 01
(veja-se (4.14)). g é dada por
[u,e1] =0  [e1,e2] = Azes
[u, 62] = é2 [63, 61] =€2
[u,es] = ez  [es,e3] =0,

pelo que se obtem g, no caso f) =f; (A3 >0) e g, no caso h =, (A3 <0).
Se a = 0, isto é, se a derivagdo ¢ € interior, rapidamente se conclui, com
a mudancga de varidveis u — u — x, que podemos supdr ¢ = 0 e, logo, que g é
isomorfaa gs =R x h,ouags=Rxb,.
Grupos de Lie associados a g,: Autl); ~ Aut (E(2)?). Pela exponencial
e de gl3 determindmos a componente conexa de e do primeiro grupo. E gerada

pelos subgrupos a um parametro
1 0 0
0 cost —sent
0 sent cost

1 0 0 1 0 0 1
t 1 0 0 e 0 0
0 0 1 0 0 ¢t t

(t e R, e:R — R é a fungdo exponencial). Como o tltimo daqueles subgrupos

[N i ]
[ == =]

é difeomorfo a S, Aut (h,)°" = €3 nio é simplesmente conexo. Aut (h 3)0
descobre-se entdo com a ajuda do corolario 2 do §1.6, p.47.

Grupos de Lie associados a g,: Auth, ~ Aut E(1,1) e GA(R) x GA(R).
Pela exponencial € determindmos a componente conexa de e do primeiro grupo.
E gerada pelos subgrupos a um parametro

1 0 0 1 0 0 10 0 1 0 0
t 1 0 0 e 0 0 1 0 0 cos(—it) isen(—it)
0 0 1 0 0 et t 0 1 0 isen(—it) cos(—it)

(t eR, i € C). O facto de estes subgrupos serem todos difeomorfos a R prova

que Aut (b 4)0 —ely¢ simplesmente conexo (cf.[OV,III]). A transformagao de
varidveis

(u o e )»-) u+e; u—e; —ey—e3 —ez+es

1195245 €3 2 ’ 2 ’ 2 ’ )

mostra que @, é isomorfa ao produto f x f onde f é a tnica algebra de Lie
ndo comutativa de dimensdo 2. Esta tem grupo de Lie associado GA(R), que é
simplesmente conexo (cf.§1.6).
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Encontramos ainda duas outras dlgebras de Lie isomorfas a g5 (+) ou a g,
o 0 1 0 O
[y ={Aegls:AT | o 0 ]==( o 1 0]4}.
0 0 0 0 O
Grupo de Lie associado a g (simplesmente conexo):!° R & E(2)°.
Grupo de Lie associado a g4 (simplesmente conexo): R @ E(1,1).

Caso II. A, =0,)3 #0.
Supomos logo A3 = 1. De (4.13) vem

{ §31 =E&32=0

o = O

€11 + &a2 = &33.
Qualquer derivacao ¢ de h5 é do tipo

11 & 0
p=1 12 &2 0
€13 a3 &1+ 822

oh . tem dimensdo 6. ad fj; tem dimenséo 2, pois que ad e3 = 0. Tem-se

0 0 O
ade; = adez = 0O 0 O .
-1 0 0

J4 se percebeu que podemos logo tomar, para achar as lgebras g = h x4 <u>,
uma derivagdo ¢ com componente nula em adf);, isto é, podemos logo tomar
&13 = €23 = 0. Chamando

_(a c)_{( & &
A_<d b)_<§12. 522)'

[u,e1] = ae; +dex  [u,ex] =ce; +bex  [u,es] = (a+b)es
[61, 62] = €3 [63, 61] =0 [62, 63] =0 (415)

o OO

0
0
1

o oo

temos entao

Os célculos mostram que Z(g) =0sse a +b # 0.
Caso I1.1. Se a+b # 0.

Dividindo u por a + b se necessdrio, podemos ja supér a +b = 1. O
polinémio caracteristico de A é

a—t c

p(t) = d b_t‘:t2—(a+b)t+ab-—cd:t2——t+detA.

19230 contrério de, por exemplo, SLz, ficilmente se determina E(2)°.
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p(t) tem raizes sse 1 —4det A > 0< det A < %.
Caso IL.1.1. det A < ;.

Seja ¢ uma raiz de A. Como trA = 1, a outra raiz é 1 — {. Lembrando
que A corresponde a uma transformagao linear do subespaco de g gerado por
{e1, ez}, temos, para algum z,y €< {e1,e2} >, (ver (4.15)) '

[wz]=¢x [uy]=0-Qy [ues]=ce3
[z,y] = nes [z,e3] =0 [y,e3] =0

(n € R). Trocando es por nes, continuaremos a ter [u,es] = e3, [z,e3] =0, e
[y, es] = 0 e ganhamos [z, y] = es.

Se( =0ou(¢ =1. S.p.g. supomos ¢ = 0. Entdo i =< {u,y,e3} > é um
ideal e ad (a:)li é uma derivagdo de i. Como i é ndo unimodular (cp. lema 3 do
§2.1) deixamos este caso para mais tarde.

Se ( # 0 e ¢ # 1. Encontramos as algebras de Lie g-(¢).

Grupos de Lie associados a g,({): Os tnicos grupos de Lie que ar-
ranjdmos associados a estas algebras foram calculados pela exponencial de
ad (g,(¢)) C gl4, j8 que a representagéo adjunta é fiel.

Sao gerados por

1 0
t¢
etad" = € £t1=0) etadz =J+tadzx
b i etades — [ 4 tades

et2dy — [ 4 tady

(t € R). Estes grupos sao todos simplesmente conexos.
Caso I1.1.2. det A > %.

A nao tem valores préprios. Existem z,y €< {e1,e2} > linearmente inde-
pendentes tais que [u,z] = y. Seja § = |A|. Entéo [u,y] = —éz + y j4 que
tr A = 1. Temos assim as élgebras de Lie gg(6) (ver (4.15))

wzl=y [wyl=-bz+y [u,e3]=e¢e3
[Z,y] = €3 [-'13;63] =0 [y,eg] =0.

Grupos de Lie associados a g4(6): Novamente, s6 conseguimos arranjar
um exemplo de um grupo de Lie associado a estas algebras, atravez das suas
representagbes adjuntas e da exponencial €.

Proposicao 3 O determinante da matriz A € um invariante completo por iso-

morfismo para as dlgebras de Lie g,(¢) e gg(8) acima (((1—¢) < 3, § > 1).

Demonstragdo. Se ((1 — () = 0, entdo Dg,(¢) tem dimensdo 2. g,(¢) ndo é
isomorfa a nenhuma das outras g, ou gg. _ _ } 3
Sejam (,¢ € R\ {0,1} tais que ((1 —¢) # {(1 —¢). Entdo ¢ # (,1-¢.

Seja (i, Z,¥, €3) uma base de g,(¢) nas ‘mesmas’ condigdes da base (u,z,y, e3)
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de g-(¢). Suponhamos que existe um isomorfismo g:g,(¢) — @,(¢). Como g
aplica os ideais derivados nos ideais derivados e DDg, =< ez >, a matriz de g
da base (i, Z, §, €3) para a base (u,z,y,e3) é

a 0 0 O
b b b O
9= ¢ cg ¢ O

d di dy d3

Ora, de dszes = g(€3) = [g(@), 9(€3)] = adzes vem a = 1. De
l9(),g(Z)] = ¢brx + (1 — ¢)cry + dres + (bey — chr)es

e [9(a),9(%)]) = (g(%) = (brz + Cery + (dies
vem b; = ¢ = 0. Entéo detg = 0. Absyrdo. ¢
Da mesma forma se vé que, para 6,6 > % distintos, gg(8) % gg(é). Por

analise das élgebras de Lie g/g” respectivas de g,(¢) e g5(6), se conclui rapida-
mente que estas nunca sao isomorfas. Estd tudo demonstrado.

Caso I1.2. Se a+b=0.
Caso I1.2.1. Se A =0.

O centro Z(g) =< {u,es} >. g fica determinada por (ver (4.15))
ad (u) = ad (e3) =0 le1, 2] = es.

9o = hsx <u> é nilpotente.

E facil construir representagdes de f);. Por exemplo, a 8lgebra de Lie do
grupo de Heisenberg H3 das matrizes 3 X 3 triangulares superiores e diagonal
nula. Outro exemplo, a dlgebra de Lie gerada por’

0 0 O 0 0 1
1 0 0 0 0 O
0 0 O 0 0 O

Grupos de Lie associados a g4: S6 conseguimos arranjar de um tipo: as
somas directas dos grupos de Lie de dimensdo 1 com Hj.

(Questdo: haverd algum grupo de Lie conexo associado a fjz ndo simples-
mente conexo ?)

Caso I1.2.2. Se A #0 e |A| = 0.

Vem
2 | a ¢ a ¢ _
#=15 L] S

Entéo existe base (z,y) de < {e1,e2} > tal que [u,z] =0 e [u,y] = z. Como
ad (e3) = 0 (ver (4.15)), podemos ja supdr que tambem [z,y] = e3. Assim
apareceu a algebra de Lie nilpotente g,, com estrutura

o oo
o oo
o= O

[u,z] =0 [u,y] =z [z,y] == adz = 0.
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unimodular. Note-se que ai o produto de z com y é 0. Umas contas rapidas
mostram que
91 b 912
—_— e ~B,.
Z(911) ¢ Z(g12)

Como 5 # b4, conclui-se que g1; % @15
Caso III. A3 = A3 =0.

Qualquer endomorfismo de 4 = R3 ¢ uma derivagdo, ou seja, Der R® = gls
(cp.(4.15)). Da derivago nula se deduz a 4lgebra de Lie abeliana g,; = R*.

Grupos de Lie associados a g,; (conexos): T’ ®@R? (p+ ¢ =4).

Seja agora ¢ € @[3 néo nula e, como acima, notemos (§;;)1<;,j<3 & matriz de
¢ na base (e1,ez,e3). Na base (u,e1,e2,e3) de g = IR3><¢ < u > as derivagoes
ad (u),...,ad (e3) sdo

0 0 0 O 0 0 0 O
o T <
adu = 0 " ade; = P 2ot 0
0 —&i3

Dagqui se conclui que Z(g) = kerad # 0 sse |¢| = 0.
Caso IIL.1. Z(g) =0< |4| #0.

Como se percebe logo, Dg =< {e1,e2,e3} >= R®. Este caso d4 ent&o origem
as algebras de Lie g,,.

Grupos de Lie associados a g,,: S6 encontrdmos os calculados pela
exponencial a partir da representagao adjunta de g,,. O facto de estar em GL3
implica que ¢ tem sempre um valor préprio. Isso permite mostrar que aqueles
grupos sao simplesmente conexos, uma vez que t — €t34% § injectiva.

Seja ¢ outra derivagao de R® tal que |¢1| # 0. Quando é que g = IR3><¢ <
u>eg, = R34 <wv > sio isomorfas? Lembrando que, a existir tal isomor-
fismo, tambem Dg ~ Dg,, temos

g~g, <= 3Jg€GL3,acR\{0}: paratodooxrecR?
9(¢z) = glu, z] = [gu, g]1 = alv, gz]1 = a¢1(gz).

g é a restricao a Dg do isomorfismo §:g — @,. Ficamos obrigados a estudar as
classes de equivaléncia da seguinte relagdo de equivaléncia em G L3, que vamos
chamar R*-conjugacao,

¢ é R*-conjugado com ¢; <= 3g € GL3,a € R*: ¢ = ag ' ¢1g.

Deixamos isto para outra altura.

O “exemplo especial” do Capitulo 3 inclui-se neste para ¢ = Id. Note-se
que hd uma generalizagao trivial do caso III.1 a qualquer dimensdo. A classe de
R*-conjugagdo de Id é {ald : « € R*}.

Caso IIL.2. Z(g) #0 < |¢| =0.



Apéndice A 74

¢ # 0 tem 0 como valor préprio. O subespaco de g = R3x¢ <u>
Imopd <u>

é um ideal de dimensdo < 3. Tomando um subespaco } de g de dimensdo 3
que contenha aquele, é claro que f) tambem é um ideal. Se ) é nao abeliano,
entdo, ou estamos num dos casos I, IT estudados atrds, ou estamos no caso
ndo unimodular que estudaremos a frente. Supomos entdo que f) é abeliano.
Daqui vem 0 = [u, ¢(z)] = ¢*(z), VT € R3, ou seja, ¢ é nilpotente. Prova-se
facilmente que nalguma base (z,y, z) de R® a matriz de ¢ toma uma das formas

o O O
_ o O
o OO
o= O
-0 O

0
0
0

No primeiro caso, pensando no ideal nao abeliano < {u,y,2} > de g, temos o
caso resolvido invocando as razoes anteriores. No segundo, vem

[u,z] =y [u,y] =z [z,y9] =0 ad (z) = 0.

g é nilpotente. Sejam & =z, £ = -y, § =u—z . Temos
17,9] = —ly,u] = 2 _ad@=0
[@,Z]) = [z,—y] = [@,9] = [z,u —z] = -y =1%.

Olhando para a tabela 2 do §2.1, p.56, vé-se logo que estamos em presenca da
algebra de Lie g .

Caso nao unimodular

Vamos agora obter algebras de Lie splits (cf.§1.6) de dimens&o 4 a partir das
nao unimodulares de dimensdo 3. Seja f) uma &lgebra de Lie ndo unimodular
dada pelo lema 3 do §2.1, p.54, com base (e, ez, e3) e por uma matriz de trago

2
oy o)
Seja ¢:f) — b uma derivagdo de f). Sejam &;; € R (1 <4, < 3) tais que
$(e:) = Y &ije;-
j
As seguintes equagoes sao fundamentais.

0 = Plez, e3] = [¢ea, e3] + [e2, pes] =
= &o1(e1, e3] + Eanlen, e1] = Ea1ve2 + Eo16e3 — E31080 — €31 €3
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[ G-tnos -

Pler,e2s] = ages + Boes =
(ao1 + BEa1)er + (alan + BEsz)en + (abaz + (Ess)es
¢[617 62]

[Pe1, ea] + [e1, pez] = En1ler, e2] + Exzler, e2] + Exsler, €3] =
= (€11 + &22)(aez + Bes) + E23(ver + be3)

{ b1 + BE31 =0
=

22 + B2 = a1 + oz + vé23 (4.17)
aas + BE3z = BE11 + Bz + 6a3.

dler,es] = pes + des =
= (7€ + 6&a1)er + (v€az + 632)ea + (v€23 + 6€33)es
dler,es] = [der, es] + [e1, Pes] = Eniler, e3] + Easler, ] + Exzlen, 2] =
= (&1 +&33)(ves + be3) + Eza(aes + Bes)

Y€21 + 631 =0
= ¢ a2 + 6832 = v€11 + V€33 + abao (4.18)
Y23 + 633 = 6&11 + 6€33 + [Eaa.
De trA =2, (4.16), (4.17) e (4.18) vem a —§ =2(a—1) e
€11 =81 =E1 =0, ¢&2,£&3 sdo quaisquer,
{ —B&22 +2(a — 1)€a3 + B33 =0

Yé22 — 2(a — 1)€32 — v€33 = 0 (4.19)
¥€23 — B€32 =0

Notemos g= hx¢ < u >, como é habitual, a algebra de Lie split de h por ¢.
Na base (u, e, ez, e3) temos, para a,b,c,d € R,

ad (au + bey + cea + de3z) =0 <

00 0 O 0 00 0 0 00 0 00
00 0 O 0 00 0 0 00 0 00

b
“lo €12 €22 &32 * =12 0 o H €22 —a 00 tid —€32 =7 0
0 &13 &23 €33 —£1308 6 —€23 =00 —&33 =6 0

O centro de g é entao dado pelas equacdes:

<L oo

b€12 + oo + dé32 =0 aao +ba =0

b€13 + 23 + dé3z3 =0 a3 +by=0 (4.20)
a2 —ca—dy=0 afaz3 +b8=0 " )
a3 —cB—dé=0 a3z +b6 =0

CasoI. A=1.
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=« = 0. Por (4.19) vemos que 6} tem dimensdo 6. Tem-se

B

00 0 00 0 0O
10 ady (e2)=]-100 ady (e3)=| 0 0 0.
] e8] e[ 58]

J4 se sabe que podemos considerar que a derivagao ¢ € exterior, ou seja, existem
reais A, u,v tais que

000
p=1{0 A p
0Ov O
Das equacoes de Z(g) acima vemos que b = 0.
Caso I.1. ¢ #0.
Vem a=c=d =0, ie., Z(g) =0. Entdo g =< u, e, ez,e3 > é dada por
[u,eq] =0 [u,e2] = Xea + ves [u,e3] = pes
[e1,e2] = ez [e1,e3] = e3 [e2, €3] = 0.

Dg =< {ez,e3} >. De tradu = A, trade; = 2, tradey = 0, tradeg = 0
se conclui que o kernel unimodular (cf.§1.5.1) de g é U =< v,eqz,e3 >, onde
v = 2u — Ae;. Fagamos B = ad (U)lDEI'

Se |B| # 0, entdo U ~ h; ou u ~ h, (célculos faceis). Ora, como ad (e1)
induz uma derivacdo do ideal U, vemos que a algebra de Lie g ja foi completa-
mente estudada no caso I do caso unimodular.

Se |B| = 0, entdo, como tr B = 0, existe base (y, z) de Dg tal que [v,y] =
2, [v,2] = 0. Neste caso U ¢ isomorfa a 5. Temos a élgebra de Lie g, dada
por (z = e1)

v,z =0 v,y =2 ] [v,2] =0
[z, 9l =y (28 =% [y, 2] = 0.

Grupo de Lie associado a g;5: Uma vez que a representacdo adjunta é
fiel, consegue-se arranjar um subgrupo de Lie de GL4 com &lgebra de Lie g,
pela exponencial €. O grupo é simplesmente conexo.

Note-se que g15 nao é isomorfo a g5 ou a g, porque os respectivos nicleos
unimodulares tambem n&o o sdo (cf.final do §1.5.1).

Caso 1.2. ¢ =0.

De (4.20) vem Z(g) =< u > porque c =d =b=0¢e a é qualquer. Assim
gs=ho®Z(g)=h xR

Grupo de Lie associado a g,4: G = H @R onde H é o grupo de Lie
associado a lj. Esta é determinada pelo lema 3 do §2.1 e pela matriz A = I.
Caso II.1. A#1elA|l#0.

Como o determinante de A é um invariante completo para by, podemos supér

que
_|2
a=[13)
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onde —v = |4|. Do sistema (4.19) da p.75 vem

{ =822 + 2623+ 633 =0
Y€23 = £32 ’

Entao
0 0 0
¢=|&2 &2 s
€13 o3 €22 — 2623
e, como se vé, Of) tem dimensao 4. adb (h) tem dimensdo 3. J4 se sabe que
podemos logo supor ¢ exterior. Escrevendo as matrizes das aplicacoes adb (&),

rapidamente se conclui que ficamos reduzidos a estudar

0 0 O
¢p=10¢&:2 O
0 0 &

Dividindo u por &322 e tratando o resultado por u, temos

[u,e1] =0 [u,e2] = e [u,es] = e3

le1,e2] =2e2 +e3 [e1,e3] = ves [e2,e3] = 0.

Entdo < {u,eq,e3} > é um ideal ndo unimodular que corresponde ao caso A = I.
Ora, este ja foi estudado atras (caso I.1).

Se &22 = 0, entdo, das equacdes para Z(g) sai b=c=d =0 e a qualquer,
ou seja, Z(g) =< u >. Daqui Resulta a 4lgebra de Lie g, = h x R.

Grupo de Lie associado a g,,: G = H @R onde H é o grupo de

Lie associado a fj — [l é determinada pelo lema 3 do §2.1 e pela matriz
|27
A [1 0] (1 #0).

Caso I1.2. |A| =0.
Podemos logo tomar

20
2]
Das equagdes (4.19) vem &o3 = €35 = 0.
000 0 00
ady (e1)= |0 2 0 ady (e2)=| -2 0 0 ad =0.
A PR A P e
As derivagdes de b
000 000
¢1={000 ¢2=1000
100 001
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geram um suplementar algébrico de ady, () em 8f). Considerando a derivagao
exterior ¢ = {13¢1 + {3302 temos, de (4.20),

b=c=0 a3 =0
d§33 =0 a§13 =0
Se ¢ =0, entdo a,d sdo quaisquer e Z(g) =< {u,e3} >. Temos [e;, 5] = 2e,
e g ~R? x f onde f é uma slgebra de Lie néo abeliana de dimensao 2.
Grupo de Lie associado a g,5: R? ® GA(R).

Agora, se 13 # 0 e £33 = 0, das equagdes de Z(g) vemque a =0e d é
qualquer, resultando Z(g) =< e3 >. Para g vem

[u,e1] = &13e3  [u, e =0 [er,e2] =25 ades = 0.
Faga-se a transformagio e; — 4, e3— %—363. Chegdmos & élgebra de Lie g
[u,e1] =e3  [u,ea] =0 le1,e2] =e;  ades =0.

Note-se que g,, # g4 Porque esta dltima nao é nilpotente.

Grupo de Lie associado a P19t 7

Finalmente, se £33 # 0. Deduz-se Z(g) = 0. Fazendo a transformagéao de
varidveis

13 .
€1 @ €1 ——e3 =e;
33
vem

{u’ 61] =0 [U" 62] =0 [’U,, 63] = 53363
le1, €] = 2e, le1,e3] =0 ' le2,e3] = 0.

< {u,e3} > e < {e1,e2} > sdo dois ideais nio comutativos de g. Masg ~
x f =g, ja se viu.
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Apéndice B
ASSINATURA DA FORMA DE KILLING DE UMA ALGEBRA DE LIE SEMISIMPLES

Uma 4lgebra de Lie é semisimples sse B é ndo degenerada. Qual a sua assinatura
? Sé sabemos, até aqui, que B é definida negativa sse a algebra de Lie é compacta
(cf.proposicdo 5 do §1.4). O que se vai ver a seguir arruma o assunto de vez.
Toda a teoria encontra-se em [OV/III].
Seja P={Acgl,: AT = A, tr A= 0}. Notemos € =$0,,. Como é bem
sabido (cp.lema 4 de §1.6),
sl,=ta®P

Nao é dificil perceber que, se A;, Ay € P = [A;, A2] € €. Isto permite mostrar
que sl, = g verifica:

(1) A transformagio 6:z+y—z—y (z € €, y € P) é um automorfismo de g.
(2) A forma bilinear bg(u,v) = —B(u, 6v) é definida positiva em g.

Reparando que 62 = Id, vem by simétrica. Geralmente, uma decomposigao
de uma algebra de Lie semisimples

g=toPr (5.21)

que verifique (1) e (2) para certos subespagos vectoriais £ e P, diz-se uma
decomposicao de Cartan. A P chamamos um subespaco de Cartan.

Suponhamos entdo que estamos nestas condi¢des para g semisimples qual-
quer. Fécilmente se prova a equivaléncia entre (1),(2) e (1'), (2) abaixo.

(1, [eflcd B.Pl o Pu P PICE
(2') B é definida negativa em € e definida positiva em P.

Ainda que B nao seja a forma de Killing de £ (esta ndo é um ideal, a menos
que £=g), utilizando-a do mesmo modo que na proposi¢ao 5 do §1.4, prova-se
que £ é semisimples compacta. Prova-se tambem que £ é maximal compacta
em g.

De (1), (2) sai

P=¢"

(ortogonal relativo a B).

Teorema 4 Qualquer dlgebra de Lie semisimples § admite uma decomposicao
de Cartan. Todas as decomposi¢cies de Cartan de § sdo conjugadas por auto-
morfismos interiores, isto €, por elementos de Intg = (Autg)® (cf.[V, Teorema
3.10.8]).

(De forma geral, chamam-se automorfismos interiores aos elementos do grupo

de Lie Ad (H) C Aut (h), adjunto de um grupo de Lie H conexo com &lgebra
de Lie fy.)
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Por ‘conjugada’ quer-se dizer que ‘respeita a decomposi¢ao de Cartan’. Isto
é verdade mais geralmente para isomorfismos entre dlgebras de Lie semisimples
(ver lema 4, §1.4, p.31).

J4 sabemos a assinatura de B, mas o estudo é muito interessante...

Outro exemplo. Seja U uma forma real compacta (existe sempre!) de uma
algebra de Lie complexa semisimples 3 com estrutura complexa J.

p=useju

é uma decomposigio de Cartan da édlgebra de Lie real 3jp que 3 induz.
(Questao: quais as propriedades da métrica Riemanniana invariante & es-
querda induzida por bg num grupo de Lie semisimples?)
Considerando g como um espaco Euclideano com produto interno by, temos
o seguinte resultado (comparar com o exemplo introdutério).

Proposicado 5 Para todo o = € g, tem-se ad (6z) = —ad (z)*. Em particular,
ad (z) € (resp. anti-)autoadjunta sse (resp. z € €) z € P.

ad (z)" é a adjunta de ad (z) (cf. §1.6, lema 4).
Prova-se rapidamente que a decomposi¢cdo de Cartan de uma soma g =
&9, (i=1,...,5) de ideais simples g, =&, ® P, é

g=teP

onde
=5t P=gF;.

Lembremos que uma representacio p:g — @l(V) de uma 4lgebra de Lie g se
diz irredutivel se 0 e V s@o os tnicos subespagos invariantes. Um subespago
U C V diz-se invariante para p se p(z)(U) C U, Vz € g.

Notemos agora que a inclusdo [€, P] C P e a representacio adjunta de g
induzem uma representagaode £ em P. Denotamo-la p:€ — gl(P).

Proposicao 6 Se g ¢ simples, entdo p € irredutivel e € é uma subdlgebra
mazimal de P.

Encontramos ainda um importante resultado que relaciona um grupo semisim-
ples com a decomposi¢do de Cartan da sua élgebra de Lie. A demonstragio
envolve outros conhecimentos que estdo para além da teoria que temos vindo a
mostrar.

Teorema 7 Seja G um grupo de Lie semisimples e suponhamos que é conhecida
uma decomposi¢io de Cartan (5.21) da sua dlgebra de Lie. Notemos

K={geG:AdgeO(g)} P=expP.



Apéndice B 81

Entdo G = KP e todo o_elemento g € G escreve-se de forma tnica como
g=kp, onde k€ K, pe€ P. A aplicacdo

p: KxP — G
(kyy) = kexp(y)

é um difeomorfismo. A aplicagdo © : kp — kp~' é um automorfismo de G tal
que d© = 6.

Note-se que O(g) do Teorema se refere ao espago Euclideano (g,bs). G = KP
chama-se uma decomposi¢ao de Cartan do grupo de Lie G.

Vamos agora ver mais um exemplo desta teoria, que foi o que nos levou a
estuda-la.

Proposicdo 8 g = 5013 € simples e tem uma decomposicdo de Cartan € & P
com € ~s503. A forma de Killing de g tem assinatura (—, —, —, +, +, +).
Em particular, qualgquer subdlgebra de Lie de § tem, no mdzximo, dimensao

3.
Demonstragdo. Resolvendo o sistema de equacdes XTT 1,3 = —I1 3X vé-se logo
que
00 0 O 0100 0010 0001
_ 10 11 10 |0
“=lo & =10 o 2511 o B=1o o |°
0 0 0 1

formam uma base de g, onde i =1,2,3, E; € §03 sao
0

0 01 0 0 O
By = ik Es = 0 0O E3=|0 0 -1].
0 -1 00 3 0 -1 0

Pondo € =< e;,e2,e3 >, P =< v;,vs,v3 > e fazendo as contas da estrutura de
d, vemos que ela satisfaz (1’) acima e que, na base 3 = (e, 2, €3, v1, V2, v3),

ad(ei)=[%i ]‘3)1] a.d(vj)=[coj l())j],

onde (—=1)"*'A4_; = B; = E; e C;, Dj, 4,5 = 1,2,3 so outras matrizes (cheias
de 0’s!). Temos

SO
o OO

B(ei,vj) = 0, B(ei, ej) =tr (AzAJ =+ B,;Bj), B(vi,vj) =tr (D.L'Cj + CiDj)
e daqui sai que a base ( é ortogonal e
B(ei,ei) =—4 B(’Uj,’Uj) = 4,

como era de suspeitar ja que 5§03 é compacta. Provamos (2) e que a assinatura
da forma de Killing B é a indicada no enunciado.
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Vejamos que g é simples, pelo que se concluird a ultima frase atravez da
proposigao 6.

Ora, supondo

g=f; xfy

onde as §, estdo entre as Unicas dlgebras de Lie simples de dimensao 3 Sy ~ 503
e 5[5, e lembrando que:
- a forma de Killing de §[, tem assinatura (—, +,+);
-afK. def; x f, é igual a By X By (B; é a fK. de §,);
- um isomorfismo de 4lgebras de Lie semisimples é uma isometria para as f.K.,
temos um absurdo. A assinatura de B s6 poderia ser (2,4), (6,0) ou (4,2).

Vamos continuar a estudar as dlgebras de Lie semisimples §0,, com p+q =
4. O préximo resultado foi usado no §2.2, tal como o anterior.

Proposicdo 9 5022 ~ Sl x 5l,.

Demonstragao. Seja (e1, ez, e3,e4) uma base ortonormada do espago semi-

Euclideano R} de assinatura (—, —, +, +). A matriz de métrica relativa & base
11:2%6—1 v=-e3+e€; w=f4—;—2 zZ=e4+ €3
é
0 o1
01 O

Podemos entdo aproveitar todo o estudo das 4lgebras semisimples D; de [V,p.297
a 299, adaptando-o ao caso real, para concluir o nosso resultado (cf.[V,p.299]).

Por curiosidade provamos o seguinte.

Proposicao 10 SU; x SUs € um espaco de cobertura de SOy.
Em particular, §04 ~ SUs X SU,.

Demonstragdo. Vamos aqui seguir, tomando conta dos pormenores, a técnica in-
dicada em [OV,I,p.25], onde encontramos este resultado. Considere-se o espaco
vectorial V' sobre R das matrizes do tipo

x= %3]

(u,v € C) e a aplicagdo R:SU; x SU; — GL(V) definida por

Rap(X)=AXB™! ABeSU;,, XeV.
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Vejamos que estd bem definida. Os elementos de SU; escrevem-se como os de V
mas com a condig@o suplementar de |u|?+|v|? = 1 (fazer contas ou ver [V,p.66]).
Os célculos mostram entdo que a matriz AXB~! € V. E trivial verificar que
R4, p é um isomorfismo linear de V, estando assim R bem definida.

Tambem é facil ver que R é um homomorfismo de grupos de Lie, uma rep-
resentagdo, portanto, de SUs x SU; em V, e que

det(Ra,g(X)) = det(X) = |uf® + |v|?.

Sem esfor¢o encontramos tambem que det satisfaz a identidade do paralelo-
gramo

det(X +Y) +det(X —Y) =2(det X + detY)

e a desigualdade det(X) > 0 com igualdade sse X = 0. Da teoria das for-
mas quadréticas sabemos que se pode definir um produto interno ® (definida
positiva) sobre V

B(X,Y) = %(det(X +Y) - det X — det Y).

Imediatamente se verifica ser R4, g ortogonal para este produto interno, VA, B €
SUs, i.e., ImR C O(V).

Agora, ker R é um subgrupo normal e fechado de SUs x SUs, logo, um
subgrupo de Lie normal ([V,Teorema 2.12.6]). Por [V,Teorema 2.13.4], ker R
tem 4lgebra de Lie tangente um ideal de SUs x SuUz. Por [V,Lemma 3.18.4],
(ker R)® s6 pode ser um dos

SU2XSU2 SU2X 1 1 XSUz 1x1.

E f4cil ver que ndo pode ser qualquer um dos trés primeiros. ker R é entdo um
subgrupo de Lie discreto e da igualdade

R((SU2 x SU,)°) = (R(SU, x SU,))°

([V,Teorema 2.7.3]) vem que R e o seu dominio formam um espaco de cobertura
de (Im R)°. De forma geral nota-se SO(V) = O(V)? = (Im R)°. Fixada uma
base de V, podemos identificar SO(V) = SO(4,R).

dR dé o isomorfismo de 4lgebras de Lie enunciado.
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ERRATA

Na pégina 13 cortar o texto que comeca na linha 8, a partir de “Isto é”, e

acaba no fim da linha 18.

Por lapso nao foi impressa a definigdo de referencial ortonormado, que devia

ter aparecido na pégina 19.

Na pégina 72, linha 2, emendar: E =

=1 o
0 0 0

5 5 . Mais abaixo, cortar

o texto da linha 4 (“nil ...”) até a linha 15, aproveitando apenas a definigdo de

P8y — 8l(g) e alinha 7.

Nos cabecgalhos das paginas 14, 25, 28, 37 e 56 fazer as emendas Gbvias.

p. | li. | onde se lé deve-se ler
5 | 15 | Foi nos Foi-nos
51 -9 | 4,7 <7<kl ,J<r<kl i#3 k#I,
8| -9 | .+<y,Vpuy> vt <y, Vp 2>
9|15 |uewvdeM uevdeP
10 prolongando-o um prolongando-o a um
14 F=df F =dfn,
14 | 8 | (cf.[W,corolério 2.3.14]) (cf.[W,lema 2.3.1])
18 | -5 | lisas planas
2| 15 | 4,5 >1 1<i,j<n—1I
22 | -6 | autoadjunta autoadjunta (ver p.49)
23 | 17 | (i%) G é produto (iii) G é produto
24 | 5 | G um grupo de Lie G um grupo de Lie de dimensdo > 3
24 | -9 | €162 = €263 =1 €163 = €263 = 1 ou €169 = €963 = —1
27 | 6 | negativa como negativa ou nula como
27 | 17 | menor é K menor é |K]|
28 | 12 | constroem constroiem
29 | -13 | <z, [y, 2]>= — <[z, y], 2> | <z, [y, 2] >=<[z,y], 2>
32 | 16 | élgebra de Lie g é uma algebra de Lie g
real ou complexa é uma
35| 3 | B(Sy,x) B¢(S°v,u)
36 | 16 | subdgebras subalgebras
40 | -2 | ideal ker A subgrupo normal ker A
44| 7 | HP ={z e R H ={z Ryl
45 | 14 | (#M){k=0 ou (M){K =0 ou
45 | 18 | (ver Teorema 2) (ver Teorema 2 do Capitulo 3)




p- | li. | onde se lé deve-se ler

46 | -18 | (a,a € a, b,be b) (a,a € A, b,be B)

47 | -1 | [s, 7] [s,z]»

48 | 19 | §1.2, 13 §1.2, p.13

48 | -9 | assim construida, assim construida e independente-
mente do indice s da métrica,

50 | -5 | espaco vectorial V' espaco vectorial V' de dimensao > 3

50 | -4 | paratodoo z €V para todoo z € V'\ {0}

51 9 €; =<e;, e;> € =<Uj, U;>

54 | 15 | o grupo de Lie conexo H | um grupo de Lie H, de
dimensao 3 e conexo,

56 | tab | e3 z

57 |1 4 | quer se quer-se

58 | -11 | (=f)x B ou gx(=B) | (=f) xaB ou g x (—aB)

58 | -10 | onde f,g € ®°R onde a >0, f,g € O’R

59 | 4 | seccao 1.3.1, p.1.3.1 seccao 1.3.1, p.21

59| 20 | g5 ouagg gs:86 0ua gy

59 | -8 | ad(b) é anti-autodjunta. | ad(b) é anti-autoadjunta, Vb € b.

59 | -5 | a partir de (77) a partir de (7)

60| 4 | (6>0) (6 >0)

63| -8 |Vu,veg Yu,ven

68 | 17 | componente conexa de e | componente conexa de I

68 | -12 | componente conexa de e | componente conexa de I

72 | -13 | [u,z] =6z, [u,y] = -6y | [u,z] = Az, [u,y] = —)y

72 | -12 | w por ¥ ... supér 6 =1 u por ¥ ... supér A =1

2 2 1

6 e A:[lg] A=[7 0]

79 | 3 | sua assinatura ? assinatura de B 7

80 | -8 | maximal de P maximal de g




