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Néste volume reuniram-se alguns assuntos de reconhe-
cida importancia, a maioria dos quais se achavam disper-
sos em diversas memdrias e livros raros.

Uma idea fundamental nos orientou, e é facil resumi-la
em poucas linhas : procurou-se mostrar a brilhante solugao,
dada pela geometria, a determinados problemas de cdlculo -
intregral, especialmente, a integragao das diferenciais algé-
bricas relativas s curvas unicursais e as.curvas de género
um.

0 duplo® aspecto desta idea levou-nos a dividir o tra-
balho em duas partes a primeira das quais se chamou
«Teoria geral das curvas algébricas».

E muito extensa e fecunda esta teoria e vimo-nos obri-
gados, com desgosto, a limitar muitos assuntos, que nos
desviariam fatalmente do nosso alvo, mas fizemo-lo indi-
cando sempre numerosas obras, onde 0s assuntos abando-
nados, tém o merecido desenvolvimento.

Alguns livros citados, é preciso dizé-lo, nao se consul-
taram, mas entre os lidos, havia claras referéncias, mesmo
até transcricoes, a permitirem indicd-los com seguranga.

A segunda parte déste volume, é necessariamente limi-
tada, e constitue o aspecto principal da idea orientadora,
mas nao é, e com razdo, o principal aspecto desta obra.
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PRIMEIRA PARTE

Geometria

CAPITULO 1

Teoria geral das curvas algébricas

| — Equagdo de grau n.

A equagdo geral de grau n pode escrever-se com a forma
conhecida:

2y 4 (byx+byy) +(c;x2+26xy+ s §2) - Fe Ak
POl e e e S e xy" !+ Ly")=0
¢ ¢ composta de uma sucessdo de fungGes homogéneas das duas
varidveis X e y, cujos graus crescem desde zero até n. Repre-
sentando por

i, y)=jx +ijxizly+ ..o +1jim xy=' + iy
uma funcdo homogénea de grau i, podemos escrever a equagio
de grau n, com a forma abreviada
(‘l) F (X7 y> =i ) (Xa Y) + f1 (X1 y> "f f2 (Xa Y) + ey “{" fn (Xv Y>:O

Deduzamos o ntmero total de coeficientes que figuram nesta
equagio. Como cada fungio fi (x, y) possui (I —+ 1) coeficientes,
i equagdo (1) apresenta-nos um numero de coeficientes igual a

S SR LR s ULk

Mas como podemos: evidentemente reduzir, sempre, um
déles a unidade, o ntimero de pardmetros distintos que figuram
na equagdo (1) € de

(n 4 1) (n - 2) S
- 5 A S ,,_,A,é._“_

Ge as varidveis x e y representarem as coordenadas de
pontos, num sistema de eixos coordenados, no plano, podemos
enunciar a seguinte proposigito :




Uma curva algébrica de ordem n fica determinada por

fi i ;-—@ pontos.

Com efeito cada ponto determina uma relacdo linear dos
coeficientes da equagdo da curva. Voltaremos mais tarde a falar
déste assunto, Capitulo II.

Para obter a equagido homogénea de grau n, basta considerar
uma nova coordenada z e fazer :

F&,y,2)=fz2+fient4 ... +fhhaz+ =0

Iividentemente que poderiamos considerar x, y e z como
coordenadas triangulares dos pontos da curva, isto €, as distan-
cins de um ponto da curva aos lados do tridngulo fundamental.

Do mesmo modo a equacéo,

I (u, v) = fy (0, v) + f(u, v) + ... + fiea (0, V) + fi (W, ¥) =0

representa a equagdo geral das curvas de classe k desde que as
varidveis u e v se considerem as coordenadas tangénciais ordi-
ndrias dos pontos da curva.

Se considerarmos uma nova varidvel w teriamos dum modo
idéntico, a equagdo homogénea

Fv,w=fw+fiw'4+ ... +fi w4+ k=0

Duma maneira dual, as varidveis u, v e w, podem ser as
distincias dos vértices do trilditero fundamental a uma recta tan-
pente a curva de classe k.

Il ~ Teoria do Centro.

Chama-se centro de simelria de uma curva um ponto tal, que
todas as rectas que por éle passam, cortam a curva em pares de
pontos equidistantes.

Tomando um sistema de eixos coordenados com origem no
centro, a equagiio da curva deverd conservar-se inalterdvel para
uma mudanca de sinal nas varidveis. Em vista disso se a curva
(Or de ordem par, a sua equago serd:

fo--fo 4+ f4 4+ o0 4+ fax=0
¢ ue [Or de ordem impar:
Ill |- g | f{i A T |1 0

Néste tltimo caso nfio figura termo independente na equagiio
da curvi, o que permite afitmar que se wma curva de ordem impar
admite centro, tal centro pertence d curra,

7¢

Para determinar as coordenadas do centro de uma curva algé-
brica, procede-se, como ao estudar as conicas, mudando para novos
cixos coordenadas com origem no centro e fazendo coincidir a nova
equacdo da curva com uma das duas anteriores o que implica um
numero geralmente elevado de condigbes para a determinagdo das
coordenadas.

Em vista disso podemos concluir que:

Uma curva algébrica em geral nao admite ceniro.

H4 casos especiais, contudo, em que o centro existe. Nos
clementos de Geometria Analitica estudam-se as conicas que s@o
curvas com centro.

Demonstremos agora o seguinte teorema :

Se uma curva algébrica tem centro, éle € unico.

A demonstracio que se segue é purameante geométrica, muito
simples, e ndo a encontramos em tratado algum.

fig. I

Suponhamos que a curva considerada possue dois centros Qe
0. Uma transversal r corta a curva em n pontos M M' , NN’ ...
¢ se a transversal passar pelo centro O' €sses pontos encontram-se
dispostos simétricamente dum e doutro lado do centro. Porém
como O ¢ também um centro encontram-se outros pontos da curva
numa transversal ry paralela a r. Seja My um désses pontos dedu-
zido de M pela consideragio do centro O. Combinando M; com
o centro O determina-se novo ponto My da curva que por sua
vez se combinaria com o centro O para depois dar outro ponto
M/, também pertencente b curva ¢ sendo todos stes pontos
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pertencentes a uma secante t. Esta geracdo de pontos sobre a
secante t podia fazer-se (m -+ n) vezes e entdo encontrariamos
uma recta t do plano duma curva de ordem n que cortaria a curva
em n -+ m pontos podendo m ser tdo grande quanto se deseje.
A recta t evidentemente pertence a curva. Como do mesmo
modo se encontram outras rectas

LSSl

correspondentes aos pontos M/ N N' ... verifica-se que a curva

degenera num feixe de rectas paralelas a linha U O’ e em numero
igual a n. Como além disso essas n rectas estdo dispostas simetri-
camente em relac8o a recta O Q' vé-se que esta ultima recta ¢é
uma linha de infinitos centros. Excluindo as curvas algébricas
degeneradas o enunciado encontra-se demonstrado.

[1] — Linhas diametrais; diametros.

Define-se linha diametral de uma curva, o logar geométrico
dos meios das cordas paralelas a determinada direccdo.

Suponhamos uma curva algébrica de ordem n cortada por
uma recta do seu plano. Existem na recta considerada, n pontos

o 1)

da curva e portanto coincidem com a recta cordas,

resultantes de unir, dois a dois, os n pontos colineares. Sobre a
recta, ainda, encontram-se os melos dessas cordas e entdo con-
cluiremos que a linha diametrral duma curva de ordem n ¢ uma

n(n—1).
curra da ordem - (ne= il

H4 circunstincias especiais em que estas curvas diametrais
s¢ reduzem a rectas, e tomam entdo o nome de didgmetros. Com
efeito, suponhamos uma curva algébrica, cuja equacdo F(x,y)=0,
permanece invaridvel para uma mudanca de sinal, numa ou em
ambas as varidveis : tal curva admitird um ou os dois eixos coor-
denndos, como didmetros.

Quando um didmetro ¢é perpendicular as cordas que divide
1o melo, toma o nome particular de eixo.

Quando uma curva de equagiio I (x, y)==0, contiver na sua
equagio, s6 poténcias pares de uma, ou de ambas as varidveis,
casn curva admite um 86 eixo, ou mesmo dois, sendo &sses eixos
de simetrin coineidentes com os eixos coordenados,

[Im caso tumbém evidente de existénein de eixo, ¢ o de uma
curvi euji equaghio 1 (x,y) == 0 ¢ uma funglio simétrica das duas
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varidveis x e y e desta vez € eixo da curva a bissectriz dos eixos
coordenados.

Para terminarmos com é&ste assunto diremos que Newton
definia didmetro de uma curva algébrica o logar geométrico dos
centros de médias distancias de sistemas de pontos situados sobre
secantes paralelas.

Dado um sistema de pontos P; (x; y;) ... Py (%y yn) linea-
res ou ndo, chama-se centro de médias distdncias déste sistema
de n pontos ao ponto C de coordenadas.

Xl NG el Y y_Y1‘|‘YQ+'-‘+Y_n
n n
Posto isto, consideremos uma secante varidvel mas ocupando
posicoes paralelas o que ¢é simples de conseguir, tomando para
sua equacao

==

Y — my, <
onde b ¢ um pardmetro varidvel. Se foér
Fx,y)=fh Gy + a1, y)+h_aEx,y)+ --. +fx,y)=0

a equaco de grau n, da curva algébrica, a eliminacao de y, entre
as duas equagoes conduz a uma equacio em x" dando as n abscis-
sas dos pontos comuns ds duas linhas. Procuraremos essa equacio:

fo(x,myx—+b)+fhoi(x,mx4+b)4+...=0
¢ desenvolvendo, vem

fo(x,m;x) -+ blha(x,mx)+ ...
st Bl (x iy x )L (G (g my X)) L e

¢ sendo a fungo f; (x,y) homogénea de grau i

(e el R e e e B
e G et @) 0

ou, ordenando, vem finalmente a equacdo procurada :
RO R e bRy ) (1 ,mi)J + ...=0

Se representarmos por X; X, X5 ... X;, as n raizes desta
equagio, sabemos que €:

_ bfh(1,m) 1 (1, my)
fn('l ,ml)

X1 == Xg =} o ue o Fy:
¢ portanto

x] ‘ X;g | (L ] Xi l')[.(n(] 1'“1) ! 1n 1(1 ».HT])
0 n oy (1, my)
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Se eliminarmos b entre &ste valor e a equacdo da recta, obte-
mos

nfy (1, mg) + (y —my x) fla(1,m1) +fh—1(1,m)=0

que ¢ a equagdo de uma recta, chamada por Newton didmetro da
curva algébrica.

IV — Tangente, normal e contacto das curvas.

Sejam x, y, 2 as coordenadas de um ponto da curva de
equacdo F (x,y ,z)=0.

Consideremos uma recta pertencendo ao ponto, e démos as
suas equagGes a forma paramétrica

= e DUy e e PR e o D
Os pontos de encontro da recta e da curva sdo dados pela
equagio
F(xg+ap,yo+bp,z+cp)=F(Xyoz) +
+p@aFyo+ bFyo+ cFo) + p?(-.0) ... =0
Como por hipétese o ponto de coordenadas X, yo Zy pertence
A curva, serd:
i F (%9 Yo Z) =0
> entdo
i (Ll F’x() "l‘ b F’yo —l— C Flzo) —l—-
o PQ (a2 FHxOxO o b? FHyOyO i c? F”ZOZO + .. ') + «.0=0

-~

—

ou
a l“,x 0 | b lmy 0 l C F’z 0 |
Fp (a2 F'sox0 + b2 Fyoyo 4+ 2 Fl2020 + .- D+ ... =0

Para a recta ser tangente a curva, deve esta equagdo admitir
uma nova raiz nula e portanto

aFlyo-bFyo+ cFzo=0

eliminando a, b ¢ ¢ com as equagdes da recta teremos :

N

(x X()) Iy o | (y y“) F/y 0 (Z == Z()) F(z o= 0

que ¢ a equagfio da tangente. Para a obtermos em coordenadas
cartesinnas basta fazer z - 1

(x Xo) F'xo == (¥ — ¥o) Iy g == 0
A equauglio da normal serd
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(x — x9) Flyo — (y — ¥o) F'xo=0

Nestas duas equagbes F'yo e Flyo representam os valores das
primeiras derivadas de F no ponto de coordenadas x, y, zp.

Querendo agora determinar as equagbes da tangente a uma
curva tiradas por um ponto do seu plano, teremos que exprimir
que a equagdo da tangente ¢ satisfeita pelas coordenadas x1 y1
désse ponto. Vird

(ol X)L (XY - iy =) By X,Y)=o0

em que as coordenadas, desconhecidas, do ponto de contacto,
X Y, teem que ser determinadas pelo sistema, desta ultima
equacio e da equagdo da curva

F (X,Y)=0

O sistema assim formado admite n (n — 1) solugdes o que
permite enunciar o seguinte teorema :
Uma curva algébrica de ordem n é em geral da classe
K—=n(—1)
Este resultado foi dado por Poncelet (Annales de Gergonne,
t. vii, pag. 214).
O mesmo problema estudado com as normais conduz ao
sistema :
o — YV FXY) —(x —X)Fy XY)=0
e =0

Estas duas equacbes de grau n admitem n? solucbes comuns
¢ portanto : ]

Em geral por um ponto do plano podem condugir-se n® nor-
mais, a uma curva algébrica de ordem n.

istudemos agora o problema do contacto de duas curvas
algébricas.

Sejam

DAt R e Sy ()
as equacbes de duas curvas algébricas e sejam x’ y’ as coorde-
nadas dum ponto, comum as duas curvas.

Se dermos um acréscimo h a x/, sejam y; e y, as ordenadas
dos pontos das duas curvas que correspondem a essa nova abs-
cissa, Temos

V) p1
y B (%! 4 h)==F(x)) - h F'(x') 4 % F(x) . 0 o A %??"i'l?'
h? he 1
v oo (% <= h) e f(X]) <= hI'(x") < ‘)ll”(x’)‘l ol Fo I,!(I' R T6'L T A

Subtraindo termo a termo e notando que

Fp+1(x')+...
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Fi— 1 (x)

vem :

Y — Ya=h [A Bl (et (X')_] % ]; [ F' (x) — f" (x')j’ LA

L1
e iR e (x’)_l—[—...

O segundo membro desta expressdo ¢ um polinémio inteiro
em h e para valores suficientemente pequenos, em valor absoluto,
da varidvel, toma o sinal do primeiro termo.

Se as derivadas F' (x/) e f' (x) ndo forem iguais, existe uma
lnica raiz nula e segue-se que as curvas se atravessam no
ponto (x' y').

Suponhamos agora que se tem

' OF (x)=f ()

havera duas raizes nulas e além disso o primeiro termo nao
muda de sinal com h; as curvas portanto ndo se atravessam €
como teem dois pontos de ordenadas iguais para a abscissa x/,
diz-se que as curvas teem um confaclo simples no ponto (x', y').

Duma maneira geral diz-se que bhd um contacto de ordem p
quando forem iguais, para as duas curvas, as p primeiras deri-
vadas. Nesse caso o segundo membro comeca por um termo ¢m
hpt1 e se p for par o segundo membro varia de sinal com h e
por conseguinte as curvas atravessam-se. Como além disso

M =l
se anula para p - 1 valores de h, diz-se que o contacto ¢ da
ordem p - 1.

Se p fosse impar concluia-se que o contacto era de ordem
par e as curvas nilo se atravessavam.

Resumindo :

Quando duas curvas sdo tangentes, alravessam-Se ou nao
conforme o contacto ¢ de ordem par ou impar ; a ordem do
contacto ¢ dada pela ordem das derivadas das curvas que em
primeiro logar se ndo anulam simultdaneamente.

V - Polares de um ponto :

Sejam M! (x' y' z)) e M (x" y" 2) dois pontos do plano de
uma curva algébrica de ordem n,

As coordenadas de um ponto qualquer M (x, y, 2) da recta
definida por M' ¢ M slio dadas pelus expressbes

13
X —|—k_x_’f i e __z' e 7
il Ak i 1+ k ‘o Tk
em que k é o valor da rasdo de dois segmentos
N
i M

~ Substituindo na equacdo da curva F (x, y, z) =0, as varid-
veis, pelas coordenadas do ponto M, vem :

Fksx +x,ky' +y,kz'+2)=0
que desenvolvida, d4 :
FGa'yz)+kE Fy+y' Fy42'Fy)+ ...
oo +RAF !y 2y =0
ou invertendo o desenvolvimento
knF (x' y' 2") + ko= (x' Flyr + y' Flyo + 2" Flz) +...
s+ F @y 2)=—0

As raizes k; k. . . k, correspondem aos pontos My My M. ..
M, comuns a secante e & curva. Se.escolhermos o ponto M" de
modo que seja:

x' Fly + yl F,y +zZ F,=0

Nesta circunstincia serd nula a soma das razoes

M My MM, MM,
ML T R
s0bre toda e qualquer secante passando por M’ (x' y' z)).
A equagéo

X Fx +y Fy+4+ 2z Fz=0
representa uma curva da ordem (n — 1) que recebe o nome de pri-
meira polar do ponto M! relativamente a de equagéo F (x,y,z)=0.
Do mesmo modo escolhendo M teriamos
\,"I‘ l,!/xx | yrlg F”yy ‘ Z(Q _?sz l“
| <! 1! ! 2!
mit 2 XY K Xy 2k 2 Bl e 2 y' z! F”yz:O
(que representa uma curva da ordem n -— 2 chamada segunda
polar de M,

Fncontrarfamos assim sucessivas polares de ordens decres-
centes desde (n 1) até 1,
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A tltima polar do ponto M' serd a recta
xB e 2 B —10
e a penultima a conica :

X2 F”X, < + y2 F”y/ y/ -} z? F”Z/ 2
+oxyFlhuy +2xzF'vs 4252 Ellisi—@

Dum modo geral a polar p do ponto M/, que ¢ uma curva da
ordem n — p, obtem-se da polar n —p (curva da ordem p) por
uma mudanca de letras acentuadas. Este facto permite afirmar que
se o ponto M" pertence d polar p do ponto M, por sua vez o ponto
M' pertence a polar n—p do ponto M'.

Procuremos a equagdo da primeira polar do ponto M' em
relagio a linha

Py (s,y,) =x Fx +y Fy + 2 F =

¢ acharemos ,
X Pyu+ yPy+2Pr=0

e feitas as devidas substituicGes caimos na segunda polar de M’
em relacdo a curva primitiva. Generalisando vem:

A polar p de M, relativamente d polar i de M', considerando
esta ultima polar em relacdo d curva primitiva, € a polar i p
de M em relacdo a curva primitiva.

O caminho seguido no pardgrafo anterior para determinar o
numero de tangentes de uma curva tiradas por um ponto do seu
plano, leva-nos a apresentar, agora, o seguinte enunciado:

Os v (n— 1) pontos de contacto das tangentes conduzidas por
um ponto a uma curva de ordem n, formam o sistema completo
das interscccbes da curva com uma outra curva de ordem n-—1,
que ¢ a primeira polar do ponto considerado.

Como a ultima polar de M’ é uma recta, no caso particular
do polo estar sdbre a curva primitiva, essa recta serd uma tan-

ente. Mas a recta de que estamos tratando é, também, a polar

ﬁncur do ponto M/, relativamente a todas as polares de ordem
superior e, por conseguinte, a polar (n—1i-—1) da polar i do
ponto M. Entdo:

Se o polo pertence d curva primitiva, lodas as suas polares
por éle passam, sendo ao mesmo tempo tangentes a curva primi-
lira, (contactos simples).

Como a primeira polar ¢ tangente a curva, dois dos pontos
comuns o curva e pu’ur se encontram confundidos com o ponto
de contacto da tangente & curva no pulu, ¢ portanto

De um ponto de uma curva de ordem n, ndo se podem tirar
mals gue n (n — 1) = 2 tangentes, a essa cirva.
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Voltemos de novo a equagdo da ultima polar
xFy+yFy+zFo=0
¢ comparemo-la com uma recta qualquer
lx+my+nz=0
As igualdades
By Fly

1 m n

sendo duas igualdades distintas de grau (n — 1) admitem (n —1)?
solugbes comuns, de modo que :
Uma recta qualquer admite (n — 1)? polos.
~ Muitas outras proposicGes, sobre as polares, se poderiam
fazer, o que parecia natural num estudo completo déste assunto.
Mencionamos o trabalho de A. Clebsh. Ueber eine Klasse von
Iliminationsproblemen etc. no Journal de Borchardt, t. 58.
Néste trabalho encontram-se niimerosos teoremas sdbre as
polares, derivados da aplicacdo de um método de eliminagao de
m varidveis entre m equacbes homogéneas, uma de grau qual-
quer, outra do segundo grau, e as restantes lineares.

VI — Polares de uma recta

1 ! ! i I
Seja d' (u' v/ w') uma recta fixa, e conduzamos por um dos
seus pontos outra recta d' (u’ v w'"); uma terceira recta d, do
feixe, serd definida pelas coordenadas

u -+ k u 5 v -k v w -k w'
e et W=
(s 1k TS

onde k é a rasdo simples de trez raios do feixe.

Substitilindo estes valores na equacdo tangencial da curva
obtem-se
k0 | (U” v!! WH) Jl‘ kn—1 (U' Flu” _+_ v/ F’v// + w/ P‘IWN) + e

. + F@vVw)y=0

Iista equagdo dd os n valores de k relativos as tangentes a
curva pertencentes ao feixe. As equagbes das polares da recta
fixa d" obteem-se igualando a zero, os coeficientes das sucessivas

poténcias de k.
Assim a primeira polar tem por equagdo

LA | ik, == w' Fly 0

¢ o ultima polar ¢ o ponto de equaghio
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u Flu/ + v FIV/ + w F’wIZO

Este ponto coincide com o ponto de contacto se a recta d' €
tangente a curva.

Poderiam, assim, deduzir-se propriedades duais das do pard-
grafo anterior.

VII — Assintotas.

Di-se o nome de assinfota a posicdao limite de wma tangente
cujo ponto de contacto se afasta indefinidamente sébre o ramo
infinito de uma curva.

Consideremos a equagdo homogénea

{n(xay> "|'* n—1 (X1Y)Z ‘i“ fn~2(xv}7) 22+ Bt + f‘() (X aY) 2"=0

que representa uma curva algébrica de ordem n.
Se nela fizermos z — 0, determinaremos as intersecgdes da
curva com a recta do infinito

fa(x,y)=0

lista equagdo homogénea define um sistema de rectas pas-
sando pela origem.
Resolvendo a equagdo

fo(x,y)="hh(1 a%‘):fn(l ,mj)=0

obtemos n valores de m
my mp ... mp

que siio chamadas direccoes assintdticas da curva, e que ndo sdo
mais que os coeficientes angulares das assintotas.

Para determinar as ordenadas na origem, de cada uma das
assintotas, consideremos a equacao duma delas

y=mx -+ b

Eliminando y entre esta equacdo e a equagdo da curva, vem
sucessivamente

fy (Xym X <= b) 4+ fh—1 (x,mix 4 b) - fu—a(X,m X - b) .. .=0

¢
0

fi (xym %) < bf'n (x ymX) E; 'y (x ymy x) |

-

P fey (XymyX) o b £y (xym %) 4 flle ey (%0 X)) =}

.0

(O !".n v(xumlx) | I"\)nuu(xa”llx) P v 0
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e também

X6y (ma) + 30 [ by (Lmi) o+ foa (mi) | +

- X“‘“2[l2)—12f”n (1ami) ol b fln—l (1,mi) <+ f11—2 (1;mi)J =)

Mas
fn (15m1)=0

e introduzindo esta condi¢do na equacdo anterior, o resultado
indica que t6da a recta paralela a assintota, inclusivamente esta,
encontra a curva em (n — 1) pontos.

Para a assintota a equacdo deve admitir nova raiz infinita e
ter-se-hd

b flﬂ (I’mi) + fn—l (15ml):O
donde
bt i fn_1 (1, mi)
f'a (1, m;)

No caso de fy, 3 (1, m;)==0, temos para equagdo da assintota
Y M5

- Quando for f'y (1, m;) =0, a assintota € uma recta do
infinito, mas paralela 4 recta

Ye—Imj X
Finalmente, se se tem simultineamente
fo1=0 fha=0

m,; ¢ uma raiz multipla da equacdo em x" e b poderd ser deter-
minado por

2
_1bgf~.,(1, m;)+bfa_y (@, mi)+ fa_z(1, mi) =0

havendo néste caso duas raizes by b, e portanto duas assintotas

y=mj x4+ b y=m; x + b,
(Quando a curva algébrica admite assintotas paralelas aos
eixos a equagio
fy (X, Y) == ()

admite raizes nulas ou infinitas, sendo as ultimas relativas as
ussintotas paralelas ao eixo dos y y.
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Tais assintotas determinam-se ordenando o primeiro membro
da equacdo da curva segundo as poténcias decrescentes da
varidvel y e achando as ordenadas infinitas dessa equag@o. Assim
se for

yP e (x) - yemlify (®) 4 .. =0
teremos que fazer
fi (x) =0

que determina um numero de assintotas igual ao seu grau. Como
0o numero méximo de assintotas de uma curva de ordem n é
igual ao seu grau e como além disso se podem escolher arbitra-
riamente os eixos coordenados, concluiremos :

Uma curva algébrica de ordem n, que admite p assintotas
paralelas a uma dada direccdo, sé pode admitir n — p ndo
paralelas a essa direccdo.

VIII — Pontos singulares nas curvas algébricas.

Procurdmos a equagdo da tangente determinando as equa-
¢Oes das rectas que encontram as curvas em dois pontos conse-
cutivos. Se investigarmos agora a existéncia das tangentes que
teem de comum com a curva trés pontos consecutivos teremos
as tangentes estaciondrias ou tangentes de inflexdo, e os seus
pontos de contacto, os pontos de inflexdo da curva.

A designacdo destas tangentes véem do modo como Pliicker
as considerou na Theorie der algebraischen Curven (veja-se refe-
réncia em Lecons sur la géométrie, traducdo francesa da obra
de Alfred Clebsch Vorlesungen iiber Geometrie, 1879-80-83
pdg. 8 vol. 2.9).

Iom geral a tangente roda de um modo continuo em térno
do seu ponto de contacto quando &ste percorre a curva. Porém
nos pontos considerados, hd duas posigbes consecutivas, cujas
tangentes coincidem, de modo que tudo se passa como se a tan-
gente parasse um instante, e, como em seguida, hd uma mudanga
no sentido da rotagio, Plicker classificon-as de estaciondrias ou
de inflexfio.

Consideremos de novo as coordenadas
Yy - k ! zl <k 2z
' e 7
] =k I | == It

do ponto M da recta M' M7 ¢ wubstituamos estes valores na
equacho homogénea I' (x, v, 2) - 0. Desenvolvendo, vem :

100

I (x’gy’ Z)+ k@ Fy+y'"Fy+2' Fy) +
k

- i_z(x”g Rl o ks yug F“y/ . 28 712 Bl ) x/! y!/ F”x' » i
+ 2 XI/ Z_l/ F”x’ b + 2 yll ZII F”y/ z’) _I_ P Ay I

Para a recta ter dois pontos coincidentes em M' (x' y' Z/) a
cquagdo anterior tem que admitir duas raizes nulas e portanto:

FEyz)y=0 x'Fyg+y" Fy + 2l By =0

onde pelo menos uma das derivadas é diferente de zero para
(x' y' z). Para a recta encontrar a curva em mais um terceiro
ponto coincidente com os anteriores tem que ser simultdnea-
mente

X F'x/ -+ y F’y/ + z F,Z/:
x2 Flly g b y2 F”y/ AL 2F, .+ 2x y F', R
+2xzFlyy+2yzFy =0
0 que mostra que a conica representada pela segunda equacéo
tem que degenerar em duas rectas, uma das quais seja a pri-
meira equagao.
Para isso o descriminante da segunda equacdo deve anular-se
0 que dd
H — ‘ F”x’ x/ P‘”x/ y/ F”xl 2 | =— O
F”y/ x/ F”y/ y/ F”y/ 7/
l Fily o (B, ¥ Bl

ou, 0 que ¢ o mesmo, o ponto M’ (x' y' 2') tem que satisfazer a
uma equacao

2

equagdo essa que representa uma curva da ordem 3 (n — 2) a
que se dd o nome de hessiana. Como além disso se tem simul-
tineamente

F (xl yl ZV)___:O

conclui-se o seguinte : :

Os pontos de inflexdao de uma curva sdo os pontos de encontro
da curva com a sua hessiana, e portanto em numero igual a
3n (n 2).

Ver O, Hesse, Journal de Crelle, t. 28,

O niamero de pontos de inflexdo de uma curva é também
apresentado por Plicker, no medmo local, tomo 12,

Os pontos em que a hessiana ¢ tangente & curva primitiva,
shio pontos de inflexfio de ordem superior ¢ seria fdcil de ver
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que os pontos onde a curva algébrica tivesse p pontos de comum
com a sua tangente, teria p — 2 com a sua hessiana, e tais pon-
tos sdo equivalentes a p — 2 pontos de inflexdo simples.

Porém ¢ ficil demonstrar que dos pontos de encontro duma
tangente com a curva ndo podem existir mais que trés no ponto
de contacto, sem que entre os coeficientes da equagéo da curva,
haja uma relacdo de dependéncia.

Com efeito, sendo o numero de tangentes que se podem
conduzir a uma curva, uma simples infinidade, desde que se lhes
imponha uma condicio ésse numero serd limitado. (Ver Cramer,
Introdution & L’analyse des lignes courbes, Géneve 1750 pdg. 403,
e Cayley Journal de Crelle t. 34).

Continuemos a imaginar o ponto de contacto a descrever a
curva ; quando o ponto parar um instante, sem a sua tangente
deixar de rodar, e em seguida retroceder, continuando sempre a
tangente a rodar no mesmo sentido, diz-se que a curva tem um
ponto de reversio e a tangente em tal ponto ¢ a langenie de
reversdo. A determinagio destas tangentes faz-se dualmente com
a equacéo tangencial

F (uv,w)=0
As coordenadas u, v, w da tangente satisfazem simultdnea-
mente 2 equacdo da curva, e 2 equacdo
F”u u F”v u l:T”w u ’ =0
F”u V. E‘”V v F”\V v
1 F”D w F”\' w F”\V w

Entio o niimero das tangentes de reversdo de uma curva de
classe k ¢ 3 k (k — 2).

IX — Pontos miltiplos e tangentes multiplas.

Chama-se ponto muiltiplo de ordem p duma curva de ordem
n, a um ponto tal que toda a recta que o atravesse ndo encontra
a curva em mais de n — p, outros pontos.

No caso de p — 2 o ponto ¢ duplo, também chamado nodo ;
nos nodos, a curva algébrica, admite duas tangentes, cada uma
das quais encontra a curva em trés pontos: dols pontos estio
situados num mesmo ramo da curva e o terceiro ponto deve ser
encarado como o ponto de cruzamento da tangente com 0O
segundo ramo da curva,

Suponhamos que num ponto M da curva se cruzam dois
Famos & e 8 e que um terceiro ramo s corta os dois anteriores
em pontos A ¢ B, Fagamon tender 8" para M. No limite a curva

fig. 2

admite em M um ponto triplo que sera equivalente aos trés
pontos duplos M, A e B.

Do mesmo modo, suponhamos que além dos dois ramos s e
s' outros dois s e s se cruzavam num ponto N ; quando N ten-

fig. 5

desse para M, evidentemente que no limite a curva admitiria em
M um ponto multiplo de ordem 4 equivalente a seis pontos
duplos. Generalisando : um ponto miltiplo de ordem p, equivale
0 um numero de pontos duplos igual a

p(p-—1)

2
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Para uma curva de ordem n admitir o ponto M (¥, y/, 2)
como ponto duplo seria necessdrio ter

Bty ) sl oy B

o que facilmente se veria, transportando a origem dos eixos para
M’ e obrigando a equacdo da curva a admitir duas raizes nulas.

Ter-se-hd, portanto, para a curva admitir, pelo menos, um
ponto duplo o sistema :

le =0 Fly —0 F/z S

formado por trés equacées de grau (n — 1).

Clebsch em Vorlesungen iiber Geometrie, afirma nao existir
regra para determinar a resultante déste sistema, porém Salmon
nas suas Introductory lessons, third edition, art. 91 atribui a
Sylvester um método para formar a resultante dum -sistema de
trés equagdes do mesmo grau.

Podemos contudo aplicar o seguinte teorema que Clebsch
demonstra na pdg. 13 da sua geometria.

A resultante de trés equacoes, respectivamente de graus m, n
e p relativamente a (rés varidveis homogéneas, € de grau n p,
com respeito aos coeficientes da equacdo de grau m, de grau m p
relativamente aos da equacdo de graw n, e m n relativamente
aos da de grau p.

Demonstra-se &ste teorema, muito facilmente, supondo cal-
culados os valores das n >< p solu¢6és das duas ultimas equagoes.
Iisses valores sdo unicamente funcées dos coeficientes das duas
iltimas equagoes.

A resultante acha-se agora muitiplicando as n. p expressoes
que se obtém da primeira equagdo, por substituicdo das solu-
gOes calculadas, e vé-se assim que a resultante é bem do grau
np em relagio aos coeficientes da primeira equacdo. Mas o
determinante pode obter-se simetricamente a partir das restantes
equagbes, ficando assim demonstrado o teorema.

A aplicagio déste teorema ao caso concreto que estamos
tratando, conduz-nos ao seguinte enunciado :

O eliminante que igualado a zero, ¢ a resultante que dd a
condigdo de existéncia de um ponto duplo, na curva correspon-
dente de ordem n, ¢ do grau 3 (n — 1)*

Determindmos assim a condigiio de existéncia de um ponto
duplo. O problema que a seguir se nos apresenta ¢ o da deter=
minagio do nimero mdximo de pontos duplos de uma curva
algébrica de ordem n,

A determinaglio déste nimero foi feita por Cramer para as
ofto primeiras ordens, e verificou-se que era dado por

s 0—1)(0—2)

sem contudo se descobrir um método analitico de determinar
curvas algébricas com o mdximo de pontos duplos, nem mesmo
uma construcdo geométrica dessas curvas. (Vér Salmon — 4
T'reatise on the higher plane curves pag. 31).

Deve-se a andlise moderna a demonstracdo déste teorema,
que se encontra relacionado com os trabalhos de Riemann sdbre
funcoes elipticas e abelianas.

Essa demonstracdo € repetida e utilisada por Clebsh nas
suas memorias do Journal de Crelle t. 1Lx1v 'pdg. 210 t. LXXIII
pdg. 189, e ainda em Comptles Rendus des Séances de I’ Académie
des Sciences, t. LX pdg. 68.

Chasles deduz de um estudo feito sdbre superficies regradas,
uma demonstracdo simplecissima déste teorema, Comptes Rendus,
. LXII pdg. 579. ;

Apesar de ser necessdrio demonstrar préviamente duas pro-
posicoes relativas as superficies regradas seguiremos essa via,
principalmente pela grande clareza e simplicidade de que ¢
dotada.

Demonstremos entdo, como faz Chasles, o seguinte :

Dadas duas curvas, torsas ou planas, do espaco, que dest-
gnaremos por U, e Uy , de ordens n e n', cujos pontos A e A' se
determinam individualmente, e se correspondem anharmonica-

menlte, as rectas A A!, que unem éstes pontos, dois a dots, formam
uma superficie de ordem (n + n').

I necessdrio, para demonstrar o teorema, verificar que
(n - n') rectas, geratrizes da superficie, se apoiam numa
recta qualquer r, do espaco. Um plano r. X, pertencente a recta
) corta a curva U, em n pontos, A, aos quais correspondem
sObre Uy, n pontos A'. Chamemos r. A’ os n planos definidos
por r e pelos n A'. Entdo a um plano r. X correspondem n
planos 7. A'. Um dos planos r. A’ corta a curva Uy, em n' pontos
A', a que correspondem em U,, n' pontos X. Por estes pontos
X passam n’ planos r. X que correspondem a cada plano 7. A

Das relacées entre os planos r. X e os planos correspon-
dentes r. A, conclue-se que existem (n --n') planos r. X que
cofncidem, plano a plano, com os correspondentes . A'.

Mas cada um déstes planos contém um par de pontos cor-
respondentes A A', das duas curvas, e por conseqtiéncia, a recta
(que os une. Entido (n | n) geratrizes da superficie se apoiam em
r, ¢ a superficie ¢ da ordem (n |- n'), como queriamos provar.

Fvidentemente, cortando a superficie por um plano, obtem-se
uma curva cujos pontos se determinam individualmente, pois que
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éles correspondem as geratrizes da superficie, e estas, aos pontos
duma das duas curvas, que por hipotese se determinam indivi-
dualmente.

Sabe-se que numa superficie regrada de ordem n, cada
geratriz encontra (n — 2) outras geratrizes. Com efeito, suponha-
mos um plano passando pela geratriz considerada, a. Esse plano
corta a superficie segundo uma curva de ordem (n — 1) que ¢
logar dos pontos em que o plano corta as outras geratrizes. Um
déstes pontos A’ pertence a uma geratriz a' infinitamente préxima
de a.

Facamos com que o plano seja tangente em a.

No limite o pounto A' vai cair em a, e serd o ponto de con-
tacto : Entdo a geratriz ¢ cortard as outras (n — 2) geratrizes,
somente.

Haverd assim em cada geratriz (n — 2) pontos em que ela
corta as restantes. O conjunto déstes sistemas de (n — 2) pontos,
forma uma curva torsa que recebe o nome de curva nodal da
superficie.

Posto isto demonstremos a segunda proposi¢do de Chasles.

A curva nodal duma superficie de ordem n, é da ordem

(b—1)0—2)
2

Vamos supor o teorema demonstrado para uma curva de
ordem n — 1, ¢ vamos demonstrd-lo para uma de ordem n.

Uma seccdo plana da superficie de ordem (n — 1), tem
\n 2)2-(2 o719 pontos duplos porque ¢é essa a ordem da curva
nodal da superficie. Com efeito um plano corta a curva nodal da

s (n —2) (n — 3) o i
superficie em *— TR i pontos e a seccdo plana tem nésses
pontos os seus pontos duplos, visto que nésses pontos passam
duas geratrizes da superficie.

Ora os pontos desta seccdo plana determinam-se individual-
mente, como serd demonstrado posteriormente, Capitulo .

Imaginemos no espaco uma recta r e a secgdo plana que
designaremos por 2 ¢ que ¢ evidentemente uma curva da ordem
(n — 1). Sobre a recta ¢ so6bre a curva, podemos sempre tomar,
dois sistemas de pontos A B C... e A' B’ C'... que se corres:
pondem anharmonicamente.

Pelo teorema anterior as rectas A A!;, BB, CC'. .. serfio
peratrizes de uma superficie de ordem n,

Ora, existe uma geratriz no plano da curva 2; é a recta
que une o ponto em que o plunu corta r, com O ponto corress
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pondente de 2. Esta recta encontra n — 2, geratrizes em (n — 2)
pontos que pertencem a curva nodal da superficie. Além disso a

curva 2 tem—;—(n — 2) (n— 3) pontos duplos que também perten-

cem a curva nodal.
Esta curva possue portanto, ao todo

m 2@ 5 g U0
T et 2

pontos situados no plano de 2 sendo, portanto, esta a sua ordem.
Para n =273 temos uma superficie de 3.* ordem cuja curva
@ ol (Z)—Z)__1

Entdo a curva nodal duma superficie de 4,* ordem ¢é da ordem

g —1) (4—2)
2 - I3

duma superficie de 5.,* ordem, €

G—1)6—2_ .
e —L s =

So agora se encontra completa a indugdo do raciocinio e pode-
mos concluir que a curva nodal da superficie de ordem n, € da
(0 —1)(r —2).

nodal se sabe ser uma recta, e com efeito

— 3, e por conseqiiéncia a ordem da curva nodal

ordem

Finalmente, como conclusio déste ultimo teorema:
1
l/ma curva plana de ordem n tem 5 (n— 1) (n — 2) pontos duplos.

Qualquer curva de ordem n, se pode obter por uma sec¢do
plana, duma superficie de ordem n. A y

Mas o plano corta a curva nodal da superficie também em
L l)o-(-»l-]-—::g—) pontos por ser essa a sua ordem, e €sses pontos
serfio todos os pontos duplos da curva de ordem n, considerada.
I'ncontra-se assim perfeitamente demonstrado €ste importante
(eorema.

Uma tangente dupla duma curva é uma recta tal que por
um qualquer dos seus pontos se ndo podem conduzir mais que
(lk — 2) outras tangentes, se for k a classe da curva.

fid. 4
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Serd assim para téda a recta que, como a da figura, ¢ tan-
gente & curva em dois pontos A e B. Quando os dois pontos A
e B sdo reais e distintos temos uma tangente dupla propriamente
dita ; se os dois pontos sdo imagindrios temos uma Zangente 1so-
lada ; finalmente, se hd um unico contacto, a tangente tem trés
pontos de comum com a curva e ela torna-se uma tangente de
inflexdo.

Sdo precisamente, os casos duais, do ponto nodal pripria-
mente dito, quando no ponto da curva héd duas tangentes reais e
distintas ; do ponto isolado quando as duas tangentes sdo imagi-
ndrias e do ponto de reversio quando as duas tangentes coin-
cidem.

- Para terminar diremos que, um estudo dual feito com a
equagdo tangencial da curva nos conduziria a resultados corres-
poundendo-se dualisticamente com os tirados para os pontos mul-
tiplos.

Do mesmo modo concluiremos como resumo, que deve
fazer-se sobresair :

O niimero mdximo de tangentes duplas duma curva de classe
k é dado por

(k—) (ki 2).

o=

X — Comportamento das polares e hessiana nos pontos duplos.

Neste pardgrafo demonstrar-se-hdo algumas proposicGes pre-
paratorias para o estabelecimento das férmulas de Pliicker de que
tratard o pardgrafo seguinte.

Consideremos a equa¢fo de uma curva relativamente a um
sistema de eixos coordenados com origem num ponto multiplo
de ordem p. Essa equacio serd:

F(x,y,2)=fp (x,7) 28 =P 4 fy La (%, y)zP=P—14 ... 1, (x,5)=0

Com efeito, fazendo z=1, e resolvendo o sistema formado
pela equagiio da curva e a de uma recta passando pela origem, a
¢quago resultante da substituicdo na equacdo da curva de y por
m X, admite p raizes nulas e (n—p), restantes ndo nulas.

Vimos no pardgrafo V que as polares dum ponto da curva
passam todas por €sse ponto e sdo além disso tangentes & curva.
Além disto, os valores das derivadas de F, para a origem, anu«
lam-se até a ordem p — 1, de maneira que a polar de ordem n - p
reduz-se a um sistema de p rectas dadas pela equagio

fo (X yy) =0

¢ nfio existem as polares de ordem mais elevada,
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Vé-se que a origem é também um ponto multiplo de ordem
p em cada polar e que as suas tangentes sdo, COMO para a curva,
dadas pela equacdo
fp(x,y) =0

Consideremos agora um ponto M' (x' y' ') qualquer. A pri-
meira polar désse ponto, em relagdo a curva F (x, y, 2) =0
serd

Y Fl Ly Fy+2 F,—0

A derivada F/, contém no seu primeiro termo fy (x, y) e as
outras derivadas teem poténcias de x e y, apenas, com expoente
diminuido de uma unidade e entdo, na primeira polar, os menores
graus de x e de y, serdo p — 1. Podemos concluir que :

Um ponto miiltiplo de ordem p, da curva, é um ponio miil-
liplo da ordem p — 1, sébre a primeira polar de qualquer ponto.

Para a polar de ordem n —r, o menor grau de X ey é
p —r, e portanto o ponto multiplo é da ordem p — r, para essa
polar.

Se considerarmos o caso de a curva admitir um ponto duplo,
tomando &sse ponto para origem dos eixos, a equacao da curva
loma a forma :

Fxy,)=xy2 +hz 4 ...+ h=0
Na equacdo da primeira polar de M
X Fy -y Fy+2 F,=0

¥t ! ! a
os termos de grau menor em X e y sdo X y' + y X' € a equacao
da tangente na origem serd :

xy +yx=0

que ¢ conjugada com a recta x y' —y X' =0 que liga a origem
com o polo M/, relativamente as tangentes x=0 ¢ y=0. A
rasiio anharmoénica destas quatro rectas € igual a — 1.

Se a origem f6r um ponto de reverséo, teremos

lﬂ (X, y, ,/) X'J A 2 t “7) VAl 3 ]_. ey .'.. fn _:0
¢m que u recta X == (0 € a tangente de reversao. L como na polat

o termo de menor grau ¢ x x conclui-se que a langente de rever-
sdo, ¢ tangente d primeiva polar, no ponto de reversdo.
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Também se conclui imediatamente que :

Nos pontos de reversdo, a primeira polar e a curva, tocam-se
em trés pontos.

Consideremos agora a equac@o da hessiana

H=|Fyy F'y  F', x| =0
I I "

oy

]_:.‘IIX o l..l(y s P/Iz 5

A forma déste determinante conduz a vdrias definicbes desta
curva. Com efeito consideremos a equacio da polar de segunda
ordem dum ponto M' relativamente a curva algébrica de equacéo
Bom, ¥, 2) =0 Serd

x2 F”x/ x + y2 F”)./ i s 72 F”z/ e y F”k/ o i
’t‘ 2Xxz F”x’ z/ —+ Zy Z F”y’z’so

Entdo poderemos definir a hessiana como o logar geomé-
Irico dos pontos cujas polares cdnicas, degeneram em duas rectas.

Quando pretendemos exprimir que a primeira polar de M/
tem um ponto duplo, teremos de satisfazer simultineamente as
condicbes :

] D y' F'l, L A R e
! I ) ! ! e
X Flyx+y Flyy+ 2 Fly, =0
x' F', yr F’, il il
e entdo a hessiana € o logar geométrico dos pontos duplos da
primeira polar de qualquer ponto.
Consideremos agora a equagido duma curva
Fxy,2)=xyz—2++(ax3+3c,xy-
3 il —4 a8
+Bexy gyttt o=

tendo um ponto duplo na origem dos eixos e cujas tangentes
nésse ponto coincidem com 0s eixos.

Ver-se-hd que sem alterar as conclusbes a tirar, podemos
despresar os termos de ordem superior a primeira, em X e y,
excepto o termo em y%, Teremos a equagdio duma curva

(1) Xy gn- 4 _‘_ ¢ V'b gn 8 0

que se obteve substituindo na origem, o elemento de um ramo
pela tangente y - 0, ¢ o elemento de outro pelo da pardbola

X o= 6y Yim=(
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Conservémos o termo em y3 para que a recta x =0 encontre
a4 curva sempre em trés pontos coincidentes, o que conserva a
caracteristica de ponto duplo, a origem.

Evidentemente que poderiamos ter feito antes

(2) Xy zn—2 -+ ¢y x3 zn—3 =0

Quer na equagdo (1), quer em (2), o factor y ou x figura
para mostrar que existem dois ramos distintos da curva passando
pela origem.

O hessiano da curva (1) tem por valor um determinante cujas
duas primeiras colunas séo

0 7o
g2 6C4y zh —38
(n—2)yzr—3 (n—2)x 2" -1 53— 3) cyyeiz®—*

e a terceira
(h—2)yz—?
(n o) 2) X Zn—3 + 3 ([1 ___5) C1 y2 Zh — 4
m—2)(n—3)xyz"—*+ 0—3) (n—4) ¢ y32"°

¢ desenvolvendo, obtéem-se
cymn=s| 220 (-2 0—3)|+
ey 6@ —3)0—2)— (310 —n—o@—2"]

¢ reduzindo chegamos ao seguinte resultado, para equagdo da
liessiana
(n =2k, 2) Xyz3n—8 17 C4y5 23 —9 —

Iista equacio contem, no primeiro termo, o factor xy e é
fieil de vér que o mesmo sucedia se ndo se desprezassem os ter-
mos. Daqui se conclue que: a hessiana possue também um ponto
duplo na origem e com as mesmas tangentes, que a curva. Um
dow ramos toca o eixo y =0 e o outro é dirigido segundo o ele-
mento da pardbola

(n—2)x—ncy =0
cujn curvatura ¢ oposta o da pardbola

X = €y )’:" 0
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Como se chegaria a uma conclusdo semelhante com a curva
(2) vemos que a curva e a hessiana no ponto duplo sdo, como
indica a figura. Entdo poderemos resumir :

fig. 5

O niimero de pontos de interseccdo que, em geral se podem
considerar reiinidos num ponto duplo, pertencendo simultdnea-
mente a F =0 e a H=0 ¢ pois, igual a seis.

Consideremos agora um ponto de reversdo na origem :

a equagdo da curva serd :

F (x, y, 2) =x2x"—*% + (& X543y +
43 x yR ey yE) 2l - el

¢ para pontos da curva infinitamente proximos da origem teremos
semelhantemente ao que foi feito :

(5) x2 Zn—z_{._c4 y.’i zZn—38 —
(4) y2 22 ¢ x3 zh—3 —
A hessiana da curva (3), feitos os cdlculos necessdrios ¢

3 “:"5..,‘
YT oln—2

:2

cLyt=0

¢ como o primeiro termo ¢ do terceiro grau a hessiana possui um
ponto triplo na origem : um ramo toca a recta y ==0; 08 doiy
outros sho dados pela equagiio :

1 ]

¢ yo )
am—g YT

(8) XV 4
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¢ que sdo da mesma forma que a curva (3) apresentando também
um ponto de reversdo na origem, com a mesma tangente que a
curva. Com o mesmo valor de y a equagdo (5) da valores de x

fig. 6

s pequenos que (3). A curva tem no ponto de reversdo os
ramos mais afastados que os da hessiana como se vé€ na figura
junta. '®

Resumindo : :

Oito das interseccdes, duma curva com ponto de reversdo, e
A sua hessiana estdo reiinidos no ponto de reversdo.

(Com estas conclusGes importantes a que chegdmos néste
purdgrafo vamos estabelecer as formulas de Pliicker.

N1 Formulas de Pliicker.

Se supozermos que numa curva de ordem n, ou da classe k,
W supbe a méxima generalidade, isto é, a equagdo de tal curva
Hio supe relagdo algnma entre os seus coeficientes, as singula-
(idades que essa curva apresentar sio chamadas singularidades
urdindrias.

As formulas de Pliicker, sdo quatro equagdes, entre as sin-
puluridades ordindrias duma curva algébrica.

Vejamos como se estabelecem estas férmulas.

Designando, como temos feito até aqui, por n, a ordem da
curva, ¢ por k, a sua classe, vimos no pardgrafo 1v que se tinha

ke=n (n—1)

Obtevesse 8ste niumero determinando ag solugbes do sistema
formado pela equaghio da curva e pela equaglio da primeira polar.
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Se a curva admitir pontos duplos e pontos de reversdo viu-se no

pardgrafo anterior que o numero de solu¢Ges déste sistema que
estamos considerando baixa de duas unidades por cada ponto
duplo e baixa de trés por cada ponto de reversdo. Entao temos
a primeira férmula de Pliicker

(@) leemimimes i) - 2 di=rio i

onde representdmos por d e r o nimero de pontos duplos e de
reversao.

As singularidades de ordem superior implicam relacGes entre
os coeficientes da equacdo da curva e portanto ndo sdo singula-
ridades ordindrias; fol j@ demonstrada a equivaléncia entre as
singularidades de ordem superior e as singularidades ordindrias.

Assim, por um ponto multiplo de ordem p devem contar-se

p_(pg—»_l) pontos duplos, etc. Em todo o caso ¢ manifesta a influén-

cia dessas singularidades superiores nos sistemas considerados.

Os pontos de inflexao de uma curva so também dados pelo
sistema de duas equacées; a hessiana e a curva. Como foi visto
no pardgrafo vii, representando por w o nimero de pontos de
inflexdo temos :

W— i (n=—2)

Porém no pardgrafo anterior viu-se que um ponto duplo abate
o numero de pontos de inflexd3o em seis unidades, e também o
ponto de reversdo em oito.

A segunda formula de Pliicker é entdo:
2) w=3mn—2)n—6d—8r

Demonstradas estas duas primeiras expressoes a dualidade
permite estabelecer as restantes, que alids se poderiam estabele-
cer fazendo o estudo com as coordenadas tangenciais. Designando
entdo por t o numero de tangentes duplas ou tangentes de infle-
Xao temos

(3) n=tkiki— gt 2it—5 w
(4) r=3(k—2)k—6t—8w

As formulas (1), (2), (3) e (4) relacionam as singularidades

ordindrias.
nk,dt, rw

Se eliminarmos d entre (1) e (2) e t entre (3) ¢ (4) vird
(5) & (l§ == n) ==s W ~—r
Bintlio as quatro formulas de Plicker representam trés rela-

(Oes distintas entre as seis singularidades ordindrias visto que
dados os valores de trés delas as férmulas

(1), @), (3), (4) e (5)

diio as trés restantes.
Exprimindo t em fun¢do de d, r e m encontrar-se-hia:

I ;#n(n—z)(ng——g)—(n?——n—6)(2d—{—Z>r)+
+2dd—1+odr+2re—1)

Podemos concluir o teorema :
O niimero mdximo de tangentes duplas duma curva de ordem
N, ¢, no caso da curva ndo ter pontos duplos,

1
U= i (s 2)i(ng =i 0)
Os restantes termos da formula sdo as reducGes conseqiien-
les da existéncia dos pontos duplos. Igualmente se conclue que:
O mimero de pontos duplos de uma curva de classe k que

ndo possue tangentes duplas nem pontos de inflexdo, é
d :%k (k—2) (k2 — 9)

Iistes nimeros foram deduzidos por lacobi-—J. de Crelle,
. 40, pdg. 37, e por Clebsh, mesmo local, t. 63: vér também
Salmon Higher plane curves, cap. 1x.

X1l -~ Género de uma curva algébrica.
As formulas de Plicker, permitem verificar a seguinte inva-
rlncia : -

U e ) g o e Dk 2)
2 2

t—w

Basta, para isso, substituir no segundo membro, t pelo seu
valor tirado da terceira formula de Pliicker e eliminar em seguida
I ¢ w por intermédio das duas primeiras.

Vé-se, assim, que o numero

(n—1) (n— 2)

8 5 e —r

pode considerar-se como uma nova singularidade ordindria que
se corresponde dualisticamente,
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A esta nova singularidade deu-se o nome de género da curva
algébrica. , ! .

A nociio de género foi introduzida na geometria por Riemann,
no seu belo trabalho Theorie der Abelschen Funtionen (tomo 54
do Journal de Crelle). :

Mas essa nocdo foi principalmente aplicada e desenvolvida,
no que diz respeito as curvas, pelo grande geémetra Alfred
Clebsh.

Com esta nova singularidade as formulas de Pliicker tomam
novo aspecto facil de deduzir e apresentado pela primeira vez
por Cayley, no tomo x1, pag. 185, do Quarterly Journal.

Este novo aspecto é apresentado por Clebsh nas Lecons sur
la Géométrie (edigo francesa, 1880, pag. 65, 2.° vol.) e aconse-
lhado como sendo o mais fécil de reter na memoria.

29g— 2=k +4r—2n
—nt+tw—2k
—n(n—3) —2.d+r)
—k(k—3)—2(t+W)
Apresenta também Clebsh a observagdo, de que estas formulas
dizem respeito tanto as singularidades reais como as imagindrias.
Poderiam, contudo, deduzir-se formulas dizendo respeito uni-
camente as singularidades reais como o demonstra o geometra ale-
mio Klein no tomo x dos Mathem. Annalen, e Perrin no Bulletin
de la Soctété mathématique de France, tomo Vi, pag. 84.

|

CAPITULO II

Teoremas gerais sdbre curvas algébricas.

Feixes e rédes de curvas.

| — Teoremas.

No pardgrafo I do capitulo anterior viu-se que uma curva
algébrica de ordem n, seria determinada por

p:n(nz—f—:’;)

condicBes, como por exemplo a passagem por um numero igual
de pontcs de plano.

H4 muitos casos, porém, em que p pontos dados ao acaso
nfio bastam para determinar a curva.

Um caso que lembra imediatamente é o caso da curva de
segunda ordem. Na teoria destas curvas viu-se que cinco pontos
determinavam a curva se ndo estivessem trés ou mais sobre a
mesma recta.

Se tal sucedesse ndo sé a conica degenerava, como até dos
trés pontos sdbre a recta, dois unicos valiam para efeitos de
determinacdo da curva. Evidentemente a cénica degenera por -
existirem numa recta um numero de pontos mais elevado que a
ordem da curva, o que, repetimos, obriga a recta a pertencer a
curva, « o ]

Podem entdo existir diversas curvas da ordem n definidas,
mas mal, evidentemente, por p pontos.

Para a curva ficar perfeitamente definida serd necessdrio que
08 pontos sejam distintos.

)ma curva de ordem n é encontrada por outra curva de
ordem m, em m. n pontos reais ou imagindrios que sdo as solu-
cOes do sistema formado pelas duas curvas. Se entre os p pontos
que definem uma curva de ordem n, estdio m. n - 1 pertencentes
A linha de ordem n, o logar geométrico compGe-se desta linha e
de outra da ordem n - m,

Como exemplo temos, que um sistema de nove pontos deter-
minam uma ¢ibica j mas se sete désses pontos pertencem a uma




conica, a cubica reduz-se a conica e a uma recta que passa pelos
dois restantes-pontos. '

Enunciemos agora alguns teoremas gerais :

Teorema I — Tddas as curvas de ordem n que passam por
(m—1) (n—2)
. 2 5

Com efeito sejam C, =0 e C,=0 as equacGes de duas
quaisquer linhas de ordem n, passando, por (p — 1) pontos.

O sistema

p — 1 pontos do plano, passam por pontos fixos.

=0
C2=0

define n? pontos pertencentes simultdneamente as duas curvas.
Entdo a equagio

representa evidentemente uma curva que passa por n? pontos ao
numero dos quais pertencem os (p — 1) considerados. Como os

n? pontos pertencem também a cada uma das curvas, estas além
dos p — 1, passam ainda por

n—p-41
ou substitilindo o valor de p, temos que cada curva passa ainda por

n2~n(n+§)+1____(n~1) (n —2)

2 2

pontos fixos do plano. : ;
Entdo as cubicas que passam por oito pontos passam ainda
por um nono ponto, ¢ do mesmo modo as_qudrticas que passam
por 13 pontos dados passam ainda por mals res pontos fixos.
Vé-se que, hd quérticas passando por p = 14 pontos, sem
ficarem bem determinadas.

Teorema 11— Se, dos n? pontos de encontro de duas curvas
de ordem n,m. n pertencerem a uma curva de ordem m, 0s res-
tantes n® — m. n, pertencem a uma curva da ordem n — m.

No sistema das duas equacdes de grau n, C;==0 ¢ Gy =0,
podemos substituir qualquer destas equagdes por

Ci+kCy=0

que representa uma curva da mesma ordem, ¢ que passa por
todos o8 pontos de encontro de Cy e Gy

Ora se existirem nos n pontos, m, n pertencentes i uma curvi
de ordem m haverd evidentemente um valor de k para o qual
Gy k Gy 0 seja um produto de duas fungOes, uma de gran m
¢ outrn de grau n, e portanto
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M.N=0

¢ se m.n pontos pertencem & curva M =0 os n (n— m) restan-
tes encontram-se na curva de equacdo N = 0 de ordem (n — m).

(v el (ol
Déste teorema deduzem-se vérios coroldrios.

Corolario I — Dados dois sistemas de n rectas, se m. n pontos
de encontro dessas rectas, pertencem a uma curva de ordem n, os
restantes n (n — m) pontos de encontro estdo numa curva de ordem
(n — m).

Corolédrio 11— Se em dois sistemas de n rectas, estiverem 2 n
pontos de encontro sébre uma conica os restantes pontos estarao
sobre uma curva da ordem n — 2,

Coroldrio 11T — Num poligono de 2n lados, inscrito numa
cdnica, os pontos de encontro dos lados de ordem impar com os
lados ndo adjacentes de ordem par, encontram-se todos sobre uma
linha de ordem n — 2.

Quando n =3 encontra-se o conhecido feorema de Pascal
para um hexdgono inscrito numa cénica.

Coroldrio IV — Se tirarmos tangentes a uma curva de ordem
1 pelos n porntos de uma secante dessa curva, os n (n — 2) pontos
de encontro das tamgentes e da curva, pertencem a uma mesma
curva de ordem (n — 2).

Basta considerar a secante como uma coénica degenerada em
duas rectas coincidentes.

Teorema 111 — Sendo dadas irés curvas de ordem n, Cy,
C, e Cy se se considerarem duas outras curvas da mesma ordem
(e Cl, uma passando pelos pontos de interseccdo de Cy e Cy, a
outra pelos de Cy e Cj, os n2 pontos de interseccdo das curvas G
¢ Cly bem como os n2 pontos de interseccao de Cy e Cy pertencem
a wma curva de ordem n.

Sejam entdo

C,=0 C,=0 GCs;=0
as equacbes das curvas consideradas. As equagdes C=0¢ C'=0
dfio para valores convenientes de k e k'
Ci+k Ca=0"' Ci+ Kk Cs=0
¢ subtraindo-as vem :

k Cy = k' Cymm0

()
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Esta equagdo representa uma curva de ordem n que passa
pelos pontos de C=0e C'=0, e de C; =0 e C;=0.

catqulds

Teorema IV — Enire os m. n pontos de encontro de duas
linhas de ordens m e n, um certo niimero de pontos se encontram
determinados pelos outros.

Sejam
as equacoes das curvas de ordem m e n.

Entre os m. n pontos comuns, sdo necessarios

m (m + 3)
2

para definic M = 0, e no caso de ser m > n, tomando
ol o)
2

pontos, a curva N =0 fica completamente definida, ¢ igualmente
os restantes pontos de encontro com M = 0.
Ora éstes sdo em nimero

__n(ﬂ—{-a)
2

No caso m<n pode substituir-se N =0 por uma das curvas
de equacdo

(1) mn

Onde P representa um poliménio de grau (n — m) visto que
ela encontra M = (0 nos mesmos pontos que N==0 qualquer que
seja P. Os coeficientes de P s@o arbitrdrios e em numero de

(n-—m--1)(n—m 4 2)
2
Ora, sem mudar os pontos de encontro de M =0 e N — 0,

podemos determinar os coeficientes de P de modo que desapare-
cam na equagéo

N+P. M=o

um numero igual de coeficientes.
Essa curva especial ficard determinada entdo por

n(n - 3) (n —m -4 1)(n —m = 2) B (M = 1) (M == 2]
) 0 iy g T 0

- - o

bl

pontos, dos quais devemos subtrair os pontos comuns de M=0
¢ N = 0; temos assim determinados pelos outros
(m — 1) (m —2)

2

2

10Ntos.
l Quando a curva N==0 passa por um ponto duplo de M =0
fute ponto duplo é contado por dois nos m.n pontos comuns das
uas curvas.

Entdo cada ponto duplo diminue o numero (2) de uma uni-
dade. Se N=0 passa por d pontos duplos de M = 0, temos:

(o) (i 20
2

n>m

|l -~ Feixes de curvas.

Sejam Cy =0 e C, =0 duas curvas algébricas de ordem n.

A equagio
onde k é um pardmetro arbitrdrio, representa um conjunto de
linhas todas de ordem n e que passam pelos n? pontos de inter-
seccio das curvas Cp e Co.

Como o pardmetro arbitrdrio figura no primeiro grau o sis-
{¢ema de curvas representado por aquela equagao designa-se por
[eixe linear.

Cada uma das curvas satisfaz a

Do)
2

1

condigbes ¢ portanto ficard perfeitamente definida com mais uma
condicio. Com efeito submetendo, por exemplo, a curva a passar
por um ponto determina-se univocamente k, e a curva. Entdo

Por cada ponto do plano, passa em geral uma curva do
[eixe, e s6 uma. : '

Se procurarmos as curvas do feixe que admitem um ponto
duplo, teremos que determinar k de modo que se anule o descri-
minante da equagio do feixe : como &sse descriminante ¢ de grau
5 (n — 1)* relativamente a k, podemos concluir que existem, em
peral, num feixe de curvas de ordem n, 3 (n — 1)* curvas de
ponto, duplo. ) .

[iste numero pode, contudo sofrer redugiio, nos casos de as
curvas Gy ¢ C, serem tungentes, ou que no feixe se encontre
Uma curva com um ponto de reversiio, ou ainda quando as curvas
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teem um ponto duplo comum. (Vér Cremona — Einleitung 1n
die Theorie ebener Curven).

Com um feixe de conicas existem trés pares de rectas que
se encaram como cénicas com ponto duplo.

Designemos agora por P;=0 e P, =0 as primeiras polares
de um ponto (x' y' z) em relacdo as curvas Ci—0 ¢ Cy=0.

A equagdo da primeira polar do mesmo ponto em relaglo as
curvas do feixe ¢ dada por

P +-kP,=0

que ¢ evidentemente satisfeita pelos (n — 1)? pontos comuns as
duas polares Py e P,. Entao concluimos :

Tédas as primeiras polares dum ponto em relacdo das curvas
dum feixe passam por (n — 1)* pontos fixos.

Também concluiriamos que as segundas polares passam por
(n — 2)2 pontos e finalmente que as rectas polares passam todas
por um ponto.

Muitas proposi¢Ses se poderiam demonstrar sobre os feixes
de curvas, porém tornar-se-hia extensa a sua exposicdo e fugi-
riamos ao fim que temos em vista, e que se resume c¢m, apre-
sentar idéas muito sucintas sdbre as curvas algébricas.

Aconselhamos sdbre éste assunto a leitura das obras de
Clebsh ou em especial as Lecons sur la Géométrie (tom. 11 e 1n).

111 — Rédes de curvas.

D4-se &ste nome aos sistemas de curvas de ordem n defi-
nidas pela equagdo geral

C,4+hCy+k C=0

onde h e k sdo dois pardmetros arbitrérios e, Ci, Cy, C; sé0 trés
curvas da ordem n.

A caracteristica analitica da réde de curvas, consiste em
cada uma das suas curvas depender linecarmente de dois pard-
metros. Este facto interpreta-se também geometricamente do
seguinte modo ; submetendo as curvas da réde a condigio de
passarem por um ponto, as curvas formam um feixe. Por conse-
qUiéncia uma retinido de curvas de ordem n que passam por

n (n -+ 3)
)

—2

pontos fixos fornecem o exemplo mais simples duma réde.
O estudo das rédes de curvas conduzenos a algumas linhas
muito interessantes, de que vamos falar,
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Numa réde de curvas hd infinitas curvas com ponto duplo.
Com efeito o descriminante da equacdo da réde contém os coefi-
cientes h e k e portanto para ser nulo, pode consegui-lo de duas
infinidades de maneiras. As condices de existéncia de um ponto
duplo sdo com efeito

@ /4 h Clyy 4 k Claye—10
Uiy h Clay + kiClyy—
C,lz + h C’?z —I" k C,31=0

A eliminagio de h e k entre estas trés equagbes conduz a

Cll X C'Z X C'3 b =0
C’l y CI2 y C’g ¥y
(4'1 z C’z z C’s z

cquagdo do grau 3 (n — 1) que tem o nome de hessiana ou laco-
brana da réde.
A ITacobiana duma réde, além de ser uma curva de ordem
5 (0 — 1) € também o logar geomélrico dos pontos duplos.
Consideremos agora a polar linear de um ponto (x'y' z)) em
relacdio a uma curva da réde; a sua equacio serd

X Ui+ y C'ly’ % C »+h(xChy + y Cly Rty cl )
+ k (X C’3 oed —l_ y C’Eky’ + Z (:/3 Z’) =i(0)

¢ suponhamos que o polo pertence a hessiana ; néste caso tere-
mos evidentemente que as equacoes

X C’] S y C’l y! + z C/l a=——0)
X C,2 st + y C!2 y/ —I—‘ 74 C/g 72l == O
X CIS N '!“ y (3,3 y/ + VA Clg A O

indicam que as polares lineares concorrem tddas num mesmo
ponto. Entdo a hessiana é o logar dos pontos cujas polares linea-
o8 concorrem num ponto.

Se o polo (x' y' z') percorrer a hessiana o ponto de concurso
dns rectas polares descreve uma curva que se obteria destas
ultimas equagdes eliminando entre elas os valores x' y' 2/,

A essa curva dd-se o nome de steineriana da réde. Como a
resultante do sistema ¢ de grau 3 (n — 1)? em x y z, concluimos que

A steineriana duma réde é uma curva de ordem 3 (n — 1)

Iintre os pontos da jacobiana e da steineriana hd uma cor-
renpondénein biunivoea tal que as rectas que unem os pontos
definem tangencialmente uma nova curva a que se dd o nome de
cayleyana da réde,
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Esta ultima curva é da classe 3 n (n — 1) como seria fécil
de demonstrar. (Vér Clebsh obra citada pdg. 82).
Para estudo minucioso das rédes, além de Clebsh sdo utilis-
simos Cremona na sua obra j4 citada e, de Jonquieres — Mathem.
Annalen. ;
CAPITULO 111

As curvas de género zero.

Unicursais

|~ Defini¢do.

O desenvolvimento sempre crescente do calculo integral onde
ne nota o aparecimento de novas integragées, fez surgir novas fun-
(Ocs transcendentes. A determinacdo das areas e cumprimentos
de arcos de curvas dependem de integrais, a grande maioria dos
(unis se ndo calculam por intermédio das funcoes elementares.
lJm exemplo frizante encontra-se na determinac@o do arco duma
elipse cujo integral deu origem aos trabalhos de Riemann, de Iacobi
¢ lantos outros sdbre as func¢des elipticas e abelianas. Também a
Integragdo das diferenciais relativas as unicursais deu origem aos
trubalhos de Chasles, Cayley e Clebsh s6bre o estudo geral e par-
ticular das curvas algébricas.

Dissemos jd anteriormente, ter sido Riemann o introdutor da
logho de género na teoria das fungGes, nogdo esta, que foi ime-
dintamente aplicada e desenvolvida, no estudo das curvas por
Clebsh e Cayley. :

Naturalmente se seguiram estudos permenorisados sobre cur-
vy dos primeiros géneros, e se Cayley estudou as curvas de género
vero, dando-lhes o nome de unicursais, Clebsh estudava as curvas
e géneroum, enquanto a andlise, com os integrais relativos a estas
curvas, estudava as funcées elipticas e abelianas, como tinhamos dito.

No capitulo presente, vamos estudar rapidamente as curvas
icursais, isto €, as curvas algébricas cujo nimero de pontos
duplos atinge o sew mdximo

(hnil) [0 2)
2

Illas gosam de uma propriedade importantissima que passa-
MoK o expor,

I~ Propriedade fundamental.

Aw curvas de género zero gosam da propriedade de todos os




seus pontos poderem sér determinados individualmente. Este facto
resulta do teorema demonstrado por Chasles na sua memoria em
Comptes Rendus des séances de I'Académie des Sciences t. LXI,
pég. 584 e que exporemos, em seguida.

Se uma curva C, (de ordem n) possui —12— (n—1) (n—2)

pontos duplos, podemos determinar os seus ponlos individual-
mente, utilisando um feixe de curvas de ordem (n — 1), que téem
(n — 2) pontos duplos comuns com 1gual niimero de pontos duplos

de Cp, e —]2— (n —2) (n — 3) pontos simples coincidindo com os

outros pontos duplos de C,, e que passam todas por um outro
ponto fixo de C, .

Com efeito, se se considera um feixe de curvas de ordem
(n — 1), éle ficard determinado pelo numero de pontes dado pela
formula jd conhecida

n2 +n —4
2

m—1)(n+2) —1=

o=

constitiiindo estes pontos o que também se chama base do feixe.
Ora os (n — 2) pontos duplos de C, , por onde passa o feixe,
equivalem a 3 (n — 2) pontos simples. Mas o feixe passa ainda

por mais % (n — 2) (n — 3) + 1 poutos e entdo o numero total

de pontos para determinar o feixe €
s—2+ 4 =2 (—3+1=5 (=1 @ —2) 1

¢ o feixe esta perfeitamente determinado.

Reparemos agora que cada curva de feixe, ¢ de ordem (n— 1)
e cortard C,, em n(n— 1) pontos dos quais sio jd conhecidos 08
seguintes :

— um no ponto fixo de C, por onde passam todas as curvas
do feixe. 3

— 4 (n — 2) encontram-se nos (n — 2) pontos duplos de Gy
onde também as curvas do feixe tém pontos duplos. y

— finalmente (n — 2) (n — 3) nos outros pontos duplos de Gy
Com efeito os restantes pontos duplos de C, sio

5 (m—1)(n~—2) — (n—2) (n —2) (n —3)

Temos assim um total de pontos igual a

4 (=2~ (n=2) (N~ B8) 1 n(n 1) |
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Entdo as curvas cortam-se ainda num ponto varidvel, o que
demonstra o teorema.

~ Chasles apresenta ainda um novo teorema onde emprega um
fcixe de ordem (n — 2).

As curvas do feixe que tem por base, 9 pontos duplos coinci-
dindo com pontos duplos de C, »515 (n — 1) (n — 2) — J pontos

simples coincidindo com os restantes pontos duplos de Cn, e
(n — 3 — 23) outros pontos simples tomados sobre C,, determi-
nam individualmente os pontos de Cy.

; gom efeito, vejamos que o feixe fica perfeitamente deter-
minadao. :

Os ¢ pontos duplos equivalem a 3 0 pontos simples.

Além disto, o feixe passa por —12— (n — 1) (n — 2) — 0 pontos
duplos restantes e também por (n —3 — 2 d) outros pontos
simples s6bre C, .

Entdo existem, ao todo, para determinar o feixe

AN

39 +%(n——1) h—2 —d+n—3—20

‘ Llie —2)im Ael)
i3] 2

pontos fixos. O feixe estd perfeitamente determinado.
Cada curva do feixe ¢ de ordem n — 2 e encontra portanto
i curva G, em n (n — 2) pontos.
Um déstes pontos é evidentemente varidvel visto que se tem
49 +m—1)(Mm—2 —2d+n—3—2i=n(@—2)—1
[iste feixe de ordem (n — 2) também determina individual-
mente os pontos de Gy .

Caig.ad.

Clebsh apresentou uma proposi¢do como a anterior mas
onde considera d == 0

[11 -~ Determinagdo das coordenadas do ponto genérico da curva,
em fungdo racional de uma variavel 0.

Seju ' (x,y) »= 0, & cquaglio de uma curva unicursal de
ordem n,
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Comecaremos por determinar os valores reais e imagindrios
de x e y que satisfagam simultdneamente as equagbes ‘

Fix =0 oyl == 0.1 | Fly=10

Esses sistemas de valores x,y seréo po'r hipétese em niimero
igual a

Laly@—2

Em seguida dividiremos éstes, em dois grupos: um com.
n — 2 pontos duplos :

(x=a {x=2ay X =a, 2

[y="D1 )Y:bz y=="Dba—2
e outro grupo com —;v (n—2)(n—3)=u

\ngl ‘ngg i szgu

<

| y=hy }y:hg liy=ihy
Posto isto, tomaremos para equacdo geral das curvas de
ordem n — 1, f (x ,y) = 0, e faremos com que estas curvas admi-
tam (n — 2) pontos duplos. -
Determinaremos portanto as trés condigdes.
filxy, ) =10 Wl =0 I == 10
para os pontos
X = ap-—2

Vi— bn——2

y=bi |y=Dhs

Xa——1a)) 3)(‘—‘:32

Em seguida com os outros pontos duplos de F (x, y) deter-
minaremos as%(n — 2) (n — 3) condigoes
f (g, ))=10 fil(gosihs) =10 L8
Como ainda, o feixe tem que passar por um ponto fixo (X, yo)
da curva unicursal teremos finalmente uma tltima condicdo
f (¥ =0 , F(Xy)=0

que contém uma quantidade varidvel. Assim ficam os coeficientes
da equagiio do feixe determinados por equagdes do primeiro
grau, em funcdo linear duma varidvel 0.

Para calcularmos agora as relagbes

X m=p (0) ye=i(0)
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tulculam-se as somas dos valores de x e dos valores de y que
nitisfazem simultdneamente as equagdes
F(x,y=0 f(xy=0
lissas somas sdo evidentemente

K+4 (a+a+..)+2@+8+ -)+%

y+4 (b +by+ . )+2h+b+..0)+ ¥

Vamos demonstrar que estas somas sdo fraccGes racionais
tom o mesmo denominador, cujos termos sdo polinémios do grau
nem 0

Consideremos primeiro a equacéo final em x que se obtém
substituindo em f(x,y) os valores de y raizes de F (x,y) =0 e
[ormando o produto dessas n expressdes. Entdo se forem

VAEVER o]
un raizes de F (x,y) =0, a equacio em x serd
f (X, y1) < £ (X, yg) >< oo X T (X, ¥n) =0
: [facamos
F,y)=xfo(L) 4 xn—1f (L) + ...

¢ designemos por
a0, S0y (LR
un raizes da equacdo

fi(})=o0
feremos (Capitulo I pardgrafo vir):
fn —1 (05) 255 fn —1 0\)
y[=OCX"—‘-~f,"~W -.-yn-——7\X*—‘—Tm—

I'azendo também
‘.(X,y). :X"""Pn_ ‘(_%;_)+xl]v—2q)n_2(%) G as

nhierfamos facilmente
g (P'n 1 (a) f{l =, (O') ~ Pni-a ((4) f"_'_(,a)

F(Xyy1) mm X010y y (o) — X" AanTo—t) ] i
s 0oy ( 0 'P’n 1 (ﬁ) fin l((i) P u(m f'n ()
f(X,Yg) m= X2y g (f3) = X" 1 w0 e i
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Entdo multiplicando membro a membro e dividindo por

on—1(2) 9u—1 (B)++- gn—1 (1) ¢ fazendo para simplificar
?’n—l (X) fn—l (X) — Pn—2 (X) f,“ (_Xl
fa (x) « go—1 (%)

B —
obtem-se

f(xy yi) o f(xyy9) o £ (X ¥n)
a1 (@) Qa1 () --- 201 @

el XIF —n

F )=y F@)+y ' Fat(§)+ -
fO, )=yt @1 () v Bos )+ -
onde evidentemente
Fo@)=xfa() Foi=x"'h ()
Gos P=r—to () Bs =202 ()

de modo que agora teriamos gque empregar 0s inversos de

o B

Enfim ; encontrariamos a equagdo em y
yn*-mn WA yn’ —n—1 L(n gl 1) % + o O (a) ~+_
o GHo (e (7;)] e

Entio empregando o simbolo 3 para abreviar, teremos
X+ 4 (8 +agt oo0) 208+ 8+ o) == 2 O
y+ 4 by A4 by ..0) 42 thy +hy+ ..0) + Y=

v

=== 1) 2‘ 1+ 2a0 ()

onde &y ¢ E sio os coeficientes de x" ¢ X" nos polinomios fn (%)
C '“ 1 (X)- ¥ 3 I, g} .

As quantidades e, (% ... A silo independentes de 0 ¢ a funs
¢lio @ (x) contém esta varidvel s6 no primeiro grau nos termos

i 1 (X) Da M(x)

xt=n1]0() + 0 (B + - o+ =0

Deduzamos agora a equacdo final em y. Para isso se fizermos
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de modo que os segundos membros sdo fraccGes racionais de deno-
minadores iguais, e cujos numeradores (e denominador comum) séo
de grau n em 0. Entdo o mesmo sucede para X e y.

Esta determinacio de x e y em fungfo racional de 0 foi orien-
tada por um método de eliminagdo que Liouwille apresenta numa
sua memoria no Journal des Mathématiques, etc. ano 1841, pdg. 345.

| V — Singularidades ordinarias, nas unicursais.

Fixado o grau n duma curva de género zero, as féormulas de
I’liicker ddo-nos diversos sistemas de valores de

daritie W,

Porém se no capitulo I, se deduziram essas férmulas, recor-
demos que:

Nao se demonstrou, alé aqui, que, inversamente, todo o sis-
tema de mimeros inteiros, satisfazendo ds formulas de Pliicker,
possa encontrar-se, realmente, numa curva.

Nio so6 se ndo demonstrou tal facto como até seria isso impos-
sivel visto que alguns, sendo todos &sses nimeros admitem limites
superiores e inferiores que nunca poderdo ultrapassar. Para exem-
plo importante do que se afirma podemos demonstrar o seguinte
leorema :

'O numero g é necessariamente igual ou superior a zero, se a
curva tiver que sér propriamente considerada (ou irreductivel a
oulras curvas de ordem menos elevada).

Isto é: se a curva é irreductivel serd necessariamente

(_n__l)zﬂ__i) Z d +r

(0 mesma maneira
k—1)k—2)
2

Demonstremos por absurdo e suponhamos entdo que g era
enor que zero; seria

zt—{-w

= {)i(n — 2)
d+4r= S 2) + s
2
Podemos fazer passar uma curva de ordem (n — 1), por éstes
pontos duplos e por mais

(n=—=1)(n+2) (n—1)(n—2)
0

{ b
2 2

g=2(n—1)—s
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outros pontos. Entdo esta curva de ordem (n — 1) tem de comum
com a curva-de ordem n

2[(}’_'_.1)2&__)_{— 5 + 2Mm—1)—s=n (n—1)+s

isto é, mais s pontos do que deveria possuir e portanto a curva
de ordem n de género negativo decompse-se necessariamente em
duas curvas de ordens menos elevadas o que é contra a hipotese
de irreductivel feita s6bre a curva.

citigrrds
Para o caso das curvas unicursais ¢

e Wi )
2
e a formula de Pliicker,
w=3nn—2) —6d-—8r
dd sucessivamente
w=3nmh-—-2)—6(d-+r —2r
w=3(n—2) —2r

Esta ultima forma indica que os pontos de reversdo téem
também (para as unicursais) um limite superior, visto que W,
nunca pode ser negativo. Entdo.

(= 1)2(n —2) pontos duplos e de reversdo, de uma

; = . 3
curva unicursal, ndo se podem encontrar mais que v (n — 2)

FEntre os

pontos de reversdo.

V — Unicursais de segunda ordem.

Suponhamos n=2 e determinemos o género das conicas. Vird
AR R G )
2

0 que permite concluir que as cdnicas sdo curvas wiicursais.
Os nameros de Pliicker para as conicas, siio os seguintes

d P o W e {owem )

-0

ki—n'=—2

Evidentemente que uma conica irreductivel, ndo pode possuir
um ponto duplo, visto que, se tal sucedesse, a recta passando por
¢sse ponto e por outro qualquer pouto da curva, cortaria a conica
em trés pontos e portanto pertenceria a cénica; o primeiro mem-
bro da equacdo da cénica poderia entdo decompor-se num produto
de dois factores de grau menor que dois, isto ¢, a cénica era
reductivel.

E o que sucede com o sistema de duas rectas para as quais
0s numeros de Pliicker sdo:
Duma maneira dual temos para o sistema de dois pontos os
jeguintes numeros :
k =D =— 0 =1
Procuremos agora aplicar a estas curvas o teorema de Chasles.
O feixe de curvas de ordem n— 1, é néste caso um feixe de
rectas, que passa por um ponto fixo (Xo §o) da conica. Seja
Vi Yo == R X =iz 0)
Al .
0 equacdo do feixe, e seja
Ax2+2Bxy+Cy?2+2Dx+2Ey+F=0
i cquacdo da conica. Eliminando y entre as duas equages obte-
mos uma equacdo do segundo grau em x que dd as abscissas dos
pontos de encontro da recta com a curva.
Como um dos pontos de encontro ¢ o ponto (Xoyo) O pri-

meiro membro da equagdo em x € divisivel por x — xo. A apli-
cugiio da regra de Rufini conduz a equagéo

(A -2B0 4+ C02)x + i
+ (Ax 2By +2Cy0+2E0—-Cx0+2D)=0

VISto qgue
Axo?+2Bxoyo+ Cyo?+2Dx+2Ey +F=0
lintdo teremos :
5 (Arl‘(n |‘2Byo-|—2D)~[—2(Cyo—|— E)0— C x, 62
‘ A-+4+2B04C62-

¢ consequentemente

(A Xo =~ 2 “y()

2[)) | 2((:y() +E)O—CX0 02 X}
T e T w0

|
Y s Yo |- 0 AeBO4CO
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Os valores de x e y sfo pois duas frac¢des racionais de 0 em
que os denominadores sdo iguais e tanto em X como em y OS
termos das fraccGes sdo polindémios do grau n =2 em 0. -

V1 — Unicursais de terceira ordem.

Os numeros de Pliicker relativos as cubicas em geral, sdo ;
para as curvas de terceira ordem

n—3
d r k w g
0 0 6 9 1
1 0 4 3 0
0 1 3 1 0

Déste pequeno quadro vémos que as ctbicas sdo, em geral,
curvas do género um.

As cubicas unicursais sfo as ctubicas com um ponto duplo, e
portanto as das duas ultimas linhas.

Dualmente, entre as curvas unicursais de terceira classe hd
as indicadas pelo seguinte quadro

k:
t w n r g
0 0 (¢) 9 1
1 0 4 ) 0
0 1 ) 1 0

Também sdo em geral do género um. Figuram entre elas
curvas de 4.* ordem de que falaremos no pardgrafo seguinte.

As curvas unicursais de terceira classe sdo também tunica-
mente as que possuem uma tangente dupla ou um ponto de
reversao.

Quando se refere a equacdo duma cubica unicursal a um
sistema de eixos com origem no ponto duplo, essa equagdo toma
a forma bem simples : f

ax?t+a xyd-a'y2=D>b x5+ b x2y 4 b!x y24 b ys
Nésse caso as rectas dum feixe com séde na origem e cuja

equagdo ¢
y (——] 0 X
dd, depois dum cdlculo bem facil :
a - a' 0« al 02 a0 al 0. a 08
R 0 bl 08 b 8 Y=b b 04 b 0 b8

¢ portanto, sempre x e y fungbes racionais de 0,
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Citemos alguns exemplos de ctibicas com ponto duplo :

Folium de Descartes :
A equacdo desta curva ¢ :

¥ —3axy-+ 3=

tomando para eixos coordenados as tangentes a4 curva no seu
ponto duplo. :
Como a equagdo apresentada ¢ simétrica em ordem a x e y,
vé-se que ela admite a bissectriz dos eixos como um eixo de simetria.
Fazendo entdo uma mudanga de coordenadas definida por

X Y X Y

T o Y e il

y/ 2R D Ve Sye
obtém-se a seguinte equacdo, para a curva:
y: X2 G a— y2 X)

3(a+ v2 X)

Desta ultima equagdo deduz-se facilmente que o folium tem
um ponto duplo na origem e uma assintota de equacao

a
1 Ve

Se na primeira equagdo do folium fizermos

y — O X
obtemos com facilidade as relagbes seguintes :

_#5210 k_5362
X"1 - 03 y_1+95

Folium parabdlico.

Com éste nome designa Longchamps, na sua Geomelria da
régua e do esquadro, 1890, pdg. 120, a curva de equacio

¥—a@—y)—-bxy=0

Quando b == 0, a curva é simétrica em relagdo ao eixo dos
XX, ¢ toma o nome de folium recto ; se b == 0 o folium é obliquo.
Igualmente com o feixe de rectas de equacgio

y=0x
se obtéem as coordenadas dos pontos desta curva
Xem gl =—Mb0 ymwg(l—00-boo
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Entre as cubicas hd uma classe de curvas que recebe o nome
de cubicas circulares. A sua equacdo geral é

ax+by)(X+y)=Px+Qxy+Ry24+Tx+Uy+V
e corresponde-lhes uma assintota real de equacéo

Pb2—Qab-+Ra?
a? 1 b?

ax—+by=

e outras duas imagindrias de coeficiente angular +- i e — i.

Na equagdo destas cibicas podemos fazer desaparecer b y
adoptando para novo eixo das ordenadas uma paralela a assintota
real ; nésse novo sistema a equacdo serd

x+y) x=P1 24+ Q x y+ Rt ¥+ Ti x+ U1 y+ V4
Mudando agora a origem das coordenadas para o ponto

1 & i : ;
(0, ?) , a equagao geral das cubicas circulares é, finalmente :

X+ y)x=Ax*4+A'y24+2Cx+2Cy+ F

A rasio do nome, dado a esta classe de curvas, reside no
facto de elas serem envolventes de circulos cujos centros se
encontram em pardbolas que sdo distintas de curva para curva.

Entre as cubicas circulares interessam-nos unicamente as
que sdo unicursais. Estas cubicas circulares unicursais possuem
como se sabe um ponto duplo e tomando-o para origem de coor-
denadas permite em todos os casos reduzir a equacao da curva a
forma :

SRR Bzt e O R R

Fazendo nesta equacéo

vem facilmente

e e
1—}—02 J il HE 2

X

Sdo exemplos de citbicas circulares unicursais as curvas
que em seguida se apresentam.

Cisoide de Diocles

utdeio nos seus comentidrios as obras de Argquimedes atribue
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I inven¢do desta curva a Diocles com o fim de resolver os céle-
bres problemas de Delos e o da duplicagdo do cubo.
A equagdo cartesiana desta curva €
5
vt — S
2.a— X

Pondo na equagao da curva
==
obtem-se
2.8t = 2a
(sen « - t.cos &) (1 + 1¥) y (sen « -+ t.cos @) (1 + t?)

onde « é um Aangulo tal que a equagdo da curva se possa por
sob a forma

(x2 |- y2) (x cos o} y sen @) =2 a y?
Conchoide de Sluse

F. uma curva de equagio
a(x—a) (& + y)=Kk =
\
(ue possue uma assintota real de equagdo x=a e um ponto

iwolado na origem. Tem além disso dois pontos de inflexdo.

IFazendo
y —_— 9 X

nbtem-se
k2 k2 0
. — y=—al{t———
S E TiaT®

As coordenadas dos pontos de inflexdo
3
4 a (a2 + k? L 4 (a% 4 k?) 2
= Zaerk YT li 1K V5

A climinaciio de k entre estas coordenadas conduz a uma
(isoide e portanto o logar geomélrico dos pontos de inflexdo de
todas as conchoides de Sluse que tenham a mesma assinlota e o
mesmo ponto singular, € uma cisoide. it |

Sluse atribue a Huyghens a determinaciio dos pontos de

nflexfio Oeurres de Huyghens, t. v pdg. 292).
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Trisectriz de Maclaurin.

~ Dé-se o nome de #risectriz de Maclaurin a uma curva con-

siderada pela primeira vez por Maclaurin.
A sua equacdo ¢

x (x2+y)=a (y2—3x) ;

E uma curva simétrica em relagdo ao eixo dos xx e possuindo

uma assintota real dada pela equacdo x ==-a, ¢ um ponto duplo
na origem.
Apresenta dois pontos de abscissa

X=—a {3
sendo um mdximo e outro minimo, com as ordenadas
y=-+a V6 V3 —-9
' Se na sua equagéio fizermos y =0 x vem
02 —3 02— 3
e 1+ 0

Outras cubicas circulares como a estrofoide, sdo unicursais.

X=a V== iaon

VII— Quarticas unicursais :

| As qudrticas ou curvas de quarta ordem, sdo em geral do
género trés e apresentam grande numero de tangentes duplas.
Podem existir trés pontos duplos e também um maximo de

—‘2—(n——2)=5

pontos de reverséo.
Os numeros de Pliicker que correspondem as curvas de
quarta ordem encontram-se no quadro seguinte :

pif==

d r k w t g
0 0 12 24 28 3
1 0 10 18 16 2
0 1 9 16 10 2
2 0 8 12 8 1
1 1 7 10 1
0 2 (6 8 1 1
) 0 (6} (§) 4 0
2 | 5 A 2 0
1 2 A 2 | 0
0 k o) 0 | 0
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Nio so6 estas curvas de quarta ordem como as de terceira
apresentadas anteriormente, téem uma existéncia real, verificada
praticamente. ‘

Surgem agora nestas curvas singularidades de ordem superior
(ue, como sabemos, se substituem por um numero conveniente
de singularidades ordindrias. ‘

Nos pontos duplos e pontos de reversdo, esta equivaléncia
¢std demonstrada ; noutras singularidades de ordem supericr,
Cramer e Cayley ensinaram regras aplicdveis ; porém ndo hd
neuhum estudo completo sdbre o assunto (Vér Halphen. Comptes
Rendus t. 78 e 80).

Para obter a equaga
como vamos indicar.

Consideremos trés pontos fixos P, Q e R e fagamos passar
por éles uma conica. A equagio dessa conica possui dois pard-
metros arbitrarios h e k

o das qudrticas unicursais procede-se

u+h v+k w=0
Consideremos agora uma funcio homogénea, do segundo
prau, dos trés polinomios em X ey, F (v, v, w).
Fagamos momentdneamente

: f &, ) =1 (0, W)

entio teremos

o it (E g b O ) T S
ox“ou'()x+()v‘ T TR AT
Of_dF o u 0o F ()V‘()F 0w

I R 0y+()v'¢)y—r()w' Jy

Todas estas derivadas parciais da funcdo f se anulam para
valores de x e y que anulam u, v e W.

Igualmente ésses valores de x e y anulam f.

‘ntio a fungio f (x, y) ¢ uma funcio que igualada a zero
representa uma curva unicursal de quarta ordem, visto que € do
quarto grau em x e y, e além disso admite s6 trés pontos duplos,
os pontos P, Q e R. ‘

O quadro de Pliicker para as curvas de quarta ordem
mostra que §6 sdo umicursais as qudrticas com trés pontos duplos.

Vejamos agora como, depois de obtida a equagiio das curvas
de quarta ordem unicursais, se obtéem as coordenadas do ponto
genérico em funglio racional duma varidvel,
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Atribuamos a F (u, v, w) a seguinte forma :
Fuvw=+mw)@-+nw-+(@u+tb.v+c wu

onde a, b, ¢, m e n figuram como constantes,
Consideremos uma outra curva de equagéo

u=(v+ m. w)0

que é de segunda ordem e que contém um pardmetro indeter-
minado 0. :

Dos oito pontos de encontro das duas curvas anteriores, um |

s6 ponto ¢ varidvel com 6.
Com efeito o sistema das duas curvas é equivalente a

u=—0 v+ m. w=0

e das quatro solucdes déste ultimo sistema, trés sdo os pontos
duplos ¢ portanto sete pontos sio independentes de 0.
Procuremos, finalmente, os valores de x e y, da oitava solu-
cio do sistema.
Em primeiro logar, das duas igualdades, seguintes

(v4+m wy(v+nw)+@u+b.v4c.wu=0
u— (v + m. w) 9
tira-se uma, linear em u, v, W :
v+n wt+@ut+bv+tcw)i=0
Eliminando em seguida u e v, e fazendo
A=(mb—c)®2+4+ (m-—n)b
B=—maf—c0—n
C=a04+b041’
obtemes as seguintes expressoes :
wB—vC=0 wA—uC=0

Consideremos agora o tridngulo formado pelos pontos duplos
P, Q e R e designemos por

P=0 Q=0 R=

as equagbes dos lados opostos respectivamente aos pontos P, Q
e R. A equaciio da conica serd :

QR+4+NP.R4Lk P Q=0

visto que ¢ do segundo grau, anula-se o seu primeiro membro

pela substituicio das coordenadas dos pontos P, Q e R e, além
lisso, tem dois pardmetros arbitrdrios.
Entdo serd :

U= @Ry = PR W IR0
londe por ser

wB—vC=0 wA—uC=0
vem

onde 2 é um factor indeterminado.
Representando por (p, p') as coordenadas do ponto P e
semelhantemente (q, q) (r, r') as de Q e R, podemos escrever

| >~

P=yr—q—x@—q)+qr —rqg=

Q=y@p—r—x (@ —rt)+rp —pr

u
> wl~ >

R=y(q—p)—=x(q—p)+pPqd —qp =1

C

]

Somando ordenadamente vem

1 1
pig — ) i py S el = (%JFF*‘E)

Multiplicando em seguida a primeira por p, a segunda por q,
i terceira por r e somando, vem

X

=iy
RRAEE R0 P (p’—q’)] —i(E+5+o)

['azendo outra vez o mesmo com p', q', ', teremos

! ! !
| @ =+ T e—p)+ e =) | =2 ()

['inalmente com facilidade obtemos déstes resultados, as
uxpressbes procuradas
pBC+qCA+4+rAB pliBIGE-g G AT ATB
FU-CA-ARB '

A

~ BC+CA+AB

Como A, B e C sfio racionais ¢ do segundo grau em 0
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teremos x e y em fraccGes racionais de 0 cujos membros sdo do:
quarto grau.

’

E facil verificar analiticamente que qualquer dos pontos P, Q
ou R, por exemplo P, é um ponto duplo. Com efeito formemos
as diferencas x —p ey — p' ]
Temos
) C o @ plB
BIC " C A FTAB

o = G e e
YERP TS piGe AT - AR

X———p:A

Destas expressdes conclui-se que os dois valores de 9 dados
por A = 0 correspondem aos pontos de abscissa e ordenada res-
pectivamente iguais a p e p'.

No caso de ser A do primeiro grau, uma das raizes 9 serd
infinita. ‘

Se A admite duas raizes iguais, serd um quadrado perfeito
e o ponto de coordenadas (p, p') serd um ponto de reversao.

Representando portanto por A', B/, C' trés equagbes de
primeiro grau em 0 e fazendo

U=pB2C24 qC2A24r A”B?
V — p/ Blﬂ C!2 + q! CI? A?Q + [/ A/2 B/2
W= B2C24 C? A% A”B"

serdo

U v
W W
as coordenadas do ponto genérico duma curva com trés pontos

de reversdo e portanto, unicursal. ¢
Vamos dar, agora, alguns exemplos de qudrticas unicursai§,

0,4 i)

Lemmiscata eliplica.

A equacio desta curva
(x2 _l_ y'ﬂ)'z — :‘-,1'2 yZ’ _|,4 b? x?

mostra que ela ¢ simdétrica em relagido aos dois eixos coordenas
dos. Possue um ponto isolado na origem e niio tem ramos infinitos,
Ifazendo na sua equaglio

Y B
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¢ em seguida
Va0 S b2=al+z
encontramos
2 (z2 4 b?%) a? z ~a(z? 4+ b?) (b2 — 2%
2t 42 (2a% — b?) z2 + bt y__z4—{—2(232——b2)z2+b4

possue quatro pontos de inflexdo na circunferéncia de raio

s
FTVe@@
Lemniscata de Bernouilli.

[ista curva foi descoberta por Jacob Bernouilli, ao tratar de
um problema sébre os graves, proposto por Leibnitz.

A sua equagdo cartesiana ¢é:
(xE Sy == ali(ed = e

Possue um ponto duplo na origem sendo as tangentes néste
ponto bissectrizes dos eixos coordenados.

Tem dois pontos mdximos e dois minimos correspondentes a
circunferéncia de raio

a

)
PPossue dois focos no eixo dos x x e na circunferéncia anterior.
Ifazendo na equacdo da curva

Y=z
¢ em seguida
V1—0=(1+0)z
ncha-se imediatamente
e T SN el
R T Vo e
Caracol de Pascal (limagon).

Segundo 2. Tanery esta curva nio foi inventada pelo grande
matematico e filosofo Blaise Pascal, mas sim por seu pai Ivtienne.
A equaglio desta curva pode ser

(K 9 ] y‘ﬂ I x)‘J = N4 (x'ﬁ | y'.’l)
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e tem um ponto duplo na origem dos eixos, em que os dngulos
das tangentes com o eixo das abscissas sdo dadas por:

h
- arc cos .

A cardioide é um caso particular do’caracol de Pascal.

A peddria (logar geométrico dos pés das perpendiculares
tiradas por um ponto sobre as tangentes duma curva) dum ponto.
qualquer, do plano duma circunferéncia, é um caracol de Pascal.

Por ter trés pontos duplos esta curva é unicursal (dois dos
pontos duplos sdo no infinito)

Admitindo que 0 pode variar de 0° a 2 =, e que h possui
sempre o mesmo sinal podemos tomar para equacgdo da curva

pi=—talicospidEE il

Fazendo
1
o 9 ==
tg 3 t
teremos
h+ a4 (h—a)r? h 4 a- (h —a)?
x=¢p cos 8= a + g y=2 (1+t2)2> t

Conchoide de Nicdmedes

Proclo e Pappo atribuem a invengdo desta curva a Nicdmes
des que com ela resolveu a triseccdo do angulo e o problema de
Delos. A equacgdo desta curva ¢

b el ) h i )
it & —a)?

y2

E simétrica em relacdo ao eixo dos xx; tem um maximo @
um minimo, dois pontos de inflexdo, um ponto duplo na origem,

e uma assintota
="

Supondo que se tem uma varidvel 0, que faz
—(x+h—a=@x—h-—a)0?
obtemos
g~ h (a4 h)o 20 |a~—h < (a < h)o%
1 - 08 y 08 o
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Pardbola virtual.

A curva de equacdo cartesiana
(x2—by?=aZ(x2—y?}

tecebeu de G. Saint-Vicent, que a considerou em primeiro logar,
0 nome de pardbola virtual.

Cramer considera-a na sua Introduction a ' Analyse des lignes
courbes (Génova 1750, p- 451), dando-lhe o nome de besace (alforges).

I% simétrica em relagdo ao eixo dos yy e tem um ponto duplo
i origem. |

Se fizermos

2 —1 ; b@2 —1)2+2a0 (62—1)
= sera = - — =
y CHETT

Kreugcurye (cruciforme).

A equacdo desta curva é

b2
' |0 composta de quatro ramos iguais simetricamente em rela-
,lio aos dois eixos coordenados.

Admite duas assintotas de equagdo

a2
¥ T

X= 4 a
¢ outras duas paralelas ao outro eixo
y=-+b

Tem um ponto isolado na origem e dois pontos duplos.

I'azendo
T TR
T ()
y y

02 . 02,
X a - 1 3 b( 4 1)

vem

,..2 5 V== - T "

Com @stes exemplos terminamos, as noc¢bes apresentadas
aobre as curvas unicursais,




CAPITULO 1V

Breves noticias sobre curvas do género um

I — Curva adjunta.

No capitulo II encontra-se demonstrado um teorema cujo
enunciado transcrevemos, para em seguida fazer sobre éle cons
deragGes de diversas naturezas. i

Uma curva de ordem n ¢ cortada por uma curva de orden
m em m. n pontos que, se supde, nac coincidem com os pontod
duplos nem os pontos de reversdo da curva proposta, de ordem n

Se m < n, hd necessariamente m_(_m?i:i) pontos de inteps

sec¢do dados, que determinam completamente a curva de ordem
m. Entdo dissemos que era néste caso

m (m 4 3)
2

m. n—

o numero de pontos determinados pelos pontos dados, e no casg
de m > n &sse numero era
(=)@ m2)
2

Ora quando m — n — 1 estes dois numeros confundem-se ¢
0 mesmo sucede para m = n — 2.

Quando for m =~ n — 3 podemos admitir o nimero

S =1 (0—2)

sendo éste nimero independente da ordem m da curva secante,
0 que é notdvel .

Quando, porém, a curva secante passa por pontos duplos ol
de reversdo da curva primitiva de ordem n estes nimeros sofrem
redugées. '

Com efeito, os pontos duplos ¢ de reversio da curva de

ordem n devem contar-se uma tnica vez cada um, para efeiton
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i determinagdo da curva secante 3 mas temos de contd-los duas
Vires como pontos de intersecgdo das duas curvas. Entdo se for
1 0 nimero de pontos duplos e de reversdo da curva de ordem n
devemos aumentar de ¢ o nimero de pontos de encontro dela
(i a secante, e conseqiientemente baixar da mesma quantidade

i numero de pontos de interseccdo determinados pelos outros,
Vit que do numero déstes, d sdo antecipadamente conhecidos.
I’odemos entdo enunciar o seguinte importante teorema :

Iintre os pontos de interseccdo duma curva dada, de ordem
I\, ¢om uma curva de ordem m, obrigada a passar por O pontos
ulu,vlns (ou de reversdo) da curva dada, o niimero de pontos deter-
Minados pelos outros sera

(n—*l)(ﬂ'—Z)_a
2

param = n—3

m(m+3 .

m < n—2 m. n —
4 2

liste teorema importantissimo €, juntamente com o principio
i correspondéncia, de que falamos a seguir, ponto de partida
jiira uma teoria sdbre sistemas de pontos sobre uma curva, e a
jue Clebsh chama a geometria sébre uma curva algébrica. O
antudo déstes sistemas de pontos é extraordinariamente compli-
(iilo, estudando-se entdo o caso restricto dos sistemas de pontos
(e sfio atravessados pelo que se chama curva adjunta.

Déi-se o nome de curva adjunta, a uma curva que passa uma
vez por todos os pontos duplos e pontos de reversdo da curva
fixn, ou mais geralmente, se a curva fixa tem um ponto multiplo
ile ordem i a adjunta passa por €le (i — 1) vezes, ndo havendo
v peral contactos entre os ramos das duas curvas.

Se supozermos ainda que em cada ponto multiplo, a curva
fixn, C,, de ordem n, possue tangentes distintas, €stes pontos

piodem substituir-se por —;~ i(i— 1) pontos duplos, de modo que
0 pénero pode representar-se por

o R )
g = i l

i
sey 0curva Gy, admitic o, pontos duplos, a5 pontos triplos e «;
pontos de ordem 1,

Iintio no enunciado anterior devemos substituir ¢ por

| 1 T '
o i 1(1 1), 0 que dd um novo teorema que se enunciard
U i ) | ]
o m-ﬂnimc modo,
ttre os pontos de intersecgdo de uma curva adjunta de

]
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ordem m, com a curva fixa C,, ndo situados nos pontos singu
lares
7 A

; 1.° para m > n — 3, g pontos, pelo maximo, sdo determinados
pelos restantes. ‘

2.° para m=n——2~r,g——1-.—%(r—{—2) (r—1), pelo“

mdximo, sdo determinados pelos restantes.
Os pontos restantes no primeiro caso sdo em nimero igual a

m.n—23a;.i(—1)—g=na-+g—2
onde .
o=m — (n — 3)

Os pontos restantes do segundo caso sdo evidentemente

im(m—f—ﬁ)—iza,.l(l——l)
2 2

Muitos outros teoremas, se apresentam, num estudo mais
completo déste assunto. :

11— 0 conceito da correspondéncia de Chasles, generalisado.

E suficientemente conhecido o principio da correspondéncia
estabelecido e demonstrado por Chasles para os pontos da linha
recta. ’

Esta generalisagdo do principio de correspondéncia de que
vamos agora dar nocdes rdpidas, foi enunciada, mas sem demong-
tragdo por Cayley, numa nota a uma comunica¢cdo de Chasles,
Comptes Rendus, t. Lxi1, e mais tarde o mesmo Cayley apresens

tou uma demonstragdo para um caso particular da aplica¢ao désse

principio.

Brill demonstrou-o algebricamente (Mathem. Annalen t. vi),

Lindemann demonstrou-o por meio das fungdes abelianay
(Journal de Crelle, t 84).

Chasles, tinha-o, contudo, j4 aplicado para as curvas do
género zero, como se nota, Comptes Rendus, t. Lxu1, e também no
Capitulo II déste livro.

Vamos definir &sse principio da correspondéncia utilisando
para isso a notagdo de Clebsh, nas suas lic6es s6bre a geometria
(Vorlesungen itber Geometrie).

Antes porém de entrar proprinmente na gencralisagio do

principio de Chasles fugamos umas consideragbes uteis para o

seguimento do nosso estuda,
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No pardgrafo III do Capitulo II representdmos uma réde de
(lrvas pela equacao geral

@ 6 e

oide Cyy Gy e Gy sdo as equagbes de trés curvas de ordem n, e,
Il ¢ k sdo dois pardmetros arbitrdrios.
Podemos contudo fazer

(1) Ciyr+ Gy + G ys=0
i (ue se obtém dando a h e k os valores

h=32 (=5
Y1 yi

A equagdo (1), desde que se tomem yi, Y, V5 para coorde-
iidas homogeéneas dos pontos y dum plano, faz corresponder a
cidn ponto y, uma curva de ordem n.

Se i ;

G R G =)

[orem trés funcoées homogéneas de grau n, das trés varidveis
A, Xy, X5 em vez de X, y, z como temos feito até aqui, também
podemos considerd-las como curvas de ordem n, de pontos x,
tijus coordenadas homogéneas no plano sdo x4, X, € X;.

Ifntdo num mesmo plano, tém sede, dois planos pontuais, um
(e pontos x e outro de pontos y.

A equagio

Coyn+Coya+ Ciy5=0

sstnbelece entre os pontos déstes dois planos uma correspondén-
¢l tal que a cada ponto y corresponde uma curva de ordem n
e pontos x, e, reciprocamente, a cada ponto x faz corresponder
imn recta de pontos y.

Mais geralmente, podemos considerar sistemas de curvas,
fepresentadas por uma equacdo homogénea, quer em relagdo
don X X, quer em relagiio aos y y, e de ordem m e n relativa-
Hente nos X X ¢ 408 y .

I’ela notagéio de Cl);bsh serd

m n

S 0

Fintiio a eada ponto y corresponde uma curva de ordem m,
U Xp, Xy, Xy de pontos X, ¢ a cada ponto x, corresponde uma
curva de ordem ny de pontan y.
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u=glo homogénea duma curva Cn, as trés varidveis Xq, X, ¢
_ uirva esta que suporemos da ordem n e do género g. Admi-
s por enquanto que a curva C, ndo tem, pontos duplos nem
Jiiloss de reversdo.

( “onsideremos agora um sistema de curvas

?(x,;’):O

{1l que a cada ponto x do plano pontual de pontos x, corres-
Jule uma curva de ordem s de pontos y, € a cada ponto y cor-
spuinde igualmente uma curva de ordem r. ;
[rnediatamente entre os pontos X e y satisfazendo a equacéo
tirva Cp,, e portanto

fx=0 f(y)=0

4 1stabelecida uma correspondéncia.
( Jom efeito a um ponto x da curva correspondem

Vamos agora demonstrar um teorema relativo a este§
sistemas de curvas.
Sejam dados dois sistemas de curvas

m n m’ n’
f(x ’y)"—o ¢ (x ’y)—'o
A cada ponto x do plano corresponde uma curva { de o
n de pontos y e outra curva ¢ de ordem n/, e portanto #
ponto x correspondem
o =—m n

pontos y, que sdo as interseccdes das duas curvas.
Do mesmo modo a cada ponto y correspondem

=
pontos X.
Procuremos os pontos x que coincidem com 0 §¢UN
pondentes y.
Fazendo x =y, nas equagbes f=0¢ 9==0 encontri
os pontos procurados e que recebem o nome de pontos de ¢
déncia.
Como para

=S, N

Wilnss y também pertencentes a curva e que sdo os pontos de
W iinseccdo da curva
fiy) =0

4, . dem n com a que resulta de ¢ substituindo X1, X,, X5 pelas
Wi lenadas do ponto x, considerado. Esta ultima curva é de
i s,

| 90 mesmo modo a cada ponto y da curva, isto €,

X=Y

f (x, y)= 0 fica de grau m +-n, e ¢ (X, y) =0, do grau
podemos calcular o numero de pontos de coincidéncin,

(m' -+ n) (m! 4 nl) ==m. m=- oS0 S n' - ok n
— ol |

onde se fez ,
f=m.n +n.m" 1 imspondem
Se x percorrer uma recta o ponto y percorre e CH UL
ordem (.

Com efeito fazendo em f==0¢ ¢ 0

Wil s x, também situados sobre C, .

g =2y 4 At M curva de ordem r + s, e cuja equagao ¢ :
s

e eliminando em seguida A obtem-se uma curva de ordem ¢ (; =0

mn | nm. #a a curva C,em:

Evidentemente que se y percorre uma recta o pomie (r+s)n=a+b

crevera uma curva, também de ordem fi. O teorema pe

) il s, para os quais um dos pontos X que cai
reciproco. Wi s, | 1 I que corresponde a y, cai

liv y, ou reciprocamente.

Postas estas consideraches, vamos agora enuneine o A estes

pio da correspondéncia de Chasles para o8 pontos do v
Seja

Q- b

( (x) = 0 jliws, deusse o nome de pontos de colneidéncia du correspon:
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déncia definida por 9, e esta correspondéncia costuma represen-
tar-se pelo simbolo.

(a, b)

As consideracGes antcriores, deixam de ser exactas se entre
os pontos de interseccdo das curvas correspondentes a y, um ou
mais, por exemplo p pontos, coincidem com o proéprio X, e se
entre os pontos de interseccdo das curvas correspondentes a y, 9
coincidem com o préprio y.

Isto pode suceder, por exemplo, quando para um ponto x a
curva respectiva tem, com f=0, e no ponto x, um contacto de
ordem p — 1.

Diz-se, neste caso, e em casos semelhantes, que a curva tem
com f um ponto de interseccdo de valor . ,

Para p e 0, tudo se passa da mesma maneira, e até mesmo

Os nitmeros p. e 9 sdo iguais.

Imaginemos, com efeito, que na equacéo

? (%, y)==0
eliminamos uma das coordenadas x;, por exemplo x5, por meio de
: flx)=—0:

Feita a eliminagao o factor

XL Yo 5 3o M

deve encontrar-se p. vezes, visto que para X;=7yi, éle se anula
[ vezes, !
Se em seguida, se elimina y; por meio de i

a resultante contém o factor considerado
n. p
vezes.

Deve contudo obter-se o mesmo resultado se elimindssemos
primeiro y; e em seguida X5, ¢ como em tal caso o factor figura

vezes, serd

¢. q. d.
Uma correspondéncia como a que acabdmos de definir, pos:
suindo em x um ponto de valor p, representa-se simbolicamente
por
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(a5 bie) |
ou por
(e, ﬁ)#
onde se fez portanto

L= a — U

P=b—yp
Vamos agora tratar de procurar o nimero de pares de pontos

X e y pertencentes a curva primitiva C, , que satisfazem simulta-
neamente a duas correspondéncias :

(a, b) (a/, b))

Reparemos que em ambas as correspondéncias se tem p. = ().
Sejam entdo

Y

qJ(x’y)"__o CP, (x’y)::O

as equagdes das correspondéncias. *
A cada ponto y do plano correspondem r. r! pontos x de
interseccao das curvas 9 =0, ¢'=0; do mesmo modo a cada
ponto x, estdo ligados, s. s’ pontos y.

Se y se move sdbre uma recta, os r. r' pontos correspon-
dentes x, percorrem, como j4 demonstrdmos, uma curva de
ordem, r. s’ - s, r'.

Entdo se y percorre a curva f=— 0, os mesmos pontos per-
correm uma curva de ordem

n(r.s' 4rs)
Cada ponto de interseccdo desta curva com f, dard, com um
ponto y situado em f, um par de pontos, procurado. O numero

de pares de pontos que satisfazem ao mesmo tempo as duas
correspondéncias
(2, b) e (a', b))

silo entdo em numero igual a
n#(r..s! + s, rfy=a. b’ 4 b. a
Suponhamos agora que se tinham as duas correspondéncias

seguintes
(a, b) e (8 — p/, b —-[J.,)y.y
O numero
a, b’ - b, a

deve sofrer uma reduglio. Com efeito, ¢/ == 0 possui um ponto
de valor p!, entiio um par composto de dois pontos visinhos (x, y)
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satisfaz simultineamente a correspandéncia ¢, aos a - b pontos
de f, onde se ddo as coincidéncias de 9, e p vezes em cada um
déstes pontcs. ]

Para achar o numero de pares separados que satisfazem a0
mesmo tempo as duas correspondéncias temos que subtrair, pors:
tanto, p' (a + b) de modo que : ‘

O mimero de pares separados, de pontos que satisfazem
simultdneamente as duas correspondéncias

(a, b) e (@ — p's B' — y")p]

a (bl —p)) + b (2 —p)
Consideremos agora, finalmente, duas correspondéncias
(a = b— {i)u il o f*"/ b’ — H’)uj

éigual a

e procuremos resolver o mesmo problema.
Para isso, na equacdo da primeira correspondéncia

o (x,y)=0
alteramos os coeficientes, dando a cada um déles, acréscimod
muito pequenos. A correspondéncia ficou modificada, numa outri

™ (a, b)

que ndo possui em x um ponto de valor multiplo, mas que dd
para um ponto X, da curva C,, p pontos também da curva, @
visinhos déle, o mesmo sucedendo para os pontos y.

Pelo teorema anterior as duas correspondéncias

e o
sfio satisfeitas por pares de pontos em numero dado por
ab +ba—p (a-+Db)

Porém entre estes pares hd os que se compdem de doiy
pontos (x, y) muito visinhos, e que ao fazermos tender para zero
os acréscimos dados aos coeficientes de ¢, virdlo a coincidir, orl:
ginando novas redugbes. Vamos entdo ver quantos sdo CGssen
Nnovos pares.

Para isso, consideremos um dos pontos de coincidéncia du
correspondéncia ¢/, isto ¢, um ponto onde se encontram retinidos
p! 4 1 pontos x =1y de ¢'.

Quando o ponto x se aproxima désse ponto, 0 ponto y, que
deve com éle coincidir, permanece na visinhanga de X, confune
de-se com x no ponto de coincidéncia ¢ afasta-se finalmente, &
medida que x se afasta,

[ontho se x percorrer as visinhangas de um qualquer ponta
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de conincidéncia de ¢/, o ponto y percorre todos os pontos da
curva f que sfo visinhos de x. Entre estes pontos visinhos de x
¢stio compreendidos todos os p pontos que foram originados
pelo ponto de valor p, de ¢.

Podemos entdo jd afirmar que, se forem C' os pontos de
coincidéncia de ¢/, restam-nos os pares separados

b b A e

que satisfazem simultineamente, a 9 € a ¢'.
Como a deformacdo podia ter sido dada, antes, a ¢', teriamos
uma féormula idéntica

a.b+a b —p@+b)—p. C

onde C, é o numero de pontos de coincidéncia da correspon-
déncia 9.
Por comparag@o teremos
Cla (b Wi Gl ) Hblsai)
2 [ !

Este cociente que tem a mesma forma para as duas corres-
pondéncias deve ser independente da natureza da correspondén-
cla considerada. '

Entio poderemos determinar o seu valor com uma corres-
pondéncia onde C seja conhecido, previamente, por outra ordem
de idéas.

Consideremos a correspondéncia entre o ponto de contacto y
duma tangente de C,, e os outros pontos de intersec¢do x, da

» tungente com G, , que, sabemos, sdo em numero (n — 2),

Para esta correspondéncia o nimero de coincidéncias ¢ dado
pelo numero de pontos de inflexdo de Cal

Temos, também, neste caso

a=n b=nn-—1) p=2
lintdo o cociente tem o valor
(M—1)(n—2)=2g

Da fracgiio considerada tira-se imediatamente

C=(@—p+b—pw-+2gp
¢ finalmente vem, para numero de pares separados que satisfa-
zem simult@neamente a ¢ ¢ a g
(9 ') e (0= ) (b = p) A (b — ) (8 = p) — 2 @ pt ¢

Mozendo nesta expressiio
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A—ps=a (@ —p)=4d
(b= == (b — ) =
podemos enunciar o importante e geral, teorema que rege as

correspondéncias :

O numero de pontos de coincidéncia duma correspondéncia
9 (2, ()., SObre uma curva de género g, é
C=a+t+ft+2gyp

e o numero de pares de pontos (x, y) satisfazendo simultinea-

,

mente ds duas correspondéncias ¢ (o, [3) e o' (o, ﬁ')yr, é

@ ¢)=a B+ f o —2gpyp.
Como aplicagdo importante das formulas de correspondéncia
deduzidas, vejamos qual serd a relacdo entre o género g duma

curva C e o género g' duma curva C/, se entre os pontos das

duas curvas houver uma correspondéncia tal, que a um ponto P
de C, correspondem x' pontos P' de C/, e a um ponto P' de C/,
correspondem x pontos P de C.

Este problema foi desenvolvidamente tratado por Zeuthon
em Mathem. Annalen, t. u1, p. 150.

Designemos por y e y', o numero de coincidéncias de dois

pontos que correspondem respectivamente sébre C e C/, ao

mesmo ponto da outra curva, sem contar as coincidéncias que
advéem dos pontos duplos das curvas.

Suponhamos que, correspondendo a um ponto P, dois pontos
coincidem em P', e que reciprocamente dois dos pontos corress
pondendo a P!, se confundem em P, sucedendo isto z vezes em
cada curva.

Temos assim para determinar y e z, a correspondéncia

XU )il (xies 1)]xr

Com efeito, a cada ponto P de C, correspondem x' pontos
P de C/, e a cada um déstes pontos P’ correspondem x pontos Q
de C, dos quais um se confunde com P, o que faz ao todo '
pontos. 1 !

Tal correspondéncia tem para pontos de coincidéncia o
nimero

y422em2x (x—1)42%'g

o também
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y+2z=2x % —1)+2xg

¢ por subtraccio

y—y=2x@—-1)—-2x( —1)

resultado importante que permite enunciar :

Entre duas curvas tais, que a um elemento da primeira cor-
respondem X elementos da segunda, e a um elemento da segunda
x' elementos da primeira, uma de género g, outra de género g,
¢ que teem respectivamente y e y' pontos de coincidéncia, existe
a relacdo.

Gyrs e 2 (B ) S0P R (o Saa)

Um caso importante de correspondéncia entre os pontos de
duas curvas é o da determinacdo iinica ou também chamada cor-
respondéncia ponto por ponfo ou ainda correspondéncia univoca
¢ reciproca ou biunivoca.

Diz-se que duas curvas se correspondem ponto por ponto
quando :

— a todo o ponto da primeira corresponde um sé ponto da
segunda. |

— a todo o ponto da segunda corresponde um s6 ponto da
primeira,

Abandonemos, para éste caso simples, a notacdo de Clebsh
¢ tomemos, pois, para equagbes das curvas as seguintes

(X, y)=0 Y (¢ =0

Para uma correspondéncia como a que definimos, ¢ neces-
sirio que as coordenadas x e y dos pontos da primeira curva se
exprimam racionalmente em funcdo das coordenadas & e 7 dos
pontos da segunda. Temos entdo :

x=® ¢ 1) y=0(¢ )
Para a correspondéncia ser reciproca temos que ter necessa-
rinmente as relacoes
Be= FL (%3} nms Fy (X950

onde a unicidade da correspondéncia, obriga que Iy e F, sejam
fungGes racionais,

Para completarmoys @ste assunto, vejamos qual a relagio
entre os géneros de duns curvas que se col‘l'c.\qn.)m,mn ponto por
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ponto, Para isso basta fazer, no enunciado do tltimo teorema
demonstrado
Xi— % —il
donde
Fntio da férmula
¥ —yl=i2ixlie — 1) — 2 xife’ = 1)

conclue-se que €

i sl

A==
Este resultado resume-se no seguinte enunciado. |
Duas curvas que se correspondem ponto por ponto sdo do
mesmo género.
E é&ste um teorema importante que mais tarde utilisaremos.
Se na mesma férmula fizermos

i
donde

=0
e fizermos, também, por hipotese

g=—¢

vird o seguinte teorema que enunciamos imediatamente :
Se duas curvas do mesmo género, g > 1, admitem uma cors
respondéncia tal que, a um ponto da primeira corresponde um
ponto da segunda, esta correspondéncia, € reciproca.
Com efeito, fazendo as substituicGes indicadas acha-se para
gi= i
x=1
Consulte-se sobre éste assunto a demonstracdo de Weber
J. Crelle t. 11 pag. 345).

IIl — Toda a curva de género um, admite uma correspons
déncia univoca, com uma ctbica.

Demonstraremos primeiro que uma curva de género um cors
responde ponto por ponto com uma outra curva. Em seguida
demonstraremos que esta tltima curva é uma cubica.

Seja entdo uma curva C,, qualquer, do género um ¢ de
equacdo f (x, y) == 0, de grau n.

Por hipétese o género da curva ¢ um, e entiio teremos

d-pr ’l) (n—1)(n — 2) =1

il
Consideremos agora as curvas adjuntas de ordem n — 2,
Cy2. A equagdo geral destas curvas contém um numero de
coeficientes igual a :

lo—po—[La—n@—2-1]|=n

Facamos agora passar estas curvas adjuntas por mais n — 3
pontos de C, , escolhidos arbitrariamente.
Entdo, na equagdo destas curvas, restam por determinar

n—({n—3=3
pardmetros, e essa equagdo serd da forma

h f; (x, y>+kf2(x) Y)+lf5 (X?Y):O

Procuremos agora os pontos de interseccdo destas curvas
adjuntas, com a proposta G, .

Em primeiro logar, as adjuntas so de ordemn—2 e a
proposta de ordem n. Portanto n (n — 2) pontos de encontro.

Em segundo logar, dos n (n — 2) pontos de intersecgio sao
conhecidos :

2 l % m—1)(n—2)—1 J nos pontos duplos
n — 3 nos pontos simples de C, , escolhidos.

Kntdo as curvas adjuntas cortam Cp, em

n(n—Z)MZ[%(n—l)(n—2)~—-l]—11—{—3:5

pontos varidveis.

FFacamos agora corresponder a cada ponto x, y um ponto de
coordenadas &, » definidas por

B T 0 fs (x,3)
f1 (x,y) fi (x,y)

Se (x, y) percorrer tdda a curva Gy, (£, ) descreve uma
curva K que corresponde, ponto por ponto, com G, .

Com efeito a cada ponto (x, y) corresponde um tnico ponto
(L, 7). Resta demonstrar que, inversamente, a cada ponto (£, 7)
corresponde um, ¢ 80 um ponto (x, y).

Vamos demonstrd-lo por nlmur(l}:).

Suponhamos que o cudn ponto (G 7y) da curva K corres-
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pondem, pelo menos, dois pontos de C, cujas coordenadas (a, b)
(a', b’y seriam dadas por

L e b e ab)

O (a, b)’— fy (a’, b’)

e b i)
" B D) el bl

Mas entdo teriamos
filal b E b s i(a b
fi (a, b) T f,(a,b) T f5(a, b)
Estas relagses mostram que tddas as curvas adjuntas de
equacdo

hfl(X7Y)+kf2(XaY)+]f5(X7Y)=0

que passassem pelo ponto (a, b) da proposta passariam também
por outro ponto (a', b') da proposta. Entdo elas cortariam C, em

Gl =

ponto movel e como as suas equagGes conteriam entdo, sO um
pardmetro arbitrario os pontos (x, y) da proposta, tinham as
coordenadas expressas racionalmente, em fungéo désse parametro.

A proposta, contrariamente a hipdtese, era do género zero.

Este absurdo veio de se supor que a um ponto da curva K
correspondem mais do que um de G, .

Entdo a curva K e a curva C, correspondem-se ponto por
ponto, como querjamos demonstrar. ’

Resta-nos provar agora que a curva K é uma curva de ter-
ceira ordem.

’ara isso cortemos a curva K pela recta

h4+ké+1n=0

A cada ponto (%, n) comum a recta e a curva K corresponde
um, e um s6 ponto, dos que sdo comuns a curva proposta G, e
as adjuntas

hfy (x,y) + k £, % Y)+lf5 (x, =0

Fntdo a ordem da curva K é dada pelo numero de pontos
méveis, que a curva C, , tem com as adjuntas. A curva K ¢ pols
de terceira ordem

g el

4 ",
Para um estudo mais profundo das curvas de genero um,
pode fazer-se a leitura duma memoria de Cayley nas Comptes

Rendus t. uxit pig, 586 ¢ das obras af apontadas por @ste ilustre
peometra,

SEGUNDA PARTE
Complementos de calculo integral
CAPITULO V
Generalidades sobre funcoes

I — Definigoes.

As fungbes dividem-se em duas grandes categorias ; algé-
bricas e transcendentes.

No sentido mais geral, diz-se que uma grandeza y é fungio
algébrica de x, quando ela satisfaz a uma equagdo

i (X7 y):o

racional em relacdo a incognita y, e a varidvel independente x,
que aparece nos coeficientes de y.

Sédo fung¢Ges transcendentes as que, como log x, cos X, sen x,
e infinitas outras, ndo cabem na definicdo anterior.

Quando a equagdo F (x, y) = 0, é do primeiro grau em y,
ela dd para y, ou um polinémio inteiro da varidvel independente
X, ou,um cociente de polindmios.

» E o caso das fun¢Ges inteiras ou fracciondrias constituindo
0 seu conjunto as funcoes racionais.

¥ estudo das fungGes racionais é feito detalhadamente na
Algebra.

Quando a equagdo F (x, y) = 0 for do grau dois ou superior
relativamente a y, ela define uma funcdo irracional de x.

Nos pardgrafos seguintes relembram-se certas nocées impor-
tantes e que sdo imprescindiveis para o seguimento dos estudos
que encetdmos.

Voltemos entdo as fungdes estudadas na dlgebra para registar
na sua teoria os factos mais importantes.

IT — Fungdes racionais.

O facto mais importante observado, no estudo destas fun-
¢Oes € a sua decomposigiio em fracgdes simples,

Sejam I' (x) e I (x) os dois polinémios inteiros de graus m
¢ n, respectivamente. Se fOr
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Fix =iz a)oC (X—*—b){i (x= 9)7\
e sendo como se sabe
d+($+ 0 +)\=m> n

a decomposicdo em fraccoes simples € dada por

A
e AR e e
IR e e Y

B
B
+X—b.+(x——b)24 +(x——b)p‘

e | By

L
LO Li__] J\——1
+X"'—l+(x——|)2—r‘.‘ '(x___l)).

Para determinar os coeficientes da parte do desenvolvimento
relativa as raizes x — a procede-se do seguinte modo : na ex-

pressao
Fi ()
y="f 0 =g

faz-se x =a -+ h e vem :

h
f(a-i—h):F1 ol

F (a+ h)

Depois de efectuada a divisio segundo as regras da dlgebra
obtem-se

G o e At
i o (a4 h)y=g9 (a) +ho @+ -
sendo v
9 (a) #0
Entio mudando a < h em x vem
A Ap1 (%)

f (%) X l)ul(x n)"“ I‘(x ayl

31

Sébre a fracgdo
9 (%)

¢ (%)

procede-se de igual modo no que diz respeito a uma das restantes
raizes.

Este desenvolvimento tem uma importdncia fundamental no
cdlculo integral quando se pretender integrar uma fracgdo racional.
Obtem-se entdo ai uma parte transcendente e uma parte racional.

Uma outra aplicagdo curiosa desta decomposicao consiste na
determinagdo rdpida da derivada de ordem n duma frac¢do
racional.

Tomemos para exemplo a fungéo

Ax-+B

St s

¢ procuremos a sua derivada de ordem n. Para isso basta fazer
f(X):__l_[Aa—}—B Aa—B
2 a X —a X+ a

para se obter com a méixima facilidade

ey et n | 1 B A i
o) (x)___n (— 1) L Aa Ala—B J
2 a (x —apt+? " (x o apt?
Como resultado importante temos o seguinte : facamos
vird
g (=l L 1 1 ]
Vs o ey i g
n: oI | e e LG e
cos ¢
se agora tomMarmos X = —_—, temos
1 Scnn—}—l o

(— Y1y (cosg— y—1sem e T

= sen? o [cos (n+ 1) ¢ +1isen (n - 1) q>|

e também
1 ] Sgnn 1 ()0 . C
(x l ‘/ 1 )“ =1 (C()S (P | ‘/-< 1 s¢N (P)Il .I,]
« gen" 1 g | cos (n <= 1) ¢ i sen (n 1) "UI

|
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Entdo vem conseqlientemente

fr (x)

= = (—1)" sen"+lg.sen(n+1) ¢

Notando agora que € também

1
f(X)Zm

conseguiu-se com grande facilidade a derivada de ordem (n + 1)
da funcdo f (x) = arc tg x.

Este resultado vem em J. Bertrand — T'raité de calcul diffé-
rentiel et de calcul intégral, t. 1, pag. 143.

III — Fungdes algébricas, nio racionais.

O estudo das fungGes algébricas ndo racionais ¢ feito,
supondo-as raizes da equacdo

F (x, Y=
e conduz a resultados que ligam entre si a algebra e o cdlculo
integral.
Seja
F(x)=o0

uma equagdo de grau n. Designando por f (x) uma fungdo racio-
nal qualquer, e pondo na equacdo

y=1f(x)
obteremos uma nova equacdo de grau n, em y.
Com efeito, sejam a b... | as n raizes da equagdo F (x)==0;
as raizes da equacdo transformada serdo evidentemente

f (a) £i(b)... f ()

e so também em numero total de n visto que por hipotese f (X)

¢é racional.

Esta particularidade que se acabou de demonstrar permite
agrupar todas as equagies em classes visto que, estudada uma
dada equagiio se encontram estudadas todas as suas transfor-
madas. Evidentemente que, se I (x) - 0 tiver coeficientes inteiros,
¢ se o8 polindmios numerador e denominador de f (x) também o8
tiverem, a transformada pio s6 serd do mesmo grau da proposti
COmo tlln]béln, lcl'l‘ 08 SCus C(mﬁdcn‘c”‘ in|ci”)g.
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O desenvolvimento da idéa anterior pertence & Aritmética
superior e serve de base a Teoria das formas.

Também para as equagdes a duas variaveis existe um critério
semelhante, mas extraordinariamente mais complicado.

Esse critério estabelecido por Riemann na sua Théorie des
fonctions abéliennes, permite, também, dividir estas equacGes em
classes.

Sem demonstracdo essa divisdo consiste no seguinte :

Duas equacées

F@ y)=0 Fi(u,v)=0

pertencem a uma mesma classe, logo que se possa passar da
primeira para a segunda pondo

U= Tty = i (x i) —

onde f e f; slo fungbes racionais de x e y e tais que se possa
inversamente exprimir x e y em funcGes racionais de u e v.

Demonstremos agora uma proposi¢do muito importante para
a continuagdo déstes estudos.

Téda a funcdo racional f (x) duma raiz, duma equacdo do
grau n, F (x) =0, redug-se sempre a forma dum polindmio do
grau n — 1, ou menor
~ Suponhamos entdo que f (x) ¢ simplesmente uma funcdo
inteira e portanto

f(x)=Ax™ 4 Apxm—1+...
e dividamos éste polinomio por F (x); obteremos a igualdade
fx)=F x).Q+ R

Desta igualdade conclue-se que para tddas as raizes de
Fx) =10 seliterd
faxi—=R
Mas o resto R é um polindmio de grau igual ou menor que

n — 1, porque o grau do divisor € n.
Consideremos agora o caso de

1 (x
f (X) o -(f - )
9 (x)

Para que se verifique ainda o enunciado, trata-se portanto

de ver se se poderiio determinar os coeficientes By By. .. de f (x)

com # forma
f (%) ms By x0=1 o« By X" =0 o« B, X" 0 e i e Bpoy
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Fixemos que éstes coeficientes sdo em numero igual a n.

Sejam agora a; 8 az. .- s também em numero igual a n,
as raizes de F (x) = 0 que por hipotese ¢ de grau n.

Entdo ter-se-hd

By a?+Bxa:_1+B2 aT—Z‘i'"' it B, 1= (a1)

Boa;b{—Bla;_l—‘—Bza;#g%— itele +Bn_1:f(a2)

v Tet el e sl e enmilenis el n i e e e e o R lllo Rt R e e s He R s e K e K P PR B}

Boa:—l—B132*1+B232_2+ oo + Bay=1f(an)

Ora estas equacGes nem sdo impossiveis nem indetermina-
das. Com efeito a regra de Cramer dé para as incognitas valores
cujo denominador comum € o determinante de Vandermonde

n_n—1

A el Nt oyl
a;a;_l ]
a';ag—1 wls g ]
a, ag_l‘... ap 1

que, em valor absoluto, ndo varia com permutagoes das raizes
ay 8y ... an , € SO se anularia em caso de raizes iguais.

Excluindo &ste caso, os coeficientes By By... sdo funcées
simétricas das raizes de F (x) = 0 e exprimem-se portanto racio-
nalmente em fungdo dos coeficientes da proposta.

Entdo f (x) ¢ reductivel ao grau n — 1. ;

No caso de raizes iguais, baixariamos o grau de f (x) até
dsse grau ficar igual a ordem do determinante de Vandermonde
formado com as raizes simples, e uma de cada raiz multipla.

e s
Em virtude do teorema anterior, tdda a fungio racional
{ (x, y) da varidvel independente x e de uma raiz da equagilo do
grau n, F (x, y) = 0 é sempre reductivel a forma

l‘ (X, y) AI y” : " A-,g _Y" ’ l 3L l AII 1 y l An

cujos coeficientes siio racionais em X,
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Nido é contudo esta a forma que foi empregada em primeiro
logar por Abel e que figura nos trabalhos de Riemann, Clebsh e
Gordan, sobre intregracéo das diferenciais algébricas.

Dividamos e multipliquemos a expressao anterior por F'y (x, y),
obteremos : '

Ao yir 5 Ay iy et e A ) B (G )
Ky (%, y)
Efectuando o numerador, o teorema anterior permite redu-

zi-lo a uma funcdo do grau n — 1 em y e de coeficientes racio-
nais em x. Entdo

1§ (G =

G L
Fly (%, y)

f(x, Y):':

tal é a forma importante a que desejavamos chegar e que também
Briot e Bouquet utilisam na Théorie des fonctions abeliennes.

Aplicando o que se disse ao caso simples
e

onde X representa um poliménio inteiro em x, vird

f(x.y)= & ‘/5(—#—%‘ H_G+ ‘/HX

Reparemos que sendo a fungdo H, uma funcéo racional pode-
mos decompd-la como se segue

s +ﬁ

e entio teremos, em ultima andlise, a parte irracional de f (x,y)
decomposta em elementos das duas naturezas

ay 3k A;
— , ———
VA e Ry X
resultado que utilisaremos dentro em pouco.
Demonstremos agora esta proposigéo final :
Se o polindmio X ¢ do grau par 2 m, podemos com uma subs-

tituigdo ractonal, redugi-lo ao graw 2m - 1,
5 A \ -
Com efeito sejn ag uma das raizes de X j temos
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\/Y=\/(x—aﬂ(x—ag) co (X —agm)

Mas como facilmente se vé

/X — a X—a X — A
SRl N Im 2 3 i)
X = (x — ay) (x———a» <x~—aﬂ"'\x~a4>

/
/

Fazendo a substituicdo

t
X — ai
donde se tira
=
um cdlculo facil conduz a
8, — 4y
8 — f—
X 1 —om

\/t[ag——%—(ai—agtJ [ag—agm—(al——agm)t]

e designando por T o novo radicando que é do grau2 m —1 =

em t, podémos dar a fungéo
fi(x, v)

fag——mﬁt ag — a1 e
( 1—t "1 —om / )

a forma

ou simplesmente

5 (& VT)

sendo ¢ uma fungdo racional da varidvel t e do radical de um
polinémio do grau 2 m — 1, como haviamos enunciado.

CAPITULO VI

Complementos de Calculo Integral

I — Sobre ojf(x, Vige XB S tapxe L i s aiad X

Depois das nogdes preparatorias do capitulo anterior conside-
remos o integral duma funcio

f(x,y)
em que y estd relacionado com x pela expresséo
2 Xoe—tg XAl ) X0 Bl Uish B X
Foi j4 estudado o modo de reduzir a fungdo f a forma cldssica
H
f X = G e

onde G e H eram funcGes racionais da varidvel x. Viu-se ainda
mais, que uma decomposi¢do de H (x) em frac¢Ges simples con-
,duziria a fungdo f (x, y) a uma soma de frac¢des da forma

a xk A
‘ VXL (x = X
de modo que nos interessam tinicamente os integrais

Ihie= .x“ 2 = l——d-———x
o ] e o T
Tratemos de cada um em separado. Consideremos em pri-

meiro logar o integral
| : n dx-»
S } LiTh 4

Para reduzirmos @ste integral a integrais mais simples par-
tumos da igualdade
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!

i 1 X
@ VX)=p.-x* ' VX + 7y xP VX

il
Lgp X' pxp—1 X
2
VX
onde, por sua natureza, p ¢ inteiro positivo, ou nulo.
Entdo se for n o grau do polinémio X, o numerador da
fracgdo anterior é um polinémio inteiro do graun 4 p — 1.
Facilmente se demonstra que o coeficiente de x"+P—1! nunca

pode ser nulo.
Com efeito sendo

X:—-"ao X“ + PR )

vem
—;- x? X' 4 p xp—1? X=ao(%n+p) RE P R

e serd sempre
D =108 =0

Entdo poderemos pdr sempre

e Xnbog oD e 1
(xp VX)=A T + B EX 7 St LVTT‘
Se intregarmos ambos os membros como conduzidos a

e N AE e  EE b

[sta expressdo d4 o valor de I, em fungéio de integrais mais
simples o que permite concluir

Cada integral 1,,, reduz-se a n—1 oulrosintegrais LI oo InSg
Com efeito para

p=0,1,2...
obtem-se os valores de
Lot g s g 5%
em fungio dos integrais
Do nsmpicien Bt dp

Consideremos agora o integral
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S R S
i VX

para o reduzirmos a integrais mais simples vamos partir daigualdade

e 0 e ol
\(X——oz)P): 2 (x—-—ov,)P \/Y p(x—-—oc)P‘|'1— (x__gL)P‘H\/Y

onde p é um inteiro positivo, ou quando pouco, nulo.
Continuando a considerar como até aqui X, um polinémio
de grau n, o numerador da fracgdo ¢ um polinémio

¢ (%)

do grau n em x e podemos sempre desenvolvé-lo como segue

ey e ) S

n!
E facil de ver que ¢ («) ndo é nulo quando fér
X (90

¢ (@)=—p X ()

Afastemos entdo a hipétese de « ser raiz de X, para a con-
siderar mais tarde. ~
Se portanto « ndo anular X teremos

VX 9 (%) 9’ (#) b (%)
[(x—a)v.] T T, G T Tt

onde designdmos por ¢ (x) um polinémio inteiro em x que exis-
tird tnicamente quando for

visto que

B [of !

Integrando ambos os membros teremos

_(x_?é&; e e

[sta expressio, para os diferentes valores de p, reduz os
integrais J, a integrais dos tipos Jy e L, jd anteriormente consi-
derados.

Podemos entfio resumir

Se « ndo for raly do polindmio X, os integrais J, podem
redugir-se ao integral Jy ¢ aos integrais 1.,
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Resta-nos considerar o caso de « ser uma raiz de X. Neste

caso, viu-se que era
piei==0
mas sendo

o (x)=—;— X'-{—%(x—a) X'—pX

teremos
¢ @) —(5—p)X @

Entdo se « for raiz simples de X, ¢' («) seré sempre diferente
de zero.
Mas ¢ sempre possivel reduzir X a forma

Kol (x ) i)

admitindo so6 raizes simples ; e podemos entdo considerar

9' () 0
Com esta condicdo teremos :
VR A e oy 9" ()
I A J _(x——az)l"/_ 7 2Rt t/}—(_'—”

e finalmente integrando :

VX
(x—a)p
onde os termos seguintes contém s6 integrais J de indice menor
que p
Do mesmo modo para
: iz

haverd integrais I,. Para os sucessivos valores de p todos os inte-
grais J se reduzem a integrais In.
Conclumdo, vem o seguinte enunciado :
Se « for raig de X (x) os integrais I, redugem-se a integrais Iy,

=¢ (I + .

Aos integrais

/ f(x,/ X)dx

cuja redugiio fica agora estudada, deu-se o nome de integrais
hiperelipticos,

01

Il — Sobre off(x,\/a.\“—l—bx5+cx2—i—dx~}—e)dx

Quando o polinémio X fér do quarto ou terceiro grau, os
integrais, em estudo, tomam o nome de integrais elipticos.

A razdo déste nome reside no facto de o arco duma elipse se
exprimir por um déstes integrais.

Com efeito, consideremos a elipse de equagdo

B e
a

donde

Sl b i B

dxeo Va2 — x2
e portanto

d (a2—b?) x?
s—f\/ Y) dx-—]\/d?(812 5 -

e fazendo

— b2 —12a% . e?

teremos finalmente

L2
= dix:
\/( 2 — x2) (a2 — e?x?)
"

que é com efeito do tipo que vamos estudar.

Estes integrais reduzem-se a outros, onde X ¢ do terceiro
grau, por meio da substituicao racional indicada no fim do quinto
capitulo.

A importdncia prdtica dos integrais elipticos, leva-nos a tratar
particularmente esta substituigdo.

Consideremos entdo o

/f(x,\/elx4—]-bx5—l~cx2—|~dx+e)dx.

LB

Seja « uma raiz real do polinomio X. Teremos
Xe=(X—o) (|X54+mx24nx-p) |

Como o integral a estudar se reduz & forma



o5l

2 H
(] (X) —}_ ‘/—%«)
interessa-nos tinicamente o integral
/‘H (X)
——dx
VX
onde faremos a substituicdo
1
s e
donde
) sl dx=— S
7 ¥

o que nos conduz a

\/—X-:(x_va)\/lﬂ-}—mx?—l—nx—}—p:

X = &

1 "
=77 \/1 (ay + 1 + my (@y + 12+ ny?(@y + 1) + Py

e entdo teremos finalmente

[y + 1") g

J7

Q0 i Ty
= X = —
VX VT@y+1P+ .-~ Fpy°

e a reduccio encontra-se efectuada.

Suponhamos o polinémio X decomposto num producto de

dois factores reais do segundo grau o que ¢ sempre possivel se

os coeficientes de X forem reais ; teremos
X=(@3x@+2bx+c){mx?+2nx+p)

[Fazendo nesta expresso

i & et
el |
¢ portanto no integral
{ il 1
bR e A

Lteremaos

\/[a (@y+B2+2b(y+1) @y+pH+c (y+1)?(«y+ﬁ)“

N e

e anulando os coeficientes de y, determinamos « e 3 de modo a
transformar X num polindmio biquadrado. Nesta ordem de idéas,
temos :

a.a B+b(a+p +c=0
mafB+n@t+pf+p=0

donde

gobip —icin
~ an—bm

cm-—ap
an—bm

« at p—

Uma equagdo de segundo grau completa o célculo.

Vejamos quais as condi¢bes para que « e {3 sejam reais e
distintos.

Para isso é necessdrio e suficiente que se tenha

(1) «m—ap?—4(bp—cn(@n—bm >0

Mas o primeiro membro desta desigualdade, igualado a zero
traduz a condi¢do para o sistema

{ax242bx+4c=0
}mx2+2nx+p:0

admitir uma raiz comum.,
Por outro lado a teoria da eliminacdo diz-nos ainda que €

2 (cm—ap2—4(bp—cn(an—bm)=
=l md V)0 — uh) (i — ) )
onde se representaram por
ZaBE
as raizes da primeira equagiio do sistema e

Ae p
as da segunda,
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Se as quatro raizes forem reais, a expressdo (2) mostra que
(1) se verificard quando

lep

forem as duas maiores raizes. d

No caso de um dos pares g e A ou ¢ e X' ser imagindrio, 2)
reduz-se ao produto de dois imagindrios conjugados. .Igua.l(ryle.nte
assim sucede quando todas as quatro raizes forem imagindrias.
Podemos entdo concluir que se um dos trindmios da decomposi-
¢do de X admitir para raizes as duas maiores das quatro raizes
de X a condicdo (1) verifica-se sempre. e

Para vermos completamente a reducdo de X a forma biqua-
drada consideremos o caso de ‘

an—bm=—0

Em tal hipétese podemos escrever
a
:£<axﬂ+ 2bx+c> (ax9+2bx+ %T)
& \

e fazer em seguida

X=Y— *;

para termos :
e Pl
X:ma(y2 ?*ﬁﬁ) <y2+7;“:2‘

que ¢ biquadrado. : j
Posto isto, vejamos como se passa da forma biquadrada
para o terceiro grau
Seja entdo o
J

onde X possui a forma

»

X=m3x‘+nx-+4p

¢ onde H (x) pode ser uma fungio inteira ou fracciondria.
N { A I y « s ]
Suponhamos, caso mais geral, que H (x) é uma fracgio
racional igual ao cociente de P por Q.

Pondo de parte a funglio G (x), racional, e que se sabe intes
Arar; temos
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N P (x) dx
Q (x) ym x*+nx*+p
Multipliquemos ambos os membros por

Qi)

para que, no denominador, nos apareca o producto de Q (x). por
Q (—x), isto ¢, um polindémio par em x, que designamos
por K (x2).

No numerador efectuado o producto P (x). Q (— x) resulta
um polinémio qualquer a que daremos a forma

R (x?) + x. S (x?)

Entdo o integral em estudo toma a forma :

R (x%) 4+ x. S (x?
dix
K(xﬁ)\/m.x“—f—n.x?%—p

fazendo agora

l_d
21y

o

|

X x.dx:%dy dx=

]

vem :
Gl e R(y)dy
/VY ¥ 2] RV @y toy 5 e |

- S
2 JK@Wm.y+ny+p

como pretendiamos achar.

11T — Sobre "ff(x,Vax?’Jr bx? + cx + d) dx

Estes integrais reduzem-se com a aplicagdo da teoria exposta
no pardgrafo I déste capitulo, e concluimos que a redugdo déstes
integrais conduz a certo numero de integrais resoliveis por meio
das funcGes elementares, e ainda as trés novas fungdes transcen-
dentes

] Tdx I /..’"_.dji | o e i
f ; vV X : 1 VX A Q/(x- a)V X

[ostas trés novas transcendentes sfio, respectivamente, cha-
madas itegrais elipticos de primeiva, segunda ¢ lerceira espéeies,
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O célculo déstes integrais, deu origem a teoria das fungoes
elipticas, de que os integrais elipticos sdo as fungGes inversas.

IV — Sobre o f (x, t/ax2+bx+c)dx

Podemos aplicar a éste integral a substituigdo racional de
que se fala no final do capitulo anterior.
Fazendo como ai se indica :

x—0)
i) ol S il NSy el b
X=a(x @) (x — B =a(x—2 Ty
vem
i e el
X —a
e fazendo
x—B
It —t
X = ot
vem
i e
1—t
e supondo
B— a0
vem :
dx:—ﬂ
(F= i

Fntdo teremos finalmente
" i e a—pt a—f a— f
/f(x, VX) dx = ff (-r:’r:‘;-wa r) oo

(7
ou finalmente

L

2 »
j f(x, yX) dx=[ F()dt
e
sendo @ste integral resolivel por intermédio das fungdes elemen=
tares, visto que por F (t) representdmos uma funcéo evidente-
mente integrdvel apesar de ndio ser racional.

Vamos, no entanto, encarar a resoluciio completa déste inte-
gral, utilisando o que se expoz, sobre curvas unicursais, na pri-
meira parte déste estudo.

Seja f (x,y) uma fungio racional da varidvel independente X,
e da funglio y, de x definida pela relagio

ol

y2=ax.2—{—bx+c

ff(x,y)dx

diz respeito a uma curva unicursal, porque

O integral

i 4 y?—ax2—bx—c=0
¢ uma conica.
o Viu-se, entdo, no capitulo III, em geral, e no pardgrafo V
se:fe capitulo, cCi]ue glz respeito a cénicas, que era possivel repre-
entar as coordenadas x e y de um ponto genéri
Senta, ¢ rico da curva em
funcdo de uma varidvel 0. e

Entao sendo

== ) S

temos sucessivamente

ff(x,y)dx =ff[q> (9),¢(9>__] 39 dy
ZJ}@.M

onde F representa uma fungdo racional.

Para um estudo mais pormenorisado das substituigbes a
fazer com o fim de racionalisar a expressdo que se pretende inte-
grar, consideremos trés casos.

1.° caso

Pretendemos integrar
(1) ff(x, y) dx

onde é
y2—ax*—bx—c=0

sendo esta conica uma hipérbole.
Nesta hipotese, serd

B2—AC=—a
e portanto o integral (1) serd da forma

[l‘ (X, V—axt § bx c) dx
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E f4cil de ver que a hipérbole considerada tem centro no

ponto de coordenadas.
b
oy 0

O eixo transverso, coincide com o eixo dos X X.
A cénica tem as duas assintotas de equacGes.

y=+ vV—a (x—zb—a)

Finalmente um dos ramos da hipérbole corta o eixo das
ordenadas nos pontos
(0, _’t Ve )

Evidentemente que as rectas de um feixe improprio cuja
direccdo ¢ paralela a uma qualquer das assintotas, cortam a
c6nica num s6 ponto. §

A equagdo geral das rectas déste feixe serd

y=j’_ VARG g
e portanto seguindo esta substituigdo teriamos

V_ax+tbxtc=t+V—ax+8

donde
Q2i=ee.
X T,

02 —c
—EiZVIEeyzdj Ay

Poderemos também, considerar um feixe proprio de rectas

passando tédas por um ponto fixo da curva, por exemplo, o
ponto em que a curva corta o eixo das ordenadas

(ofy o 14Z)
Uma qualquer recta do feixe pode ter a equag@o
y i Ve=10x
¢ portanto virdo para as coordenadas do ponto movel

VoaxX+bxFc=0x+Vc

+ove. 0 +oyec. b g—
E o - 04 y a - 04 e

2.° caso

Pretendemos integrar

ff(x, y) dx

y2—ax*—bx—c=0

onde

¢ a equacio duma elipse. Serd entdo
B2 —AC=—a

o que faz com que aquéle integral seja da forma

ff(x, Vax2+ bx-+c)dx

A elipse considerada tem o seu centro no ponto

4

Corta o eixo das ordenadas nos pontos
(0, 1-v¢)

e o eixo das abscissas nos pontos

bl s /Al iaNE
s 2 a 4

Designemos por « e [ as abscissas déstes dois dltimos
pontos.

Um feixe com séde num ponto fixo da curva, por exemplo,
um dos pontos em que a curva corta o eixo dos X X, terd rectas
de equacdo

p—9E=—a
ou
y=8@&—09

Entdo vird sucessivamente

\/axz—i—bx—[—c:O(x—cx)

e portanto
o 02

G SO
oo AL R

1 — 0%

Tomando para centro do feixe um dos pontos
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(0, £ Ve)
a equac@o das rectas era
y Tye= 0 x
e ik
o e Wl BRI e o Vieh I e
a— 02 a — 02 e
3.% caso

Seja finalmente o

ff(x,y) dx

relativo a pardbola de equacao
yai— b bxieiic
Nesta hipotese, x é uma fungdo racional de y e portanto

B i e e
ff(x,\/bx+c)dx=ff( b ’y>b &y

Contudo, se repararmos que a pardbola, admite o eixo dos
X X, para eixo de simetria, que corta o €ixo dos Y Y, nos pontes

0 )

¢ que tem o seu vértice no ponto

i

poderemos cortar a conica por rectas com séde num ponto fixo.
Tomando, para séde do feixe, o ponto de coordenadas

59

temos para equagdo geral das rectas do feixe

donde

e portanto
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. c o C iR\,
T T T
Poderiamos ter escolhido, bem como nos casos anterior-

mente estudados, outro qualquer ponto da conica para séde dos
feixes de rectas.

Complicar-se-hiam inttilmente os célculos.

V — Integrais abelianos.

Seja g, o género duma curva algébrica de equacdo
Feai)—10

Chama-se integral abeliana de género g, relativo 4 curva
algébrica considerada, a todo o integral da forma

ff (x,'y) dx

onde f é uma fun¢fo racional de x e y, estando y relacionado
com x pela equacdo

FEoiviE—10

da curva, a que o integral abeliano diz respeito.

No pardgrafo anterior vimos alguns integrais relativos as
conicas e podemos afirmar que

Todo o integral abeliano do gémero zero, se resolve por

meto das funcoes elementares.

Como exemplo de um integral abeliano de género zero rela-
tivo a uma cubica apresentamos um, que nos parece bastante
eloquiente.

Mostra éste integral bem claramente a vantagem extraordi-
nédria déstes estudos que fizemos,

Seja com efeito o integral

d x
Wi f X [ o e 5—:._—!
N7 B AT i VX — /x5 56
relativo a cibica de equagéo
Y0 — 2 X8 - B X y ==
visto que resolvendo esta equaglio se obtem
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i O ) 1 o Sl e
y=/x8 + /x5 + x6 + /x5 — /x5 + xO
A cubica considerada é uma unicursal por que possui um

ponto duplo na origem
Fazendo entdo

30 3 92
S e
vird
I=—§—f(1+gg>d6
e portanto ;
I:%(o_;_gz)ju,

onde se poria em seguida

i i 3 USRI P s Sl
O_V—Y<V—1+Vx5+1+t/—1—— Vx5+1>
VI — Integrais abelianos de género um

Para reduzir estes integrais, utilisaremos o que se diz no
capitulo 1v, especialmente no segundo e terceiro pardgrafos, e
também o teorema que demonstramos em seguida :

Se duas curvas se correspondem ponto por ponto, qualquer
integral abeliano pertencente a uma, transforma-se num integral
abeliano pertencente a outra.

Consideremos entdo, como no pardgrafo 1 do capitulo 1v,
duas curvas, correspondendo-se ponto por ponto, e de equagbes

P (X7 y) =10 “P(E) -/1):0

J f(x,y) dx

o integral abeliano pertencente a primeira curva. Fazendo a
transformagiio racional

X D (&, n) y= = 0 (8, m)

Seja

reremaon
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o

dX=—d—€

0P

Diferenciando a equagfio da segunda curva teremos

oy oy .
O——()E d§ + o dn

Eliminando d» entre estas duas expressées vem

0P 0¢__ 0P oY
OlCE WOy on 0%
dx = da
J Y
0N

Feita a mudanca de varidveis no integral considerado somos

conduzidos a
fF (E,n)dE

onde F ¢ uma fungao racional de £ e », estando » relacionado com
£ por intermédio de
41 (E ) ) =0

equacdo da segunda curva. Entdo &ste novo integral abeliano per-
tence & segunda curva.

c. q.d.

No capitulo IV, parédgrafo III viu-se que foda a curva de
género um corresponde, ponto por ponto, com uma cibica.

No mesmo capitulo, no final do pardgrafo segundo demons-
trou-se também que duas curvas, correspondendo-se ponto por
ponto, sdo do mesmo género.

Finalmente o teorema do comeco do presente pardgrafo limita
o nosso estudo aos integrais abelianos relativos a uma ctbica sem
ponto duplo.

Consideremos entdo uma cubica de género um, e portanto
sem pontos duplos, e seja, tomando a origem num ponto da curva

AxS+3Bx?y 4-5Cxy? 4 Dy? -
Foaxd-2bxy 4 cyl - ax+ fymm0
a equaglio da curva,
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Consideremos, com séde na origem, um feixe de rectas cuja
equagdo geral é
quagao g i

Eliminando y entre esta e a equacfo da curva e dividindo
ambos os membros do resultado por x, vem

(A +3Bt43Ce+ Dtd) 4 x(a+2bt +ct?) + a+ Bit=10)
Resoivendo esta equacdo do segundo grau vem
X — funcdo racional de t e VT

i a 0 seu
onde T é um polinémio do quarto grau em t, ndo podendo

inferior a trés. '
yrau ser, de modo algum, infe ;
£ A diferencial de x é evidentemente uma funcdo racional de

te V' T. Como também se tem

y:tX

ff(an)dX

i 1bi 1 is de se
¢ o integral abeliano relativo a ctibica considerada, depois d .
efectuarem as substituicGes indicadas, acha-se

/‘f |"q> GEn (r,wrﬂ o (t,V/T) dt

o mesmo sucede com y.

Se

fF(t,\/T)dt

i i olinémio
onde F ¢ uma funcio racional de t e do radical dum p
ir ' au em t. :
de terceiro ou quarto grau em t. _ L
liste ultimo integral ¢ eliptico o que permite *egll:znciz’vel il
Todo o integral abeliano do género um ¢ re
integral eliptico.
Podemos também, do que ﬂ;ou dltlcl)’,pc}leggz;;nqel:; s L
‘denadas 1o duma cur j .
As coordenadas dum ponto duma ’ Senr0 ML
exprimir-se, racionalmente, em funcdo dum parametro b
quadrada dum polindmio do quarto grau em t.

ou finalmente
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