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Neste volume reuniram-se alguns assuntos de reconhe-
cida importância, a maioria dos quais se achavam disper-
sas em diversas memórias e livros raros.

Uma idea fundamental nos orientou, e é fácil resumi-la
em poucas linhas: procurou-se mostrar a brilhante solução,
dada pela geometria, a determinados problemas de cálculo
intregrat, especialmente, à integraçâo das diferenciais algé-
bricas relativas às curvas unicursais e àscuroas de género

um.
o duplo' aspecto desta idea levou-nos a dividir o tra-

balho em duas partes à primeira das quais se chamou
« Teoria geral das curvas algébricas».

É muito extensa e fecunda esta teoria e vimo-nos obri-
gados, com desgosto, a limitar muitos assuntos, que nos
desviariam fatalmente do nosso alvo, mas [l eemo-Lo indi-
cando sempre numerosas obras, onde os assuntos abando-
nados, tém o merecido desenvolvimento.

A lguns livros citados, é preciso diee-to, não se consul-
taram, mas entre os lidos, havia claras referé ncl as, mesmo
até transcrições, a permitirem indicá-los com segurança.

A segunda parte déste volume, é necessàriamente limi-
tada, e constitue o aspecto principal da idea or ient ador a,
mas não é, e com razão, o principal aspecto desta obra.

o AUTOR



PRIMEIRA PARTE

(jeometria

CAPÍTULO I

Teoria geral das curvas algébricas

L - Equação de gráu n.

A equação geral de grau n pode escrever-se com a forma
conhecida:

ai + (\:11 x + b2 y) + (cI x2 + 2 c2 X Y + c5 y2) + ...
.._+ (11 x'' + n 1

2
xn-I y + .. ' + 11 1"-1 X yn-l + In yn) = ()

e é composta de uma sucessão 'de funções homogéneas das duas
variáveis x e y, cujos graus crescem desde zero até n. Repre-
acntando por

fi (x, y) = j x' + i j xi-ly + .. ' + i ji-l X yi-l + ji yi

lima função homogénea de grau i, podemos escrever a equação
de grau n, com a forma abreviada

(I) F (x, y) = fo (x , y) + fi (x, y) + f2 (x , y) + .. ' + fn (x , y) =0
Deduzamos o número total de coeficientes que figuram nesta

.quação. Como cada função fi (x, y) possui (i + 1) coeficientes,
1\ equação (1) apresenta-nos um número de coeficientes igual a

(o + II (n + 2)
1 + 2 + 3 + 4 -I- _., + n + (n + 1)= --2--'--'-

Mas como podemos evidentemente reduzir, sempre, um
d~k:i à unidade, o número de parâmetros distintos que figuram
nu equação (1) é de

(n -I- 1) (n -I- 2) n (n + 3)
P = --' ,., - -- 1 = - 2

Se AH vurinvcis x C y representarem as coordenadas de
pOlIlO!1? num flilitClIlIl de eixos coordcuudos, no plano, podemos
1'III1I1CIIlI' tl HCMltltll(' pl'()p()~içfio:
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Uma curva algébrica de ordem n fica determinada por'
n (n + 3)

2-- pontos.
Com efeito cada ponto determina uma relação linear dos

coeficientes da equação da curva. Voltaremos mais tarde a falar
dêste assunto, Capítulo II.

Para obter a equação homogénea de grau n, basta considerar
uma nova coordenada z e fazer:

F (x, y, z) = fo z" + fi zn-1 + .,. -I- fn-1 z + fn= O

Evidentemente que poderiamos considerar x, y e z como
oord enadas triangulares dos pomos da curva, isto é, as distân-

cills de um ponto da curva aos lados do triângulo fundamental.
Do mesmo modo a equação,

I" (u, v) = fo (u, v) + fi (u, v) + ... + fk-1 (u, v) + fk (u, v) = O

representa a equação geral das curvas de classe k desde que as
vuriüveis u e v se considerem as coordenadas tangênciais ordi-
nürias dos pontos da curva. . .

Se considerarmos uma nova variável w teriarnos dum modo
idêntico, a equação homogénea

F (u, v, w) =fowk + fi Wk-1 + .., + fk-l W + fk=O,
Duma maneira dual, as variáveis u, v e w, podem ser as

dilltOnci"s dos vértices do trilátero fundamental a uma recta tan-
IICl1le ti curva de classe k.

I I -. Teorla do Centro.

Charnu-sc centro de simetria de uma curva um ponto tal, que
IlIdllH 1l1l rectas que por êle passam, cortam a curva em pares de
pOlIl Ofl cq: iidistanres.

'I'ornundo um sistema de eixos coordenados com origem no
('('1111'0, /I equação da curva deverá conservar-se inalterável para
1111111 mudunçu de sinal nas variáveis. Em vista disso se a curva
llil' de ordem par, a sua equação será:

fo + f2 + f~ j- •.. + f21( = O

(~ 11t! 101' de ordem irnp ar :

fi I (~ I fn I .,. + ('VI< I I

NC:ilc 1'1I1i/1l0 CORO nflo (if.\\11'1I 1<':1'1)10 hulcpcndcnrc I1U equação
rlu ('\I"VII, (I que purmite ,,111'111111' 11110111' 111/111('///'/'(1 di' (lI'dlJUI i"'V(J1'
"dlllll,' ('(1/11"/1, 1,,/ (,(,,,1,'0 P(','lt,"(,,1 Il ('/11"'11,
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Para determinar as coordenadas do centro de uma curva algé-
brica, procede-se, como ao estudar as cónicas, mudando para novos
eixos coordenadas com origem no centro e fazendo coíncidir a nova
equação da curva com urna das duas anteriores o que implica um
número geralmente elevado de condições para a determinação das
coordenadas.

Em vista disso podemos concluir que:
Uma curva algébrica em geral não admite centro.

Há casos especiais, contudo, em que o centro existe, Nos
elementos de Geometria Analítica estudam-se as cónicas que são
curvas com centro.

Demonstremos agora o seguinte teorema :
Se uma curua algébrica tem centro, éle é único.

A demonstração que se segue é puramente geométrica, muito
simples, e não a encontramos em tratado algum.

l'

r.N: N
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O
, ..,.,

' ......~;..:...

M .: .. .-:

,

N,

figo I

Suponhamos que a curva considerada possue dois centros O e
0', Uma transversal r corta a curva em n pontos M M' , N N' .. '
! se a transversal passar pelo centro 0' êsses pontos encontram-se
dispostos simetricamente dum e doutro lado do centro. Porém
;OfY\O O é também um centro encontram-se outros pontos da curva
uumu transve rsal 1'1 paralela a r. Seja M, um dêsses pontos dedu-
zldo de M pela consideração do centro O. Combinando M, com
fi cciuro 0' dcrcnnina-ac novo ponto M2 da curva que por sua
V~1. Me cOlubinHI'in COIII o centro O para depois dar outro ponto
M"I 111Il\1>~"1 pCl'lt:ncmll<: 11 curvu c sendo todCHI estes pOIltOS
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M, M'{ , M2 , M'4 , •..
pertencentes a uma se cante t. Esta geração de pontos sôbre a
sccanre t podia fazer-se (m + n) vezes e então encontraríamos
Lima recta t de> plano duma curva de ordem n que cortaria a curva
em n + m pontos podendo m ser tão grande quanto se deseje.

A recta t evidentemente pertence à curva. Como do mesmo
modo se encontram outras rectas

t' s s' ...

correspondentes aos pontos M' N N' ... verifica- se que a curva
degenera num feixe de rectas paralelas à linha U O' e em número
igual a n. Como além disso essas n rectas estão dispostas simetri-
carnente em relacão à recta O O' vê-se que esta última recta é
uma linha de infinitos centros. Excluindo as curvas algébricas
degeneradas o enunciado encontra-se demonstrado.

I II- Linhas diametrais; diâmetros.

Define-se linha diametral de uma curva, o logar geométrico
{os meios das cor das paralelas a determinada direcção,

Suponhamos uma curva algébrica de ordem n cortada por
umu recta do seu plano. Existem na recta considerada, n pontos

.. id n (n -1) dda curva e portanto C0111C1 em com a recta ----- cor as,
2

resultantes de unir, dois a dois, os n pontos colineares. Sôbre a
recta, ainda, encontram-se os meios dessas cordas e então con-

luircrnos que a linha diametral duma curva de ordem n é uma
n(n-1)curva da ordem -----.

2
(h\ circunstâncias especiais em que estas curvas diametrais

HC reduzem a rectas, e tomam então o nome de diâmetros. Com
efeito, suponhamos uma curva algébrica, cuja equação F(x,y)=O,
permanece invariável para uma mudança de sinal, numa ou em
I\lllhns [15 variáveis: tal curva admitirá um ou os dois eixos coo r-
deuudos, como diâmetros.

Ouundo um diâmetro é perpendicular às cordas que divide
io J)1~IO,torna o nome particular de eixo.

Qut\l1do uma curva de equação F (x , y) = 0, contiver na sua
l'qUIIÇ!íO, 1-16potêuciu» pllrCH de urna, ou de ambos as variáveis ,
('lHlII C"III'VH ndmitc IlIlI MÓeixo, (111 111CHIl10 dois, sendo (!!lSCS eixo!'!
do Hillll'll i" Willl:itlellt(~H l'OIIl 0'1 ('ixot{ coorrleundos.

! 1111 ,'I\I1[) 1111111\(011\ ('vid('IIIt' dI' I'XI11t(llll'ill de eixo, é () ele umn
CltI'V11 I;tt!ll IJIiItlI~rifl (,' (x , Y) J () I: 1111111 fllll~'rl() fljJl'~II'Íl'11 tllIH (1111I
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variáveis x e y e desta vez é eixo da curva a bissectriz dos eixos
coordenados.

Para terminarmos com êste assunto diremos que Newton
definia diâmetro de uma curva algébrica o logar geométrico dos
centros de médias distâncias de sistemas de pontos situados sôbre
secantes paralelas.

Dado um sistema de pontos PI (x, YI) , .• P, (xn Yn) linea-
res ou não, chama-se centro de médias distâncias dês te sistema
de n pontos ao 'ponto C de coordenadas.

Xl + x2 + ... + Xn YI + Y2 + ... + yn
x= Y= -n n

Posto isto, consideremos uma secante variável mas ocupando
posições paralelas o que é simples de conseguir, tomando para
sua equação

Y= ml x + b
onde b é um parâmetro variável. sé fôr

F(x,y)=fn(x,y)+fn_dx,y)+fn_2(X,y)+ "0 +fo(x,y)=o

a equação de grau n, da curva algébrica, a eliminação de y, entre
.IS duas equações conduz a uma equação em xn dando as n abscis-
sas dos pontos comuns às duas .linhas. Procuraremos: essa equação:

fn (x, ml x + b) + f~ _I (x, ml x + b) + .. , = °
c desenvolvendo, vem

(11 (x , ml x) + b f'n (x , 011 x) +
...+ fn _ 1 (x , ml x) + b f/n_ 1 (x , ml x) + ... = °

c sendo a função fi (x, y) homogénea de grau i

x"fn(l ,ml)+bxn-1f'n(1 ,ml)+ '"
... + xn-I fn-l (1, m.) + b xn-2 ['n-I (1, ml) + .". = °

ou, ordenando, vem finalmente a equação procurada:

"li fll (1 , ml) + x'' -1 [b [/n (1, ml) + fn -1 (1 , mdJ + ... = °
Se representarmos por XI x2 x5 ' •• x"' as n raizes desta

xjuução, sabemos que é:

I I I - - b f' n (1 , ml ) + fn - 1 (1 , mf}
XI' x2 - ... - XII - - --- f ( )

n 1, ml
por: unto

x, I XLI I ". I XII Gf'II (1 , m.) I ('" .o . m,l)

li ('11(1 ,111,)
x

11
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Se eliminarmos b entre êste valor e a equação da recta, obte-
mos

n fn (1" rru) + (y - m; x) fln (1 .rm) + fn-1 (1 ,mi) = O

que é a equação de uma recta, chamada por Newton diâmetro da
curva algébrica,

I V - Tangente, normal e contacto das curvas.

Sejam Xo Yo zO\ as coordenadas de um ponto da curva de
equação F (x , y , z) = O.

Consideremos uma recta pertencendo ao ponto, e dêmos às
suas equações a forma paramétrica

x = Xo+ a p y = Yo + b P
Os pontos de encontro da recta e

equação

F (xo + a p , yo + b P , Zo + c p) = F (xo Yozo) +
+ p (a FI x o + b FIy o + C FI zo) + p2 ( ... ) . , , = O

Como por hipótese o ponto de coordenadas Xo yo Zo pertence
h curva, será:

Z = Zo + c P
da curva são dados pela

F(xoyozo)=O
, então

p (a fi"o+ b fiyo + c Flzo) +
•. 1 p2(a2F/lxóxo+b2F/lyoyo+c2F/lzozo+ .,.)+ .. ,=0

u
U Flx o I b Flyo + C Fiz o +

( :l 1,/1 _I b2 F/I + 2 F/I + ) + - Or u x ü x O "T' yO)'O c z ü z O ••• ...-

Para ti recta ser tangente à curva, deve esta equação admitir
umu novu raiz nula e portanto

a Fixo I b fiyo -I c fiz o =0

elimiunndo li, b e c com as equações da recta t~remos :

(x xo) Fixo 1- (y - Yo) Pyo 1- (z - zo) Flzo =--: O

quo é 1\ cquuçfío (11\ ttllllic11t<!. Pura u obtermos em coordenadas
l'III'lllIditll/l/\ IlIlHtlI ('11)1;(;1'Z I

111 I"I~, li(x XII) 1'\11 I
1\ ('ljIlHI:nll dit 11111'111111 MI'I'II

()
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(x-xo) Flyo-_(y-yo) Flxo=O

Nestas duas equações Flx o e F~\o representam os valores das
primeiras derivadas de F no ponto oe coordenadas xo Yo zo'

Querendo agora determinar as equações da tangente a uma
curva tiradas por um ponto do seu plano, teremos que exprimir
que a equação da tangente é satisfeita pelas coordenadas x, yi
dêsse ponto. Virá

(Xl - X) F', (X, Y) + (Yl - Y) F', (X, Y) = O
em que as coordenadas, desconhecidas, do ponto de contacto,
X Y, teem que ser determinadas pelo sistema, desta última
equação e da equação da curva

F (X, Y) = O

O sistema assim formado admite 11 (n - 1) soluções o que
permite enunciar o seguinte teorema :

Uma Cur u.: algébrica de ordem n é em geral da classe
K=n(n-1)

, Este resultado foi dado por Poncelet [Annales de Gergonne,
t. VlII, pág. 214).

O mesmo problema estudado com as normais conduz ao
sistema:

\ (Yl -- Y) F', (X, Y) - (x, - X) FI)' (X Y) = O
I F (X Y) = O

Estas duas equações de grau n admitem n2 soluções comuns
e portanto : .

Em geral p01' um ponto do plano podem conduzir-se n2 nor-
mais, a uma curva algébrica de ordem n.

Estudemos agora o problema do contacto de duas curvas
ulgébricas.

Sejam
Y = F (X) e y = f (x)

H~ equações de duas curvas algébricas e sejam x' y' as coorde-
lindas dum ponto, comum às duas curvas.

Se dermos um acréscimo h a x', sejam Yl e Y2 as ordenadas
d()~ pontos das duas curvas que correspondem a essa nova abs-
riliIiU. Temos

h2 hp + 1

'<'(xii h)~ F(xl) I hFI(XI) I ;)jF/I(xl) I·,· l-fPTliTFp+1(XI)+, ..

I ~ 1111 I J

I' I I) I' I III( I I I/I( I) I I fI I J( I(x I 1 _ (X) I 1 x') I :~I x . . . (I' 1 1)1 I x') I '.'

SlIhllllilldo 11'1'11111 li 1t'l'ilIO C 1I1lllllldo qlll'
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F (x') = f (x')
vem:

Y. _ Y2 = h [' F' (x') - f' (x') J + h
2

[ F" (x') - f" (x') ] -[- ..._ _ 21

hp + 1 [- l.. , + (p +I)! Fp+l (x') - fp+l (x'). +...
O segundo membro desta expressão é um polinómio inteiro

em h e para valores suficientemente pequenos, em valor absoluto,
da variável, toma o sinal do primeiro termo.

Se as derivadas F' (x') e f (x') não forem iguais, existe uma
única raiz nula e segue-se que as curvas se atravessam no
ponto (x' y').

Suponhamos agora que se tem
F' (x') = f' (x')

haverá duas raizes nulas e além disso o primeiro termo não
muda de sinal com h; as curvas portanto não se atravessam e
como teem dois pontos de ordenadas iguais para a abscissa x',
diz-se que as curvas teem um contacto simples no ponto (x', y').

Duma maneira geral diz-se que há um contacto de ordem p
quando forem iguais, para as duas curvas, as p primeiras deri-
vudas. Nesse caso o segundo membro começa por um termo em
111' 1- I e se p fôr par o segundo membro varia de sinal com h e
por conseguinte as curvas atravessam-se, Como além disso

Yt- Y2
se anula para p + 1 valores de h, diz-se que o contacto é da
ordem p -I- 1.

Se P íôsse ímpar concluia-se que o contacto era de ordem
pu\' e as curvas não se atravessavam.

Resumindo :
Quando duas CUf'1Jas são tangentes, atravessam-se ou não

;()1/f07'1JJe o contacto é de ordem pai' 011 imp ar ; a ordem do
unü acio é dada pela ordem das derivadas das curvas que em
rimeiro 101Ial' se uâo anulam simultâneamente.

V Polaros de um ponto :

plano dSCjll1t1 M' (x' y' /,,')C M" (x" y" 2.") dois pontos
11111/1 WI'VII 1I11~6hriclI de ol'del" 11.

AH coor: l\l)/(dIlM dl' 1\111 !l0111O qualquer /VI (X, YI

1111111111111 plll' M' I' Mil 11"0 1111111111 111'1/111 exp"
dll recta
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x' + k x" y' + k y"
x= l+k y= 1+1<

z ' z' + k z"
1 + k

.m que k é o valor da rasão de dois segmentos

Nl' Nl
k= MM"

. Substituindo na equação da curva F (x , y, z) = 0, as variá-
vcis, pelas coordenadas do ponto M, vem:

F (k x'' + x', k y" + y', k z" + z') = O

que desenvolvida, dá :

F (x' y' z') + k (x" F'xl + y" F')'I + Z" F'zl) +
. ,. -I- kn F (x" y" z") = O

ou invertendo o desenvolvimento

k" F (x" y" z") + kn-l'(x' F',» + y' F'yll + Z, F',») + .•.
... + F (x' y' z') = O

k, correspondem aos pontos Ml M2 M5' , .
e à curva. Se.escolhermos o ponto M" de

As raizes kJ k2• ••

Mn comuns à secante
modo que seja:

x' F', + y' F', -I- z' F'z = O

Nesta circunstância será nula a soma das razões

M' Nl Nl' M M' M
M

1
M'~ + M

2
M~ + . , . + Mn ~" = O

H\)bre tôda e qualquer secante passando por M' (x' y' z').
A equação

x' F'x + y' F'y + z' F'z = O

representa uma curva da ordem (n --1) que recebe o nomede p,'i-
mcira polar do ponto M' relativamente à de equação F (x, y .z )= O.

1)0 mesmo modo escolhendo M" teríamos

X'lJl,iI 1 y'~F" [z'2F" -\xx y)' - zz-
1- 2 x' y' F"x)' -I- 2 x' Z' F"xl -I- 2 y' Z' F")'z = O

umu CllrVII da ordem n - 2 chamada segundaqlll~ rcprcscruu
I'ol",,' de .'VI',

I':,IrOI" 1'/11'1111\1(1

l:(~IIIUH dmHlu (11 I
ill\ HIICl:/'lllivllA polnrc» de ordens decres-

IIÓ I.
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A última polar do ponto M' será a recta

x F'xl + Y F'yl + Z F'zl = O
e a penúltima a cónica :

x2 F"xl x' + y2 F"yl y' + Z2 F"zl z' +
+ 2 x Y F"xl y' + 2 x Z F"x' z' + 2 Y Z F"yl Z' = O

Dum modo geral a polar p do ponto M', que é uma curva da
ordem n - p, obtem-se da polar n~- p (curva da ordem p) por
uma mudança de letras acentuadas. Este facto permite afirmar que
se o ponto M" pertence à polar p do ponto M', pOl' sua vq o ponto
M' pertence à polar n - p do ponto M".

Procuremos a equação da primeira polar do ponto M' em
relação à linha

P, (x,y,z) = x' F', + y' F', + z' F', = O

c acharemos
x' P'ix + y' P'iy + Z, P'iz = O

e feitas as devidas substituíções calmos na segunda polar de M'
em relação à curva primitiva. Generalisando vem:

A polar p de M', relativamente à polar i ele M', considerando
ista última polar em relação à curva primitiva, é a polar .i + p
de M' em relação à curva primitiva.

O caminho seguido no parágrafo anterior para determinar o
número de tangentes de uma curva tiradas por um ponto do seu
p1U110, leva-nos a apresentar, agora, o seguinte enunciado:

Os n (n -1 )pontos de contacto das tangentes conduzidas pOl'
11m ponto a lima curva de ordem n, formam o sistema completo
das illte1"Sccçõe~ da curva com uma outra curva de ordem n -- 1,
que é a prirneil-a polar" do ponto considel-ado.

- mo a última polar de M' é uma recta, no caso particular
lo polo estar sôbre a curva primitiva, essa recta será uma tan-

Mentc. Mas a recta de que estamos tratando é, também, a polar
linear do ponto M', relativamente a todas as polares de ordem
superior e, por conseguinte, a polar (n - i -1) da polar i do
pOI1l'O M'. Então:

Se o polo pertence à curva primitiva, todas as suas polares
P'"' âlo passam, seudo ao mesmo tempo tangentes à CIII'/Ia primi-
tina, (COlltIlCl()i) HirnpI<.:il),

Como 1\ primcir« 1)()llll' é tnl1l-1Cl1lC à CL1I'VH, dois dos pOlltofl
('0111111111 il CIII'VII C 1I po 111' IIC CIICOllt r:lln confundidos <.:010 o ponto
du ('IlIII1lCto dn 111I1Ht!1I11' 11 CIII'VII lif) polo, c poruuuo

nl' 1/11I 11111//11 di' 1111I,/ rurr« dt' O/'dlllfl 111 /Ião ,~(I pO((I'"l tiror
Il/H '111(' 11 (11 1~ !! 111/1JJ.lllllt',~, it 1'.Vlill curv«,
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Voltemos de novo à equação da última polar

x F' x' + y F' s' + Z F' z' = O
c comparemo-la com uma recta qualquer

lx+my+nz-----:--O

As igualdades
F'xl F'yl F'zl
-1- = III = -n-

sendo duas igualdades distintas de grau (n - 1) admitem (n - '1)2
soluções comuns, de modo que:

Uma recta qualquer admite (n - 1)2 polos.
Muitas outras proposições, sôbre as polares, se poderiam

fazer, o que parecia natural num estudo completo dêste assunto.
Mencionamos o trabalho de A. Clebsh, Ueber eine Klasse uon
tüiminationsproblemen etc: no Journal de Borchardt , t, 58.

Nêste trabalho encontram-se númerosos teoremas sôbre as
polares, derivados da aplicação de um método de eliminação de
m variáveis entre m equações homogéneas, uma de grau qual-
quer, outra do segundo grau, e as restantes lineares,

VI - Polares de uma recta

Seja d' (u' Vi ir') uma recta fixa, e conduzamos por um dos
ilCUS pontos outra recta d" (u" v" w"}; uma terceira recta d, do
feixe, será definida pelas, coordenadas

u' + k u" v' + k v" w' + k w"
u= l+k v= l+k w=

onde k é a rasão simples de trez raios do feixe.
Substitüindo estes valores na equação tangencial da curva

obtem-se

\{" F (u" v" w") + kn -1 (u' F'ull + v' F',» + W' F\vII) + ."
... + F (u' Vi w') = O

Esta equação dá os n valores de k relativos às tangentes à
curva pertencentes ao feixe. As equações das polares da recta
lixa d' obreern-sc igualando a zero, os coeficientes das sucessivas
po/CnciHH de k.
, i\:;1\ill1 11 primcirn polllr tem por equação

li' 1"'11 I v' 1'\ + wl F'IV

II li ,'1\1/11\/\ \lOllll' (\ 11 I'PUlo di' llqlll\dw
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u F' u ' + V F' v' + w F' w' = O
Este ponto coincide com o ponto de contacto se a recta di é

tangente à curva.
Poderiam, assim, deduzir-se propriedades duais das do pará-

grafo anterior.

VII - Asslntotas.

Dá-se o nome de assintota à posição limite de uma tangente
cujo ponto de contacto se afasta indefinidamente sôbre o ramo
infinito de uma curva. .

Consideremos a equação homogénea

1'11 (x ,y) + ~1-1 (x ,y) z + ["-2 (x ,y) z2 + ... + fo (x ,y) zo=o

que representa uma curva algébrica de ordem n.
Se nela fizermos z = O, determinaremos as intersecções da

curva com a recta do infinito

[n (x ,y) = O

Esta equação homogénea define um sistema de rectas pas-
sundo pela origem.

Resolvendo a equação
x

fn(x,y)=f,,(l ,-)=[,,(1 ,mi)=O
y

obtemos n valores de m

m, m2••• m,
que são chamadas direcções assintóticas da curva, e que não são
11111isque os coeficientes angulares das assintotas.

Para determinar as ordenadas na origem, de cada uma das
ussin rotas, consideremos a equação duma delas

y=mi x + b

Eliminando y entre esta equação e a equação da curva, vem
succssivurnente

(',,(x,mIX l-b)l-f,1 l(x,mlx+b)-I-fn_2(x,mlx-l-b)+ ... -O

b'>
/',,(X,llIIX) I~bf',,(x,mlx) I "l~fll,,(x,mlx) I

( ( I r I ( ) h: /'11... I,,, I X,lllIX) I· li" I X,1111" +gl 111(X.,1l1IX

• ,,·1 111 ~ (x I 1111 x) I h ('111 11 (x , lil I x) 1- •.. - ()
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e também

xnfn(l,mi) + xo-1 [b fio (l,md + fO-1 (l,mi) ] +

[~ ]+ xn-2 21fl/n (l,md + b f'''~1 (l,md + fn-2 (l,md + ...=0

Mas
fo (l,mi)=O

e introduzindo esta condição na equação anterior, o resultado
indica que tôd a a recta paralela à assintota, inclusivarnente esta,
encontra a curva em (n - 1) pontos.

Para a assintota a equação deve admitir nova raiz infinita e
ter-se-há

b fio {l,mi) + fn-1 (l,mi)=O

donde
b = _ ["-1 (1, mi)

f/o(l,mi)

No caso de fn -1 (1, m i) = O, ternos para equação da assintota

y=mi x

Quando fôr f/n (1, m i ) = O, a assintota é uma recta do
infinito, mas paralela á recta

y=mi x
Finalmente, se se tem simultânea mente

fn-1=0 [/n=O

111 1 é uma raiz múltipla da equação em x'' e b poderá ser deter-
minado por

...!::.. fl/n (1, m i) + b f/0-1 (1, m j ) + fO-2 (1, m j ) = O
1.2 .

hnvcndo nêste caso duas raizes b1 b2 e portanto duas assintotas

y = m I x + b! Y = m i x + b2

)uundo ti curvu algébrica admite assintotas paralelas aos..... ,-
'I)COS ti cquuçu

r, (x, y) O

,dlllitc l'I!i1.CH 1111111/1 011 ill/inllllH, sendo HH l'dlil)Hl1l relativas às
'~1I1111011l1\p"l'td~I"1\ no lllxo dOIl y y,
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Tais assintotas determinam-se ordenando o primeiro membro
da equação da curva segundo as potências decrescentes da
variável y e achando as ordenadas infinitas dessa equação. Assim
se fôr

yP fi (x) + yP -1 f2 (x) + '., = O

teremos que fazer
1"i (x) = O

que determina um número de assintotas igual ao seu grau. Como
o número máximo de assintotas de uma curva de ordem n é
igual ao seu grau e como além disso se podem escolher arbitra-
riamente os eixos coordenados, concluiremos :

Uma curva algébrica de ordem n, que admite p assintot as
paralelas a uma dada direcção, só pode admitir n - p não
paralelas a essa direcção.

VIll - Pontos singulares nas curvas algébricas.

Procurámos a equação da tangente determinando as equa-
ções das rectas que encontram as curvas em dois pontos conse-
cutivos. Se investigarmos agora a existência das tangentes que
tcem de comum com a curva três pontos consecutivos teremos
IS tangentes estacionárias ou tangentes de injlexão, e os seus
pontos de contacto, os pontos de inflexão da curva.

A designação destas tangentes vêem do modo como Plücker
ns considerou na T'heorie der algebraischen Curuen (veja-se refe-
rência em Leçons SIt1' la geométrie, tradução francesa da obra
lc Alfred CI ebsch Vorlesungen über Geometrie, 1879,80-83
P!\g, 8 voI. 2,°).

Em geral a tangente roda de um modo contínuo em tôrno
do seu ponto de contacto quando êste percorre a curva. Porém
nos pontos considerados, há duas posições consecutivas, cujas
1lI1lgcIltcs coíncidem, de modo que tudo se passa como se a tan-
gente parasse um instante, e, como em seguida, há uma mudança
1\0 sentido da rotação, Plücker classificou-as de estacionárias ou
de inílcxão.

Conaidcrcrnos de novo os coordcnndus

x' I II x"
I I II

v.
7.

'
I k 7,"

t I k
s' I II y"

t I k
x .Y

dll 1'"11111 /VI 11/1 I'(~I\I/I /VI' /VI" (' ~ldH\IIIIIIIIIIII~ eillli'\ vlllol'CS 1\/1

'111'"11,110 11I1I1\t1f{l'lll!iI 11' (x, 'j'. Il () LhlIH'IIVuIHI\do, VCI\\ :
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F (x' y' z') + k (x" F'x' + li F'y' + z" Fiz' ) +
, 2

I li: (112 F" '''2 F" + 112FII L 2 " 1/ FII +- - X x/ x' T Y )'/ \', Z Z' Z' "T X Y s' )"1,2 ~ ,

+ 2 " 'I F" + 2 " "FII ) + - Ox z x' z' y Z )" z' • • • -

Para a recta ter dois pontos coincidentes em M' (x' y' z') a
equação anterior tem que admitir duas raizes nulas e portanto:

F (x' yl Zl) = O, x" F'x' + y" Fly' + z" Fiz' = O

onde pelo menos uma das derivadas é diferente de zero para
(x' y' z'). Para a recta encontrar a curva em mais um terceiro
ponto coincidente com os anteriores tem que ser simultânea-
mente

X F'x' + y F')" + Z Fiz' = O
x~ F"x' x' + y2 F"y' y' + Z2 FII" z' + 2 x Y F"x' y' +

+ 2 x z F"x' z' + 2 Y z F"y' z' = O
o que mostra que a cónica representada pela segunda equação
tem que degenerar em duas rectas, uma das quais seja a pri-
meira equação.

Para isso o descriminante da segunda equação deve anular-se
o que dá

H = Fllx' x'
F"y' x'

Fllz' x'

B-'''xl s'
F"y' y'
F"z' )"

F"x' z' I = OFII
y' z' I

F"zl z'
ou, o que é o mesmo, o ponto MI (x' y' z') tem que satisfazer a
uma equação

H=O

equação essa que representa uma curva da ordem 3 (n - 2) a
que se dá o nome de hessiana, Como além disso se tem simul-
iâneamente

F (x' y' z') = O
conclui-se o seguinte: ,

Os pontos de iufiexâo de uma CU1'va são os pontos de encontro
da curva com a sua hessiana, e portanto em número igual a

n (n 2).
Vcr O. Itess», Jourual de c-ai«; t. 28.
() 111'IIl1CI'() de pOl\lOH de inflcxão de uma curva é também

uprcscuuulo por /JI!/clrm', 110 mcãmo local, tomo 12.
(h pOlIlOI-! C/li <JIIU /I IICHHillllH é ttlllI-lCUII': /1 curva rrirnitiva,

",lo p011l1ll1 dt, ilillilllflll di' III'dl.l 11I 111IIW 1'10I' (J IlC/'ÍII fl\cll ele ver
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que os pontos onde a curva algébrica tivesse p pontos de comum
com a sua tangente, teria p - 2 com a sua hessiana, e tais pon-
tos são equivalentes a P - 2 pontos de inflexão simples.

Porém é fácil demonstrar que dos pontos de encontro duma
tangente com a curva não podem existir mais que três no ponto
de contacto, sem que entre .os coeficientes da equação da curva,
haja urna relação de dependência.

Com efeito, sendo o número de tangentes que se podem
conduzir a uma curva, uma simples infinidade, desde que se lhes
imponha uma condição êsse número será limitado. (Ver Cr amer ,
Introdution á L'onalyse des lignes courbes, Génêve 1750 pág. 403,
e Cayley Journal de Crelle t. 34).

Continuemos a imaginar o ponto de contacto a descrever a
curva; quando o ponto parar um instante, sem a sua tangente
deixar de rodar, e em seguida retroceder, continuando sempre a
tangente a rodar no mesmo sentido, diz-se que a curva tem um
ponto de reversão e a tangente em tal ponto é a tangente de
reversão. A determinação destas tangentes faz-se dualmente com
a equação tangencial

F (u, v, w) = O
As coordenadas u, v, w da tangente satisfazem simultânea-

mente à equação da curva, e à equação

I
Fllu u

FII

l
u v

F", w

FII
v u

FII
v v

F", w

FIIW u = O
Fllw v

Fllw w

Então OnÚme1"O das tangentes de reoersão de uma curva de
lasse k é 3 k (k - 2).

IX - Pontos múltiplos e tangentes múltiplas.

Chama-se ponto múltiplo de ordem p duma curva de ordem
11, u um ponto tal que tôda a recta que o atravesse não encontra
/I curva em mais de n - p, outros pontos.

No caso ele p 2 o ponto é duplo, também chamado nodo ;
1\011 nodos, li curva algébrica, admite duas tangentes, cada uma
dus quuis encontra ti curva em três pontos: dois pontos estão
siruudos num mesmo ramo da curva e o terceiro ponto deve ser
eucarndo C01110 () ponto de CI'IIZ11J'l'H;l1tO do tangente com
lI(l~\\lId() 1"111111/du CllI'VII.

SUpOlllllllllO,'1 lplC 1111111 1'01110 M du curva IIt: C1'1I7.U111 dois
1'lIliUIH 11 " 11/ c' IJlle 11111 tC'l'l'l'irll 1'1111111Sll cortu O~ dOjH nurcriorc«
,'11\ P"IIIII'\ A c' 11. 11'111;111111111Ic:IIII"I' ,\11 Plll'/I M. NII lhuitc 11 CIII'VII
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s"

,5'

s

figo 2
udmite em M um ponto triplo que será equivalente aos três
pontos duplos 1\1, A e B.

Do mesmo modo, suponhamos que além dos dois ramos s e
s' outros dois s" e s'" se cruzavam num ponto N.; quando N ten-

05'

e

figo 5

dl'IIHC para M, evidentemente que no limite a curva admitiria em
M um ponto múltiplo de ordem 40 equivalente a seis pontos
IIllploH. Gcncrllli~H\ndo: um ponto múltiplo de ordem p, equivale
11 1111\ IILIlí1CI'O de pontos duplos igual a

p (r 1)
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Para uma curva de ordem n admitir o ponto M' (x', y', z')
como ponto duplo seria necessário ter

F (x', y', z') = O X F'x' + y F'y' + z F'z' = O
o que facilmente se veria, transportando a origem dos eixos para
M' e obrigando a equação da curva a admitir duas raizes nulas.

Ter-se-há, portanto, para a curva admitir, pelo menos, um
ponto duplo o sistema:

F'x=O F'y=O F'z=O
formado por três equações de grau (n - 1).

Clebsch em Vorlesungen über Geometrie, afirma não exisnr
regra para determinar a resultante dêste sistema, porém Salmon
nas suas Introductory lessons, third edition, art. 91 atribui a
Sylvester um método para formar a resultante dum sistema de
três equações do mesmo grau.

Podemos contudo aplicar o seguinte teorema que Clebsch
demonstra na pág. 13 da sua geometria. .

A resultante de três equações, respectivamente de graus m, n
: p relativamente a três variáveis homogéneas, é de g,'au n p,
com respeito aos coeficientes da equação de g7"aU m, de g1"aU m p
relativamente aos da equação de grau n, e m n relativamente
aos da de grau p.

Demonstra-se êste teorema, muito facilmente, supondo cal-
culados os valores das n X p soluções das duas últimas equações.
Esses valores são unicamente funcões dos coeficientes das duas
últimas equações. '

A resultante acha-se agora multiplicando as n. p expressões
I.lue se obtêm da primeira equação, por subsrituíção das solu-
ções calculadas, e vê-se assim que a resultante é bem do grau
n p em relação aos coeficientes da primeira equação. Mas o
dcterrninante pode obter-se simetricamente a partir das restantes
equações, ficando assim demonstrado o teorema.

A aplicação dêste teorema ao caso concreto que estarnos
tratando, conduz-nos ao seguinte enunciado:

eliminaute que igualado a F'-O, é a resultante que dá a
.ondição de existência de um ponto duplo, na cUI"1Jac01Tespon-
dente de ordem n, é do grau 3 (o - 1)2

Dcterminúmos assim ti condição de existência de um ponto
duplo. () problema que N seguir se nos apresenta é o da deter-
IIlirlllçfio do número mnximo de pontos duplos de lIIlHI CLll"VII
nl/-lóhl'icH de ordem 11.

/\ dl'\('l'Illillnçflt, dl'r!l(' 111'11111'/'0loi fdltl pOI' CruflIc/' plll'/I /I,
(lilll PI'ÍlIIt'iI'IIM(Jl'dC/IM, c vl·riflwll 141' qllc C/'II dlld(l po/'
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1"2 (n -- 1) (n - 2)

sem contudo se descobrir um método analítico de determinar
curvas algébricas com o máximo de pontos duplos, nem mesmo
uma construção geométrica dessas curvas. (Vêr Salmon - A
Treatise on the higher plane curves pag. 31).

Deve-se à análise moderna a demonstração dêste teorema,
que se encontra relacionado com os trabalhos de Riemann sôbre
funções elípticas e abelianas.

Essa demonstração é repetida e utilisada por Clebsh nas
suas memórias do Journal de Crelle t. LXIV ·pág. 210 t. LXXIll
pag. 189, e ainda em Comptes Rendus des Séances de l'Académie
des Sciences, t. LX pág. 68.

Chasles deduz de um estudo feito sôbre superfícies regradas,
lima demonstração simplecíssima dêste teorema, Comptes Rendus,
t. LXII pág. 579. .

Apesar de ser necessário demonstrar previamente duas pro-
posições relativas às superfícies regradas seguiremos essa via,
principalmente pela grande clareza e simplicidade de que é
dotada.

Demonstremos então, como faz Chasles, o seguinte:
Dadas duas curvas, tonas ou planas, do espaço, que desi-

naremos p07' Un e Un, , de ordens n e n', cujos pontos A e A' se
ieterminam individualmente, e se correspondem anharmànica-
mente, as rectas A A', que unem éstes pontos, dois a dois, formam
lima superficie de ordem (n + n').

E necessário, para demonstrar o teorema, verificar que
(11 1- n') rectas, gera trizes da superticie , se apoiam numa
recta qualquer 'O, do espaço. Um plano r. X, pertencente à recta
I' corta a curva Un em n pontos, A, aos quais correspondem
NObre Un, , n pontos A'. Chamemos r. A' os n planos definidos
por 7" e pelos n A'. Então a um plano r. X correspondem n
planos 7". A'. Um dos planos r. A' corta a curva U n', em n' pontos
/\/, Il que correspondem em U n s n' pontos X. Por estes pontos
X pllssam n' planos 7'. X que correspondern a cada plano 1'. A',

Das relações entre os planos 1'. X e os planos correspon-
dentes ". A', conclue-se que existem (n + n') planos r, X que
l"o'(l1cidel11, plano a plano, com os correspondentes r, A'.

Mas cada um dêstes planos contém um par de pontos cor-
I'cspontlentcs A A', das duas curvas, e por conseqüência, a recta
qlll' Oi'\ I1l1e. Eruão (n 1- n') geratrizes da superfície se apoiam em
.', r /I supcrflcie é do ordem (11 I n'), como queríamos provar.

EvidClllcnH:lltl', C'Ol'IIIIldo u H~rpcd'ícic por um plnno, obtem-se
1111101('III'VII ('lljcII-IpOlllll~ '4l' d(;\(~J'IIlIIIIlJlI individualmente, pois que
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êles correspondem às geratrizes da superfície, e estas, aos pontos
duma das duas curvas, que por hipótese se determinam indivi-
dualmente. '

Sabe-se que numa superfície regra da de ordem n, cada
geratriz encontra (n - 2) outras gera trizes. Com efeito, suponha-
mos um plano passando pela gera triz considerada, a. Esse plano
corta a superfície segundo uma curva de ordem (n - 1) que é
lagar dos pontos em que o plano corta as outras geratrizes. Um
dêstcs pontos A' pertence a uma gera triz ai infinitamente próxima
de a.

Façamos com que o plano seja tangente em a.
No limite o ponto A' vai caír em a, e será o ponto de con-

tacto: Então a gera triz a cortará as outras (n - 2) geratrizes,
somente.

Haverá assim em cada geratriz (n - 2) pontos em que ela
corta as restantes. O conjunto dêstes sistemas de (n - 2) pontos,
forma uma curva torsa que recebe o nome de curva nodal da
superfície.

Posto isto demonstremos a segunda proposição de Chasles.
A curva nod al duma supe1lície, de ordem n, é da ordem

(n - 1) (n - 2)
2

Vamos supor o teorema demonstrado para uma curva de
ordem n - 1, e vamos demonstrá-lo para uma de ordem n.

Uma secção plana da superfície de ordem (n - 1), tem
(n - 2) (o - 3)

------ pontos duplos porque é essa a ordem da curva
2

nada I da superfície, Com efeito um plano corta a curva nodal da

i" ' (n - 2) (n - 3) - I Asupor lCIC em 2 pontos e a secçao p ana tem nesses

pontos os seus pontos duplos, visto que nêsses pontos passam
duas geratrizes da superfície.

Ora os pontos desta secção plana determinam-se individual-
mente, como será demonstrado posteriormente, Capítulo lII.

Imaginemos no espaço uma recta " e a secção plana que
designaremos por 2: e que é evidentemente uma curva da ordem
(il - 1). Sôbrc a recta e sôbre a curva, podemos sempre tomar,
dois sistcmua de pontos A B C. '. e A' B' C' ... que se corr-es-
pendem anhnrmõnicamcntc.

P<.:lo tcorcmu nnrcrior os recrus Ã. f\J, h H', C (:í, .. serão
lIel'/('l'i~<':1l ele 1111111Htlpcl'l'!cje d<.: ordem li.

()I'II, exisre 1I11lfl I\Crllll'iíl no pluuo dn CIIrV/I ): ; ê Il rcctu
1)111' \11\0 i) pWlt(1 (!li 1 q\l\' n )llll))() COI'III I', com o ponto eOI'!'"
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pondente de 2:. Esta recta encontra n - 2, geratrizes em (n - 2)
pontos que pertencem à curva nodal da superfície. Além disso a
curva 2: tem ~ (n - 2) (n - 3) pontos duplos que também perten-

rem à curva noda!.
Esta curva possue portanto, ao todo

(n - 2) (n - 3) + n _ 2 = (o -1) (n - 2)
2 2

Ilontos situados no plano de 2: sendo, portanto, esta a sua ordem.
Para n = 3 temos uma superfície de 3." ordem cuja curva

nodal se sabe ser uma recta, e com efeito (3 - 1) (3 - 2) = 1
2

Então a curva nodal duma superfície de 4.a ordem é da ordem
(11,--1) (4-2) "

--2--- = 3,e\por conseqüência a ordem da curva nada I

duma superfície de 5.a ordem, é

(5 - 1) (5 - 2) =2.3 =6

Só agora se encontra completa a indução do raciocínio e pode-
mos concluir que a curva nodal da superfície de ordem n, é da
()rdem (~n~._1-,)_(,-1l_- 2).

2
Finalmente, como conclusão dêste último teorema:

1l/ma curva pia lia de ordem n tem "2 (n - 1) (n - 2) pontos duplos.
Qualquer curva de ordem n, se pode obter por uma secção

pluna, duma superfície de ordem n.
Mas o plano corta a curva nada Ida superfície também em

(li "I) (n - 2) A---- pontos por ser essa a sua ordem, e esses pontos
2

t:l'110 todos os pontos duplos da curva de ordem n, considerada.
\':llcontra,se assim perfeitamente demonstrado êste importante
\t'orCI1HI.

Uma 1a1lgel1le dupla duma curva é uma recta tal que por
111\1 qualquer dos seus pontos se não podem conduzir mais que
(I( 2) outras tangentes, se fôr k a classe da curva.

_VV
1\ n

rlf.!.4"
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Será assim para tôda a recta que, corno a da figura, é tan-
gente à curva em dois pontos A e B. Quando os dois pontos A
e B são reais e distintos temos uma tangente dupla prõpriamente
dita; se os dois pontos são imaginários temos uma tangente iso-
lada; finalmente, se há um único contacto, a tangente tem três
pontos de comum com a curva e ela torna-se uma tangente de
inflexão,

. São precisamente, os casos duais, do ponto uodal prõpria-
mente dito, quando no ponto da curva há duas tangentes reais e
distintas; do ponto isolado quando as duas tangentes são imagi-
nárias e do ponto de reuersâo quando as duas tangentes coín-
cidern ,

- Para terminar diremos que, um estudo dual feito com a
equação tangencial da curva nos conduziria a resultados corres-
pondendo-se dualisticamente com os tirados para os pontos múl-
tiplos.

Do mesmo modo concluiremos como resumo, que deve
fazer-se sobresair :

O número máximo de tangentes duplas duma curva de classe
k é dado p07'

1,2 (k - 1) (k - 2).

x - Comportamento das polares e hessiana nos pontos duplos.

Neste parágrafo demonstrar-se-hão algumas proposições pre-
paratórias para o estabelecimento das fórmulas de Plücker de que
tratará o parágrafo seguinte.

Consideremos a equação de uma curva relativamente a um
sistema de eixos coordenados com origem num ponto múltiplo
de ordem P: Essa equação será:

F (x,y ,z)= fp (x ,y) zn-p + fp+ 1(x , y) z n-p-l + ' '. + fn (X, y)=O

Com efeito, fazendo z = 1, e resolvendo o sistema formado
pela equação da curva e a de uma recta passando pela origem, a
equação resultante da substituição na equação da curva de y por
m x, admite p raizes nulas e (n-p), restantes não nulas.

Vimos no parágrafo V que as polares dum ponto da CL1!'VII
possam todas por êsse ponto e são além disso tangentes à CLH'vn,
Além disto, os valores das derivadas de F, para a origem, anu-
lurn-sc IIré à ordem p - - 1, de maneira que 1.1 polar de ordem n p
reduz-se 11um si~teJ1111 de p rectas dadas pclu cquaçã

(I'(x,y) ()

I' ,,[lo ('Xil\lt'1I1 IIll pOIIll'!:ll dt· 01'11('111 III/lili ('II·Vlldll.
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Vê-se que a origem é também um ponto múltiplo de ordem
p em cada polar e que as suas tangentes são, como para a curva,
dudas pela' equação

fp (x , y) = O

Consideremos agora um ponto M' (x' y' z') qualquer. A pri-
meira polar dêsse ponto, em relação à curva F (x, y, z) = O
será

x' F', + y' F')' + z' Fiz = O

A derivada Fiz contém no seu primeiro termo fp (x, y) e as
outras derivadas teem potências de x e y, apenas, com expoente
diminuido de urna unidade e então, na primeira polar, os menores
graus de x e de y, serão p - 1, Podemos concluir que:

Um ponto múltiplo de ordem p, da curva, é um ponto múl-
tiplo da ordem p - 1, sôbre a primeira pol ar de qualquer ponto.

Para a polar de ordem n - r, o menor grau de x e y é
P _ r, e portanto o ponto múltiplo é da ordem p - r, para essa
polar.

Se considerarmos o caso de a curva admitir um ponto duplo,
tomando êsse ponto para origem dos eixos, a equação da curva
toma a forma:

F (x, y, z) = x Y ZI1-2 + f5 ZI1-3 + .,. + f" = O

Na equação da primeira polar de M'

x' F', + y' F')' + Z' F'z=O

(lS termos de grau menor em x e y são x y' + y x' e a equação
du tangente na origem será:

x y' + y x' =0

que é conjugada com a recta x y' - y x' = O que liga a origem
WIl') o pelo M', relativamente às tangentes x = O e y = O. A
IUHUO <lnharmónica destas quatro rectas é igual a -1.

Se a origem Iôr um ponto de reversão, teremos

I,'(x,y,z) x2zn 2/-1'5ztl 8+.,.+f,,=0

"111 q II(~ li rccm x r:= () é /I tlll1f:lcnte de reversão. E como na polar
I) H'I'IIIO di' rllCrlOl' 1-\1'1111 é x x' couclui-se que 11 t angeu!« de rever-
do, (I II"I~I'I/II' '//'/'/1/11'''''11 pO/t11', 110 ponto di' "I'I'I'I'são,
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Também se conclui imediatamente que:

Nos pontos de reversão, a primeira polar e a cU/"vâ, tocam-se
em três pontos.

Consideremos agora a equação da hessiana

H = F", X F'', x F", x I = O
FI/x Y Flly Y Fllz Y

FII F~II FII I
xz )'z zz

A forma dêste determinante conduz a várias definicões desta
curva. Com efeito consideremos a equação da polar dé segunda
ordem dum ponto M' relativamente à curva algébrica de equação
F (x, y, z) = O. Será

2 F'II + 2 FII + 2 FII + 2 F" ..LX x' s' Y )")" - Z Z' z! X Y x' y' j

+ 2 x Z FI/x, z' + 2 Y Z FI/y' z' = O

Então poderemos definir a hessiana como o logar geomé-
trico dos pontos cujas polares cánicas, degeneram em duas rectas.

Quando pretendemos exprimir que a primeira polar de M'
tem um ponto duplo, teremos de satisfazer simultâneamente às
condições:

x' F", x + y' FI/x Y + z' FI/x z = O
x' FI/y x + y' Flly Y + z' F'', z = O
x' FI/z x + y' FI/z y + z' F"z z = O

e então a hessiana é o Ioga r' geométrico dos pontos duplos da
primeira polar de qualquer ponto.

Consideremos agora a equação duma curva

I" (x, y, z) = x y zn-2 + (C1.x5 + :)c2 x2 Y +
+ 3 c5 X y2 + c4 y5) Z"- U + f4 (x , y) zn -4 + " . = O

tendo um ponto duplo na origem dos eixos e cujas tangentes
nêsse ponto coincidem com os eixos.

Ver-se-há que SCm alterar as conclusões a tirar, podemos
despresar os termos de ordem superior à primeira, em x e y,
.xccpto o termo em yíl, Teremos a equação duma curva

(1) x y z" ~ -I- C'I y~ z" 11

<I'IC SC obteve lillhH'illl'(lldo 1111 origem, o clcrucuto de um t'é1J110
pcl'l IIlII/\<.:1l11.: y (), c () CICJl1CIlIO de OUlrO pelo du purübolu

x -l- r.1 VU ()
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Conservámos o termo em y5 para que a recta x = O encontre
11 curva sempre em três pontos comcidentes, o que conserva a
.uracterlstica de ponto duplo, à origem,

Evidentemente que poderiamos ter feito antes

(2) x y zn-2 + C1.x3 ZIl-3 -= O

Quer na equação (1), quer em (2), o factor y ou x figura
pura mostrar que existem dois ramos distintos da curva passando
pela origem.

O hessiano da curva (1) tem por valor um determinante cujas
.luas primeiras colunas são

() zn-2

z" ~ 6 c4y ZI1-3

(n - 2) x ZI1-3 -+ 3 (n -- 3) c4 y2 ZI1-4(1l-2)yzll-3

e a terceira
(n - 2) Y zn-3
(n - 2) x ZI1-3 + 3 (n -,-3) c{ y2 ZIl-4

(n - 2) (n - 3) x Y zl1-4 + (n - 3) (n - 4) c4 y5 zn-5

(' desenvolvendo, obtê em-se

x y Z 811- 8 [2 (n - 2P -- (n - 2) (n - 3)] -+

1- c,~y3 Z311-9 [6 (n -3)(n -2) - (n - 3)(n -4) - 6 (11 -2)2J

" reduzindo chegamos ao seguinte resultado, para equação da
h"Hliiuna

(n - 2) x Y Z311- 8 - n c4 y3 Z311- 9 = O

I':stu equação contem, no primeiro termo, o factor xy e é
Ilkil de ver que o mesmo sucedia se não se desprezassem os ter-
IlltH~. lhqui se conclue que: a hessiana possue também um ponto
dll\1I0 11(\ origem e com as mesmas tangentes, que a curva, Um
dll~ l'I\I1H>S toca O eixo y = O e o outro é dirigido segundo o ele-
Itll'lHO dtl purübola

(11 2) x n c,~y2 -= O

l'lljll ('I II'VIlII 11'11é OpUHtl111 dn pnr ábol a

X + "'I i
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Como se chegaria a uma conclusão semelhante com a curva
(2) vemos que a curva e a hessiana no ponto duplo são, como
indica a figura. Então poderemos resumir:

H
H

figo 5

o número de pontos de intersecção que, em geral se podem
considerar reunidos num ponto duplo, pertencendo simultânea-
mente a F = O e a H = O é pois, igual a seis.

Consideremos agora um ponto de reversão na origem:
a equação da curva será:

F (x , y, z) = x2 x"- 2 + (c{ x3 + 3 c2 x2 Y +
+ 3 c3 X y2 + c4 y3) zn - 3 + ... = O

c para pontos da curva infinitamente próximos da origem teremos
semelhanternente ao que foi feito :

(3) x2 Z11-2 + c4 y3 zn-3 = O

(4) y2 Z11 2 + ct x3 Z11-3=0

J\ hcssiana da curva (3), feitos os cálculos necessários é

x2 y _I I~- 3 4
2 (o ,. 2j Cl Y = O

! como () primeiro lermo é do terceiro grau a hcssiuna possui lllll
pOlllO triplo na origc111: um ramo roeu li recta y C-.I O; os dois
01111'01\ HÍlO dlidos pclll cqUHcíío :

11
)(u I 'I (11 11) \'1 y~ ()(1'1)
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I que são da mesma forma que a curva (3) apresentando também
\111\ponto de reversão na origem, com a mesma tangente que a
curva. Com o mesmo valor de y a equação (5) dá valores de x

F

HH

fig.6

1IIIIis pequenos que (3). A curva tem no ponto de reversão os
l'IIII\OSmais afastados que os da hessiana como se vê na figura
)1111111. '.

Resumindo :
ito das intersecções, duma curva com ponto de reuersâo, e

.,., sua hessiana estão reunidos no ponto de reversão,

Com estas conclusões importantes a que chegámos nêste
11I11'/IW'ufovamos estabele ..•cer as fórmulas de Plücker.

,,\I - Fórmulas de Plücker.

Se supozermos que numa curva de ordem n, ou da classe k,
I '1\lpõe a máxima generalidade, isto é, a equação de tal curva

IIno II\IpÕe relação alguma entre os seus coeficientes, as singula-
Ildlldt·s que essa curva apresentar são chamadas singularidades
11/ -ih nárias, .

AH fórmulas de Plücker, são quatro equações, entre as sin-
IIldlll'ldndcs ordinárias duma curva algébrica.

V ejurnos como se estabelecem estas fórmulas.
I)CI·ligIHlndo, como temos feito até aqui, por n , a ordem da

I111 VII, (! por k, O sun classe, vimos no parágrafo IV que se tinha

k 11(11- I)

()I1II'Vtllm (I~\(. 1111111<':1'0d('!lCI'lIIÍIl/lll(lo IIH HolllÇ()CHdo sistema
1í.1\ 1111111111\('111 I'qllll~nll dll ~'III'VII I' Iwln ('II'II\~'lín dll primuiru polur.
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Se a curva admitir pontos duplos e pontos de reversão viu-se no
parágrafo anterior que o número de soluções dêste sistema que
estamos considerando baixa de duas unidades por cada ponto
duplo e baixa de três por cada ponto de reversão. Então temos
a primeira fórmula de Plücker

(1) k = n (n - 1) -- 2 d - 3 r

onde r:.epresemámos por d e r o número de pontos duplos e de
reversao.

As singularidades de ordem superior implicam relações entre
os coeficientes da equação da curva e portanto não são singula-
ridades ordinárias; foi já demonstrada a equivalência entre as
singularidades de ordem superior e as singularidades ordinárias.

Assim, por um ponto múltiplo de ordem p devem contar-se

p (p2 1) pontos duplos, etc, Em todo o caso é manifesta a influên-

cia dessas singularidades superiores nos sistemas considerados.
Os pontos de inflexão de uma curva são também dados pelo

sistema de duas equações; a hessiana e a yurva. Como foi visto
no parágrafo VIII, representando por w o número de pontos de
inflexão temos

w = 3 n (n - 2)

Porém no parágrafo anterior viu-se que um ponto duplo abate
o número de pontos de inflexão em seis unidades, e também o
ponto de reversão em oito.

A segunda fórmula de Plücker é então:

(2) w = 3 (n - 2) n - 6 d - 8 r

Demonstradas estas duas primeiras expressões a dualidade
permite estabelecer as restantes, que aliás se poderiam estabele-
cer fazendo o estudo com as coordenadas tangenciais. Designando
então por t o número de tangentes duplas ou tangentes de infle-
xão temos

(3) n = k (k --1) -- 2 t - 3 w
(4) r = 3 (k - 2) k - 6 t - 8 w

As fórmulas (1), (2), (3) c (4) relacionam as singularidades
ordinürias.

n k, d t, r W

Se eliminarmos d <:1111"<: (1) c (2) e l entre (3) c (01,) virá

,,) :"'l (I( 11) W r

J<:1I11itl1111 Ijlllllro fl'H'lIlldll'l dI: I'lückcr l'l.°pl'C'\Clllll1l1 trell relu-
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;()es distintas entre as seis singularidades ordinárias visto que
.ludos os valores de três delas as fórmulas

(1), (2), (3), (4) e (5)
dITo as três restantes.

Exprimindo t em função de d, r e m encontrar-se-hia :

12" n (n - 2) (n2 - 9) - (n2 - n - 6) (2 d -+ 3 r) -+
+ 2 d (d - 1) -+ 6 d r -+ ~ r (r -1)

Podemos concluir o teorema:
O número máximo de tangentes duplas duma curva de or-dem

li, d, 120 caso da curva não ter pontos duplos,
1

t =2-n (n - 2) (n2 - 9)

Os restantes termos da fórmula são as reduções conseqüen-
Il'S da existência dos pontos duplos. Igualmente se conclue que:

O número de pontos duplos de uma curua de classe k que
IIff~ possue tangentes duplasnem pontos de inflexâo, é

1
d = 2" k (k -- 2) (k2 - 9)

Estes números foram deduzidos por Iacobi - J. de Crelle,
I. /1,0, pág. 37, e por Clebsh, mesmo local, t. 63: vêr também

Salmon Higher plane curves, capo IX.

:\ 1I - Género de uma curva algébrica.

As fórmulas de Plücker , permitem verificar a seguinte inva-
r iüucia :

(n - 1) (o - 2) _ d _ r = (k - 1) (k - 2) _ t _ w
2 2

llusta, para isso, substituir no segundo membro, t pelo. seu
\lIlof' tirado da terceira fórmula de Plücker e eliminar em seguida
1\ lO W por intermédio das duas primeiras.

Vê-se, assim, que o número

g
(n 1) (n - )-d-r

1111111' (1III/1idNIII' Sl' I'lIllHl 1111111 IIDVO sillf{lIluI'idlldc ordinariu que
l" lllJ'l'toMllIllldc dIlI\IlHlIllllIll~Jltl.°.
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A esta nova singularidade deu-se o nome de généro da cm-va
algébrica. .

A noção de género foi introduzida na geometria por Riernann,
no seu belo trabalho Theorie der Abelschen Funtionen (tomo 54
do Journal de Crelle).

Mas essa noção foi principalmente aplicada e desenvolvida,
no que diz respeito às curvas, pelo grande geómetra Alfred
Clebsh.

Com esta nova singularidade as fórmulas de Plücker tomam
novo aspecto fácil de deduzir e apresentado pela primeira vez
por Cayley, no tomo XI, pág. 185, do Quarterly Journal,

Este novo aspecto é apresentado por Clebsh nas Leçons SUl'

la Geométrie (edição francesa, 1880, pag. 65, 2.° vol.) e aconse-
lhado como sendo o mais fácil de reter na memória.

2g-2=k+r-2n
=n+w'-2k
= n (n - 3) - 2 ',d + r)
= k (k - 3) -- 2 (t + w)

Apresenta também Clebsh a observação, de que estas fórmulas
dizem respeito tanto às singularidades reais como às imaginárias.

Poderiam, contudo, deduzir-se fórmulas dizendo respeito uni-
camente às singularidades reais como o demonstra o geómetra ale-
mão Klein no tomo X dos Mathem, Annalen, e Perrin no Bulletin
de la Société mathématique de France, tomo VI, pag. 84.

CAPÍTULO I I

Teoremas gerais sôbre curvas algébricas.

Feixes e rêdes de curvas.

1-Teoremas.

No parágrafo I do capítulo anterior viu-se que uma curva
algébrica de ordem n, seria determinada por

n (n + 3)p= 2

condições, como por exemplo a passagem por um número igual
de pontes de plano. .

Há muitos casos, porém, em que p pontos dados ao acaso
não bastam para determinar a curva.

Um caso que lembra imediatamente é o caso da curva de
segunda ordem. Na teoria destas curvas viu-se que cinco pontos
determinavam a curva se não estivessem três ou mais sôbre a
mesma recta.

Se tal sucedesse não só a cónica degenerava, como até dos
três pontos sôbre a recta, dois únicos valiam para efeitos de
determinação da curva. Evidentemente a cónica degenera por
existirem numa recta um número de pontos mais elevado que a
ordem da curva, o que, repetimos, obriga a recta. a pertencer à
curva.

Podem então existir diversas curvas da ordem n definidas,
IIIIIS mal, evidentemente, por p pontos.

Para a curva ficar perfeitamente definida será necessário que
011 pontos sejam distintos.

Uma curva de ordem 11 é encontrada por outra curva de
urdem 111, em rn. n pontos reais ou imaginários que são as solu-
I;()(:I'I do sistema formado pelas duas curvas. Se entre os p pontos
!lHe definem urnn curvu de ordem 11, estão m. n + 1 pertencentes
" linho de ordem 11, o IO~lIr geométrico compõe-se desta linha e
de. 01111'/1 dn ordem il m,

COIlHl exemplo t('11101I, que um Hi1llC1111l de nove pontos deter-
ruuuun umn cúhlcn ; 11111/\Me sete tlGIIIH,lll pOl\lOfI pertencem n IlJnU



36

cornca, a cúbica reduz-se à cónica e a uma recta que passa pelos
dois restantes pontos.

Enunciemos agora alguns teorernas gerais:
Teorema I - Todas as curvas de ordem n que passam por

(n -1) (n - 2)
P _ 1 pontos do plano, passam pOI' . pontos fixos.. 2

Com efeito sejam C1 = O e C2 = O as equações de duas
quaisquer linhas de ordem n, passando, por (p - 1) pontos.

O sistema
~ C1 == O
IC2=0

define n2 pontos pertencentes simultâneamente às duas curvas.
Então a equação

C1 + k C2 =0
representa evidentemente uma curva que passa por n2 pontos ao
número dos quais pertencem os (p - 1) considerados. Como os
n2 pontos pertencem também a cada uma das curvas, estas além
dos p - 1, passam ainda por

n2 - p + 1
ou substitüindo o valor de p, temos que cada curva passa ainda por

n2 _ 11 (n + 3) --I- 1= (n - 1) (n - 2)
2' 2

pontos fixos do plano.
Então as cúbicas que passam por oito pontos passam ainda

por um nono ponto, e do mesmo modo as quárticas que passam
por 13 pontos dados passam ainda por mais três pontos fixos.

Vê-se que, há quárticas passando por p = 14 pontos, sem
ficarem bem determinadas.

TeoremaII - Se, dos n2 pontos de encontro de duas curvas
de ordem n, m. n pertencerem a uma curva de ordem m , os res-
tautes n2 - m. n, pertencem a lima Clt1"Vada ordem n - m.

No sistema das duas equações de grau n, C1 = O e C2 = O,
podemos substituir qualquer destas equações por

C1 -I-]c Cg= O
que representa urnu curva da mesma ordem, e que pussa por
\()do~ UM pOl1tos de encontro de C1 e Cl'

)1-11 Sl: existirem 11()~ lI!.! poruns, m. il pCI'lCIICel1lCS n 111111\ curva
de !ll'dell! III IllIVl'l'l1 eviclcutcmvutc um valor de I( plll'll o quu]
(:, I li (:'J () til'jll 111\\ jll'ndlllo IIi' dllllli /\IIIÇI'kH, umn de fll'Hll 1)\

II 01111'11dI) 1)1'111111, c pOI'llllIlo
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M. N=O

e se m. n pontos pertencem à curva M = O os 11 (n - m) restan-
tes encontram-se na curva de equação N = O de ordem (n - m).

c. q. d.

Dêste teorema deduzem-se vários corolários.

Corolario I - Dados dois sistemas de n rectas, se m. n pontos
de encontro dessas rectas, pertencem a uma curua de ordem n, os
"estantes n (n - m) pontos de encontro estão numa curva de ordem
(n - m).

Corolário II - Se em dois sistemas de n rectas, estiverem 2 n
pontos de encontro sôbre uma cónica os restantes pontos estarão
sôbre uma curva da ordem 11 - 2.

Corolario I I I - Num poligono de 211 lados, inscrito numa
cônica, os pontos de encontro dos lados de ordem impar com os
lados não adjacentes de ordem par, encontram-se todos sôbre uma
linha de ordem 11 - 2.

Quando n = 3 encontra-se o conhecido teorema de Pascal
para um hexágono inscrito numa cónica.

Corolário IV - Se tirarmos tangentes a lima curva de ordem
11 pelos n pontos de uma secante dessa curva, os n (n - 2) pontos
de encontro das tangentes e da curva, pertencem a uma mesma
turva de ordem (n - 2).

Basta considerar a secante como uma cónica degenerada em
duas rectas COIncidentes.

TeoremaII I-Sendo dadas três curvas de ordem n,Cl.,
C) e C3 se se considerarem duas outras curvas da mesma ordem
C~e C', lima passando pelos pontos de intersecção de C1 e C2, a
outra pelos de C1 e C3, os n2 pontos de intersecção das CU7"VaSC

" bem como os n2 pontos de intersecção de C2 e C3 pertencem
ti uma curva de ordem n.

Sejam então

C1 = O C2 = O C3 = O

li' equações d as curvas consideradas. As equações C=O e C' =0
dITo pneu valores convenientes de k e k'

C1 I k ~2 ,I +];.' C:,\=OO

l' auhrruindn-u« vem :
1< (:u 1(' C, ()
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Esta equação representa uma curva de ordem n que passa
pelos pontos de C = 9 e C' = o, e de C2 = O e C5 = O.

c. q. d.

Teorema I V - Entre os m. n pontos de encontro de duas
linhas de ordens m e n, um certo número de pontos se encontram
determinados pelos outros.

Sejam
M=O N=O

as equações das curvas de ordem m e n.
Entre os m. n pontos comuns, são necessários

m (m +- 3)

2

para definir M = O, e no caso de ser m> n, tomando

o (o +- 3)

2
pontos, a curva N = O fica completamente definida, e igualmente
os restantes pontos de encontro com M = O.

Ora êstes são em número

(1)
m n _ n (ó +- 3)

2

No caso m < n pode substituir-se N = O por uma das curvas
de equação

N + P. 1\1=0

Onde P representa um polimónio de grau (n - m) visto que
ela encontra M = O nos mesmos pontos que N=0 qualquer que
seja P, Os coeficientes de P são arbitrários e em número de

(n -- m +- 1) (n - m + 2)
2

Ora, sem mudar os pontos de encontro de M = O e N = O,
podemos determinar os coeficientes de P de modo que desapare-
çam na equação

N + P. M=O

um número igual de coeficientes.
Essa curva especial ficará determinada então por

n(n-13) (n-m-Il)(n -111 1-2) (111-1)(1))-2),- - • = 1)'1. 11-
(~ I)
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plllltoS, dos quais devemos subtrair os pontos comuns de M = O
" N = O:; temos assim determinados pelos outros

(m - 1) (m - 2)
2

pontos,
Quando a curva N = O passa por um ponto duplo de M= O

te ponto duplo é contado por dois nos m. n pontos comuns das
.luns curvas.

Então cada ponto duplo diminue o número (2) de uma uni-
.lndc. Se N = O passa por d pontos duplos de M = O, temos:

(2)

(m-l)(m-2)_d
2

n>m

II - Feixes de curvas.

Sejam Cl = O e C2 = O duas curvas algébricas de ordem n.
A equação

Cl + k C2= O

undc k é um parârnetro arbitrário, representa um conjunto de
linhus tôdas de ordem n e que passam pelos n2 pontos de inter-
ccção das curvas Cl e C2,

Como o parâmetro arbitrário figura no primeiro grau o sis-
I,'ma de curvas representado por aquela equação designa-se por
'oixe linear.

Cada uma das curvas satisfaz a

n (n + 3)_1
2

IOlldições e portanto ficará perfeitamente definida com mais uma
l ondição. Com efeito submetendo, por exemplo, a curva a passar
por um ponto determina-se univocamente k, e a curva, Então

POI' cada ponto do plano, passa em geral uma curva do
eixe, e só lima,

Se procurarmos as curvas do feixe que admítem um ponto
til/pio, teremos que determinar k de modo que se anule o descri-
uiinuntc da equação do feixe: como êsse descriminante é de grau
., (11•• '1y.l rclativ~lmente ti k, podemos concluir que existem, em

oral; 111I111 feixe de curvas de ordem li, 3 (11 - 1)2 curvas de
11111110 duplo,

Elitc 1)III11CI'Qpode, contudo sofrer redução, nos casos de as
llll'Vlltl C~ c CI/ HC/'C/II 1111li-\ClltC~,ou q\IC no feixe se encontre
111111\CIII'VIi l'WII \111\ p01l1O de I'CVC/'HÓO,011 uiurlu quundo 1I~ curvas
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te em um ponto duplo comum. (Vêr Cremona - Einleitung in
die Theorie ebener Curven).

Com um feixe de cónicas existem três pares de rectas que'
se encaram como cónicas com ponto duplo.

Designemos agora por P1 = O e P2 = O as primeiras polares
de um ponto (x' y' Z/) em relação às curvas Gl = O e C2 = O.

A equação da primeira polar do mesmo ponto em relação às
curvas do feixe é dada por

P1 + k P2 = O
que é eyidentemente satisfeita pelos (n - 1)2 pontos. comuns às
duas polares Pi e P2• Então concluimos :

Tôdas as primeiras polares dum ponto em relação às curuas
dum feixe passam p01' (n - 1)2 pontos fixos.

Também concluiriamos que as segundas polares passam por
(n _ 2)2 pontos e finalmente que as rectas polares passam tôdas
por um ponto.

Muitas proposições se poderiam demonstrar sôbre os feixes
de curvas, porém tornar-se-hia extensa a sua exposição e fugi-
riamos ao fim que temos em vista, e que se resume em, apre-
sentar idéas muito sucintas sôbre as curvas algébricas.

Aconselhamos sôbre êsre assunto a leitura das obras de
Clebsh ou em especial as Leçons sur la Geometrie (tom. II e 1II).

I I I - Rêdes de curvas.

Dá-se êste nome aos sistemas de curvas de ordem n defi-
nidas pela equação geral

C1 + h C2 + k C3 = O
onde h e k são dois parâmetros arbitrários e, Ci, C2, C3 são três
curvas da ordem n.

A característica analítica da rêde de curvas, consiste em
cada urna das suas curvas depender linearmente de dois par â-

metros. Este facto interpreta-se também geometricamente do
seguinte modo; submetendo as curvas da rêde à condição de
passarem por um ponto, as curvas formam um feixe. Por consc-
lí.H!ncia uma reüniâo de curvas de ordem n que passam por

11 (n + 3) .
- -2

pontos fixos fornecem O exemplo mnis simples duma rede.
() CHllIdo dos I'Cch::; de CUI'VIIScouduz-no» u IIlgUlllllS lillllllil

11\\lÍlo iJlII!\'CMMI\11ICfI,de que VIIIl\Of! fnlnr,

41

Numa rêde de curvas .há infinitas curvas com ponto duplo.
Com efeito o descriminante da equação da rêde contém os coefi-
cientes h e k e portanto para ser nulo, pode consegui-lo de duas
infinidades de maneiras. As condições de existência de um ponto
duplo são com efeito

C\x + h 02x + k 03x = O
Cly+h02y+k03y=0
OIZ + h C'2z + k c., = O

A eliminação de h e k entre estas três equações conduz a

C'I x C'2x C3X I = O
C'I Y C'2y C'3y
C' C'2 Z C'3Z1z

«quaçâo do grau 3 (n - 1) que tem o nome de hessiana ou Jaco-
ln ana da rêde.

A Iacobtana duma réde, àlem de ser uma curva de ordem
" (n - 1) é também o logar geométrico dos pontos duplos.

Consideremos agora a polar linear de um ponto (x' y' z') em
rclnção a uma curva da rêde ; a sua equação será

x \.:'1 x' + y 01y' + Z C/IZ' + h (x 02X' + y 02y' + Z C'2Z') +
+ k (x 03x' + Y (3)', + Z C'3z') =0

I' suponhamos qlle o polo pertence à he ssiana ; nêste caso tere-
1110:; evidentemente que as equações

x C'1 x' + y O I y' + Z O I z' = O
X C'2x' + Y 02y' + Z C/

2z' = O
X c.. ~-Y C'3y' + Z 03z' = O

ludicam que as polares lineares concorrem tôdas num mesmo
I,onlo. Então a hessiana é o lagar dos pontos cujas polares linea-
II'.~ concorrem num ponto.

Se o polo (x' i z') percorrer a hessiana o ponto de concurso
dll~ rectas polares descreve uma curva que se obteria destas
1'''lilll:lS equações eliminando entre elas os valores Xl i Z/.

A essa curva dá-se o nome de steineriana da réde, Como a
1('llltllul1te do sistema é de grau 3 (n -1)2 em x y z, concluimos que

I steiucriana duma réde é lima curtia de ordem 3 (n - 1)2.
1';l1u'c os pontos da jacobiana e da sreineriana há uma cor-

II'HjIOIHICIlCill hiunivocu tnl que as rectas que unem os pontos
d!'/ IIl:III IIIIIf4l.:lIcinhI1I.:IIH;1I1l11\IIOVI)curva 11 que se dá o nome de
, 11J '/"J'IIII(/ da /'~d(l.
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Esta última curva é da classe 3 n (n - 1) como seria fácil
de demonstrar. (Vêr Clebsh obra citada pág. 82).

Para estudo minucioso das rêdes, além de Clebsh são utilís-
simos Cremona na sua obra já citada e, de Jonquieres - Malhem.
Annalen, .

CAPiTULO 1II

As curvas de género zero.
Unicursais

Definição.

O desenvolvimento sempre crescente do cálculo integral onde
I~ nota o aparecimento de novas integrações, fez surgir novas fun-

\ôes transcendentes. A determinação das áreas e cumprimentos
111: CIrcos de curvas dependem de integrais, a grande maioria dos
qllllis se não calculam por intermédio das funções elementares.
11111 exemplo frizante encontra-se na determinacão do arco duma
1IIIpse cujo integral deu origem aos trabalhos de Ricmann, de lacobi
I- runtos Outros sôbre as funções elípticas e abelianas. Também a
üucgrução das diferenciais relativas às unicursais deu origem aos
rruhulhos de Chasles, Cayley e Clebsh sôbre o estudo geral e par-
tll'lllnr das curvas algébricas.

Dissemos já anteriormente, ter sido Riemann o introdutor da
IJllçfio de género na teoria das funções, noção esta, que foi ime-
.Itntumenre aplicada e desenvolvida, no estudo das curvas' por
(:lcbHh e Cayley.

Naturalmente se seguiram estudos permenorisados sôbre cur-
VIlH dos primeiros géneros, e se Cayley estudou as curvas de género

ro, dando-lhes o nome de unicursais, Clebsh estudava as curvas"I~1{61leroum, enquanto a análise, com os integrais relativos a estas
I ""VIIS, estudava as funções elípticas e abelianas, como tínhamos dito.

No capítulo presente, vamos estudar rapidamente as curvas
uuicursais, isto é, as cu/'vas algébricas cujo número de pontos
,/II/'/Olj ati71ge o seu máximo

(o - 1) (11 -- 2)

2
lo:11l1lgO:illlY\ de uma propriedade importantíssima que passa-

IIIIIM 11 cxpôr.

11· • f'I'OIH'lolhUlo fundnmental.

1\" ~'1I1 VIIM dI: f~~III;1'1I i'.<'!'1I 110.'\/1 li I dll pl'Opl'il:tllldc de lodos (),~
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seus pontos poderem sêr determinados individualmente. Este facto
. resulta do teorema demonstrado por Chasles na sua memória em

Comptes Rendus des séances de l'Académie des Sciences t. LXII,

pag. 584 e que exporemos, em seguida.

Se uma curtia Cn (de ordem n) possui .!.- (n - 1) (n - 2)
2

pontos duplos, podemos determinar os seus pontos individual-
mente, utilisando um feixe de curvas de ordem (n - 1), que téem
(n _ 2) pontos duplos comuns com igual número de pontos duplos

de C n s e ~ (n - 2) (n - 3) pautas simples cozncidindo com os

outros pontos duplos de Cn, e que passam tô das por 11m outro
ponto fixo de Cn •

Com efeito, se se considera um feixe de curvas de ordem
(n _ 1), êle ficará determinado pelo número de pontos dado pela
fórmula já conhecida

1 , n2 + n - 4
- (n - 1) (n T 2)- 1= ----2 2

constilüindo estes pontos o que também se chama base do feixe.
Ora os (n - 2) pontos duplos de Cn , por onde passa o feixe,

equivalem a 3 (n - 2) pontos simples. Mas o feixe passa ainda

por mais ! (n - 2) (n -- 3) + 1 pontos e então o número total

de pontos para determinar o feixe é

1 1
3 (n - 2) + 2 (n - 2) (n - 3) + 1 = 2 (n - 1) (n - 2) - 1

e o feixe está perfeitamente determinado.
Reparemos agora que cada curva de feixe, é de ordem (n - 1)

e cortará CIl, em n (n -1) pontos dos quais são já conhecidos os
seguintes:

_ um no ponto fixo de C, por onde passam todas as curvas
do feixe.

_ 4< (n- 2) encontram-se nos (n - 2) pontos duplos de Cn
onde também as curvas do feixe têm pontos duplos.

_ finalmente (n - 2) (n - 3) nos outros pontos duplos de Cn·
'om efeito os restantes pontos duplos de CIl são

1
I) (11 - I) (n « 2) _. (n - 2) (11 - 2) (11-

'1'<.:IIl()~ (}iiHill1 um totHI de pOllto:-; iglllll il

, li1 - :~) ·1- (11' ~) (11 - :',) I I \I (11
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Então as curvas cortam-se ainda num ponto variável, o que
demonstra o teorema.

Chasles apresenta ainda um novo teorema onde emprega um
feixe de ordem (n - 2).

As curvas do feixe que tem por base, o pontos duplos coinci-
dindo com pontos duplos de Cn, ~ (n - 1) (n - 2) - o pontos
simples coincidindo com os restantes pontos duplos de Cn, e
(11 - 3 - 2 o) outros pontos simples tomados sôbre CIl, determi-
liam individualmente os pontos de Cn•

Com efeito, vejamos que o feixe fica perfeitamente deter-
minado. .

Os a pontos duplos equivalem a 3 o pontos simples.

Além disto, o feixe passa por ~ (n - 1) (n - 2) - o pontos
2

duplos restantes e também por· (n - 3 - 2 O) outros pontos
-umplcs sôbre Cn •

Então existem, ao todo, para determinar o feixe

3 a + ~ (n - 1) (n - 2) - o +n- 3 - 2 Õ

(n - 2) (n + 1)= -1
2

pontos fixos. o feixe está perfeitamente determinado.
Cada curva do feixe é de ordem n - 2 e encontra portanto

1I curva CIl em n (n - 2) pontos.
Um dêstes pontos é evidentemente variável visto que se tem

d, a + (n - 1) (n - 2) - 2 o + n - 3 - 23 = n (n - 2) - 1

Este feixe de ordem (n - 2) também determina individual-
ment c os pontos de Cn •

c. q, d.

Clcbsh apresentou uma proposição como a anterior mas
CIIH!c considera o -= O

II1 Dutermlnaçãn das coordenadas do ponto genérico da curva,
em função racional do uma variável O.

~l:jl1 I"~ (X I Y
111dl'lll 11.

ü, n ('qIIIIÇ[j() de 11""1 C111'Y/I uuicursul ti
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Começaremos por determinar os valores reais e imaginários
de x e y que satisfaçam simultâneamente às equações

F (x , yí = O F', = O F', = O

Esses sistemas de valores x, y serão por hipótese em número
igual a

1-2-(n-1)(n-2)

Em seguida dividiremos êste s , em dois grupos,: um com
n - 2 pontos duplos

~ x = a1 \ x = a2 . . • l x = (I" - 2
I y = b1 1 y = b2 Y = bn - 2

1e outro grupo com -2 (n - 2) (n - 3)= u

\

x = gi \ x = g2 \ x = gu
y = hi I y = h

2
.,. / y = hu

Posto isto, tomaremos para equação geral das curvas de
ordem n - 1, f (x ,y) = O, e faremos com que estas curvas admi-
tam (n - 2) pontos duplos.

Determinaremos portanto as três condições.

f (x ,y) = O f'x = O f'l' = O

para os pontos

\ x = a1 \ x = 32 .. _ 1 x = a,,_2
1 y = b1 I y = b2, Y = bn-2

Em seguida com os outros pontos duplos de F (x, y) deter-

minaremos as ~ (n - 2) (n - 3) condições

f (gl' hl) = O f (g2' h2) = O···

Como ainda, o feixe tem que passar por um ponto fixo (xo Yo)
da curva unicursal teremos finalmente uma última condição

f (xo Yo) = O , F (xo Yo) = O
que contém uma quantidade variável. Assim ficam os coeficientes
da equação do feixe determinados por equações do primeiro
grau, em função linear duma vnriávcl O.

PHI'H calcularmos HH()I'(\ IIS rclncõcs

~ 'p (U) 'P (O)
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1:ll1culam-se as somas dos valores de x e dos valores de y que
nrisfazem simultâneamente às equações

F (x, y) = O f (x, y) = O

Essas sornas são evidentemente

x: + 4 (aI + 82 + ... ) + 2 (gl + g2 + ... ) + Xo

Y + 4 (b, + b2 + ... ) -+ 2 (h. + h2 -+ . , .) -+ Yo
Vamos demonstrar que estas somas são fracções racionais

i um o mesmo denominador, cujos termos são polinómios do grau
II em e

Consideremos primeiro a equação final em x que se obtém
ubstituindo em [(x, y) os valores de y raizes de F (x, y) = O e

lnrrnando o produto dessas n expressões. Então se forem

yi Y2 ." Yn
II~ raizes de F (x, y) = O, a equação em x será

f (x, Y1) X f (x, Y2) X •.. X [ (x, y n) = O

Façamos

F (x, y) = x" [n(~) + xn-1 fn-1 (~) +
designemos por

0:, ~, y, ... À.

111 ruizes da equação
C(:)=O

1I','('mos (CapítuloI parágrafo VII) :

f"_l(O:) ) fn_1(À)
yl = o: X ,- fÇ (o:) .• , yn = ,x - f'n (À)

Fazendo também

f (x, y) . == X 11- I ~n _ IC ) + x" - 2 9n - 2 C ) +
IIhl('1'Í1I11l0!i fàcilmcnte

I (X,YI) • X" I Ifll I (C\:) x" 2 CP'II '\ (0:) f" 1(0:) - cpn 2 (o:) f'lI (0:)

f'" (C\:)
--+ ...

I L\, Yu)
,

I ((~) f" I(~) rp" ~((~)f',,(~)X" "1111 I ((~) )(11 Y rp 1\

1'11 (0) 1- ..•
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Então multiplicando membro a membro e dividindo por
g;n-l(O:) rpu-1 (~) ... rpn-t (),) e fazendo para simplificar

e (x) = rp'n-I (x) f'.',_1 (x) - CP,,-2 (x) f'n (x )
i n (x) . rpn - t (x)

obtem-se

f (x, Yl)' f (x, Y2_) ._._. f (x. yn ) = x"'-n _
rpn-l (o:) rpn-1 (~) ... rp,,-l (),)

_ xn'-n-l[e (0:) + e (~) + ... + e (),)] + ... =0

Deduzamos agora a equação final em y. Para isso se fizermos

F (x, y) = y" F, C) + yn-l Fn-l C) + .. ,
f (x, y) = y,,-l Wn-1 (f):::f= yn-2 Wn_2 (~) + .. ,

onde evidentemente

Fn(~)= xnfo(~) Fo_1=xn
-
1 fO-l (~)

ih (X) n-l (Y) ih (X) 11-2 (Y)'l'o _ 1 Y = X rpo_ 1 X 'Pn - 2 Y = X rpn- 2 X-

de modo que agora teriamos que empregar os inversos de

a, f, .. ' À.

Enfim; encontraríamos a equação em y

Yll'-" _ y"' - ,,-I [(n -1) \1 + o: e (a) +
+ ~e (~)+ ... --1-- À e ())]+.. = q

Então empregando o símbolo ~ para abreviar, teremos

x + 4 (a1 .+ 82 + ...)+ 2 (gl + g2 + .. .)+ Xo = ~e (a)

y + 4 (b, + b2 + .. ,)+ 2 (h:l.+ h2 + ...)+ Yo =
'(.

= (11 - 1) c,~ -I- 2: a (-)
~

nde ~I C ~ são 0$ coeficientes de xn C X,,-l nos polinómios í'" (x)
c r" ,(x).

As qUllillidades IX, 0, .,. À ~iio independentes de () e (I 1\11\
~'iil> (.) (x) contém CRU\ VIII iüvcl ~Ó no pl'ill1eil'o WI\II 1I0:i lCI'II\()

'1'11 1 ~x) rf" W (X
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de modo que os segundos membros são fracções racionais de deno-
minadores iguais, e cujos numeradores (e denominador comum) são
de grau n em e. Então o mesmo sucede para x e y.

Esta determinação de x e y em função racional de e foi orien-
mda por um método de eliminação que Liouville apresenta numa
sua memória no Journal des Mathématiques, etc, ano 1841, pág. 34Q.

I V - Singularidades ordinárias, nas unicursais.

Fixado o grau n duma curva de género zero, as fórmulas de
Plücker dão-nos diversos sistemas de valores de

d, r, t .e w.

Porém se no capítulo I, se deduziram essas fórmulas, recor-
demos que: '

Não se demonstrou, até aqui, que, inversamente, todo o sis-
lema de números inteiros, satisfazendo às fórmulas de Plücker,
possa encontrar se. realmente, numa curtia,

Não só se não demonstrou tal facto como até seria isso irnpos-
slvel visto que alguns, senão todos êsses números admitem limites
superiores e inferiores que nunca poderão ultrapassar. Para exem-
plo importante do que se afirma podemos demonstrar o seguinte
Ic.:orema:

\ O número g é necessàriamente igualou superior a '{ero, se a
rurua tiver que sér propriamente considerada (011 irreductivel a'
sutras curvas de ordem menos elevada).

Isto é: se a curva é irreductiuel será necessàriamente

(n - 1) (n - 2) > d + r
2 -

1\11 mesma maneira
(k - 1) (k - 2) >

t + w2 =
Demonstremos por absurdo e suponhamos então que gera

.ucnor que zero; seria

d + r = (n - 1) (n - 2) + s
2

POlkmos fazer passar uma curva de ordem (n - 1), por êstes
\1I11110S duplos e por muis

(11 I) (11 I I (n - 1) (11 s (o -1) - s
li

•
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outros pontos. Então esta curva de ordem (n - 1) tem de comum
com a curva de ordem n

2 [ (n - 1) (o - 2) + s J + 2 (o - 1) -- s = n (n - 1) + s2 _
isto é, mais s' pontos do que deveria possuir e portanto a curva
de ordem n de género negativo decompõe-se necessàriamente em
duas curvas de ordens menos elevadas o que é contra a hipótese
de irreducti vel feita sôbre a curva.

c, q. d.

Para o caso das curvas unicursais é

d + r = (11 - 1) (n - 212 _.~.

e a fórmula de Plücker ,

w = 3 n (n - 2) - 6 d - Sr

dá sucessivamente

w = 3 n (n -- 2) - 6 (d + r) - 2r

w = 3(n - 2) - 2r

Esta última forma indica que os pontos de reversão têem
também (para as unicursais) um limite superior, visto que w,
nunca pode ser negativo. Então,

e

(n - 1) (n - 2) _
Entre os pontos duplos e de rt:versao, de uma

2

curva unicursal; não se podem encontrar mais que ~ (n - 2)

pontos de reversão.

v - Unicursais de segunda ordem.

Suponhamos n = 2 e determinemos o género das cónicas. Vin\

(11 - 1) (11 -- 2)g= -~O
2

que permite concluir qllC as CÓlIiCIlS s/io C1II'l/ClS 1/11icursais ,
- S i1Lli11CrOS de PIOc!«.:r P/H'tI 11/\ cónicus, slío os SCWdlltCH :

ti w oI'
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t'

k=n=2

Evidentemente que uma cónica irreductível, não pode possuir
11m ponto duplo, visto que, se tal sucedesse, a recta passando por
:sse ponto e por outro qualquer ponto da curva, cortaria a cónica
em três pontos e portanto pertenceria à cónica ; o primeiro mern-
hro da equação da cónica poderia então decompor-se num produto
de dois factores de grau menor que dois, isto é, a cónica era
rcductivel .

É o que sucede com o sistema de duas rectas para as quais
I)S números de Plücker são:

k=O n=2 d=l

Duma maneira dual temos para o sistema de dois pontos os
seguintes números:

k=2 n=O t=l

Procuremos agora aplicar a estas curvas o teorema de Chasles.
O feixe de curvas de ordem n - 1, é nêste caso um feixe de

rectas, que passa por um ponto fixo (x, y») da cónica. Seja

Y - yo = 0 (x - x s)
\

u equação do feixe, e seja

A x2 + 2 B x y + C y2 + 2 D x + 2 E Y + F = O

11 equação da cónica. Eliminando y entre as duas equações obre-
IIIOS uma equação do segundo grau em x que dá as abscissas dos
pontos de encontro da recta com a curva.

Como um dos pontos de encontro é o ponto (x, y«) o pri-
mciro membro da equação em x é divisível por x - x e . A apli-
I'IIÇÜO da regra de Rufini conduz à equação

(1\ 1- 2 B 0 + C'02) X +
+ (A XO + 2 B Yo + 2 C yQ e + 2 E e - C xo 92 + 2 D) = o

VISto que

1\ xo2 + 2 B Xo yo + C yo2 + 2 D Xo + 2 E yo + F = O
I':nt50 teremos

(A Xo 1- 2 n yo + 2 D) + 2 (C yo + E) 9 - C Xo 92

A + 2 B O + C 02 . -x

I~ l'OIISC{llICnlCIt1CJ1t C

I 1°1 (AxlI 1 :~I\yl) 121) 1 2(Cyo +E)O-Cxo92 ]
)11 1\ I ~!1I0 I CO!.l ----xo
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Os valores de x e y são pois duas fracções racionais de e em
que os denominadores são iguais e tanto em x como em y os
termos das fracções são polinómios do grau n = 2 em e ..
V I - Unicursais de terceira ordem.

Os números de Plücker relativos às cúbicas em geral, são;
para as curvas de terceira ordem

n=3

d r k w g
O O 6 9 1
1 O 4 3 O
O 1 :3 1 O

Dêste pequeno quadro vêmos que as cúbicas são, em geral,
curvas do género um.

As cúbicas unicursais são as cúbicas com um ponto duplo, e
portanto as das duas últimas linhas.

Dualmente, entre as curvas unicursais de terceira classe há
as indicadas pelo seguinte quadro

k=3

t

O
1
O

n
6
4
3

r
9
3
1

g
1
O
O

w
O
O
1

Também são em geral do género um. Figuram entre elas
curvas de 4.a ordem de que falaremos no parágrafo seguinte.

As curvas unicursais de terceira classe são também única-
mente as que possuem uma tangente dupla ou um ponto de
reversão.

Quando se refere a equação duma cúbica unicursal a um
sistema de eixos com origem no ponto duplo, essa equação toma
a forma bem simples: -

a x2 + a' x y + ali y2 = b x5 + b' x2 Y + b" X y2 + b'" y5

Nêsse caso as rectas dum feixe com séde na origem e cuja
equação é

y = O x

dü, depois dum cálculo bem Iacil :

11 I a' O -I- 11" (j'.J

h ·1. 111 O I b" ú!J I 11"1 1),

(' !lnl'flllllll, M('IIIP"C X t' Y f'IIIIÇOC,

a 0 -I- li' I)~ I (\11 O~
Y • h I 11' (J I bl/ ()!J ! blll O·

1'lIriOlllliH di: O,

x
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Citemos alguns exemplos de cúbicas com ponto duplo:

Folium de Descartes:
A equação desta curva é :

x5 - 3 a x y + y5 = O

tomando para eixos coordenados as tangentes à curva no seu
ponto duplo.

Como a equação apresentada é simétrica em ordem a x e y,
vê-se que ela admite a bissectriz dos eixos como um eixo de simetria.

Fazendo então uma mudança de coordenadas definida por

x y
x=---

Y2 Y2
x y

y=V2 + V2

obtém-se a seguinte equação, para a curva:

Y2=X2 (3 a - V2 X)
3(a+V2X)

Desta última equação deduz-se facilmente que o folium tem
um ponto duplo na origem e uma assintota de equação

X=-~
V2

Se na primeira equação do folium fizermos

y=8 x

obtemos com facilidade as relações seguintes:

3 a 8 3 a 02

x = 1 + 85 Y = 1 + 05

Folium parabálico.

Com êste nome designa Longchamps, na sua Geometria da
réuu« e do esquadro; 1890, pág. 120, a curva de equação

x5 - a (x2 - y2) -- b x Y = O

uando b = 0, a curva é simétrica em relação ao eixo dos
x x , c torna o nome de folium recto ; se b =f= O o foliurn é oblíquo.

r nualrncnte com o feixe de rectas de equação

y - . O x
• oht oordcnudns dos pontos desta curva'1)1 /1M

X ,(I r) O~) O I h Ob () Y /I (I
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Entre as cúbicas há uma classe de curvas que recebe o nome
de cúbicas circulares, A sua equação geral é

(a x + b y) (X2 + y2) = P x2 + Q x y + R y2 + T x -I- U y -I- V

e corresponde-lhes uma assintota real de equação

P b2 - Q a b + R a2

a2 + b2
a x -I- b Y

e outras duas imaginárias de coeficiente angular + i e -- i.
Na equação destas cúbicas podemos fazer desaparecer b y

adoptando para novo eixo das ordenadas uma paralela à assintota
real; nêsse novo sistema a equação será

(X2 -I- y2) X = P1 X2 + Q1 X Y -I- R1 y2 + Ti X + U1 Y + Vi

Mudando agora a origem das coordenadas para o ponto

(O, 01
) , a equação geral das cúbicas circulares é, finalmente:

2

(x2 -I- y2) X = A x2 + A' y2 + 2 C x + 2 C' y -I- F

A rasão do nome, dado a esta classe de curvas, reside no
facto de elas serem envol ventes de círculos cujos centros se
encontram em parábolas que são distintas de curva para curva.

Entre as cúbicas circulares interessam-nos unicamente as
que são unicursais. Estas cúbicas circulares uuicursais possuem
como se sabe um ponto duplo e tornando-o para origem de coor-
denadas permite em todos os casos reduzir a. equação da curva à
forma:

X (x2 -I- y2) = P2 x2 + Q2 X Y + R2 y2

Fazendo nesta equação

s=» x
vem facilmente

_ P2 + Q2 0 -I- R2 02 ,_ O P2 -I- 02 8 + 1<2 02

X - 1 + 02 ) - 1 +_ ú2

São exemplos de cúbicas circulares unicursais as curvas
que em seguida se apresentam.

Cisoide de Diocles

1':lllócio IIOS seus cornentürios tUi chrus de Al'qllillH.!dnl ntribu«

55

II invenção desta curva a Diocles com o fim de resolver os céle-
hres problemas de Delos e o da duplicação do cubo.

A equação cartesiana desta curva é

x5

y2=2.a - x

Pondo na equação da curva

x=t y
obtem-se

2 a t 2 a
x =.-

(sen a -I- t.cos a) (1 + t2)

unde IX é um ângulo tal que a
ob a forma

y = (sen a + t.cos IX) (1 + t2)

equação da curva se possa pôr

(X2 + y2) (x cos a -I- y sen a) = 2 a y2

Conchoide de Sluse

É uma curva de equação

a (x - a) (x2 -I- i) = k2 x2

\

que possue uma assintota real de equação x = a e um ponto
IMolado na origem. Tem além disso dois pontos de inflexão.

Fazendo
s=» x

ulucm-se
k2

X = a + a(1+ 02)
k2 e

y = a e + a(1+ 82)

As coordenadas dos pontos de inflexão

4 a (a2 + k2)Xc..=:
4 a2 -I- k2

8

4 (a2 + k2) ""2

Y = + 4 (a2 + k2) V 5

A. eliminação de k entre estas coordenadas conduz a uma
11~()idc c portanto o logar geométrico dos pontos de inflexão de
Irl,las as conchoides de SI use que tenham a mesma assintota e o
III,'.WJ() ponto singular; é uma cisoide .

Sluac ntribuc n LluygllcnH H dctcrminaçíio dos pontos de
ullcxfio ()(,1I1I/'l!iI de I blJffJ,'III:1IS, t. IV pllg. 292).
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Trisectriz de Maclaurin.
Dá-se o nome de trisectriz de Maclaurin a uma curva con-

siderada pela primeira vez por Maclaurin.
A sua equação é

x (X2 + y2) = a (y2 - 3 x2)
É uma curva simétrica em relação ao eixo dos xx e possuindo

uma ~ssíntota real dada pela equação x =-a, e um ponto duplo
na origem.

Apresenta dois pontos de abscissa

x=-a {5
sendo um máximo e outro mínimo, com as ordenadas

y = + a V 6 V5" -- 9

. Se na sua equação fizermos y = 0 x vem

02 - 3 02- 3
x = a. 1 + 82 Y = a. 0'1+ 02

Outras cúbicas circulares como a estrofoide, são unicursais.

V I I - Ouárticas unicursais :
As quárticas ou curvas de quarta ordem, são em geral do

gênero três e apresentam grande número de tangentes duplas.
Podem existir três pontos duplos e também um máximo de

32" (n - 2)=3

pontos de reversão.
Os números de Plücker que correspondem às curvas de

quarta' ordem encontram-se no quadro seguinte:

n=4
d r k w t g
O O 12 24 28 3
1 O 10 18 16 2
O 1 9 16 '10 2
2 O 8 ·12 8 'I
1 1 7 10 4 'I
O 2 Ó 8 1 I

O () Ó 1[, O
I 5 11, 2 ()

I !! 11, I) I ()..
O :"l 0 () 1 ()
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Não só estas curvas de quarta ordem como as de terceira
upr esentadas anteriormente, têem uma existência real, verificada
pràticamente. .

Surgem agora nestas curvas singularidades de ordem superior
que, como sabemos, se substituem por um número conveniente
de singularidades ordinárias.

Nos pontos duplos e pontos de reversão, esta equivalência
.sta demonstrada; noutras singularidades de ordem superior,
Cramer e Caylry ensinaram ·regras aplicáveis i porém não há
ueuhum estudo completo sôbre o assunto (Vêr Halphcu, Comptes
Rendus t. 78 e 80).

Para obter a equação das quárticas unicursais procede-se
como vamos indicar.

Consideremos três pontos fixos P, Q e R e façamos passar
por êles uma cónica. A equação dessa cónica possui dois parâ-
metros arbitrários h e k

u + h. v + k. w = O

Consideremos agora uma função homogénea, do segundo
f.lrau, dos três polinómios em x e y, F (u, v, w).

Façamos momentâneamente .

f (x, y) = F (u, v, w)

.ntão teremos

ôf ôF ÔU ôF ÔV I ôF à v:
dX:. JU'dX:+---;;V'dX:'ôw'JX
ôf ôF ôu ôF ÔV ôF õ v:--- --+- -+- -ôy-Ju'ôy ôv'ôy ôw'ôy

Tôdas estas derivadas' parciais da função f se anulam para
valores de x e y que anulam u, v e w.

I~ualmente êsses valores de x e y anulam f.
Então a função f (x , y) é uma função que igualada a zero

representa uma curva unicursal de quarta ordem, visto que é do
Ijll(ll'to gr~u em x e y, e além disso admite só três pontos duplos,
Wl pO~1tOSP, Q e R, '

quadro de Plücker para as curvas de quarta ordem
mosiru que só são unicursais as quárticas com três pontos duplos,

Vt.:jlll)l()H IIgOl'1I C0!l10, depois de obtidu n equação das curvas
dI' ~"I1I'I(1 order» tlllklll'/'IlIiH, se cbiêcm IIS coordcnudus do pont

('llcl'il'O tllli rllll~,nO l'IIl'i1l1l1l1dumn VlIl'illvcl.
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A tribuamos a F (u, v, w) a seguinte forma:

F (u, v, w) = (v + m. w) (v + n. w) + (a. u + b. v + c. w) u

onde a, b, c, m e n figuram como constantes.
Consideremos uma outra curva de equação

u =(v + m. w) 0

que é de segunda ordem e que contém um parâmetro indeter-
minado 0.

Dos oito pontos de encontro das duas curvas anteriores, um
só ponto é variável com 0.

Com efeito o sistema das duas curvas é equivalente a

u=O v+m. w=O

e das quatro soluções dêste último sistema, três são os pontos
duplos c portanto sete pontos são independentes de 0.

Procuremos, finalmente, os valores de x e y, 'da oitava solu-
cão do sistema.
, Em prímeiro logar, das duas igualdades, seguintes

(v + m. w) (v + n. w) + (a. u + b. v + c. w) u = O

u = (v + m. w) 0

tira-se uma, linear em u, v, w :

v + n, w + (a. u + b. v + c. w) 0 = O

Eliminando em seguida u e v, e fazendo

A = (m b - c) 02 + (m - n) 0

B=-m a02-c0-n

C = a 02 + b e + 1 '

obtemos as seguintes expressões:

wB-vC=O wA-uC=O

Consideremos agora o triângulo formado pelos pontos duplo
P, Q e R e designemos por

P=O Q=O R=O

as equações dos lados opostos respectivamente aos pontos P, O
e IC A equação da cónica será:

. H I 11. P. It 1- 1(. P. Q O

vj~lo '111(' é do IICIIlIUdo H,'I\II, nnuln-ae o Reli pl'Ílllolt·o 1I)('II\bl C)
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Ill!lu substituição das coordenadas dos pontos 'P, Q e R e, além
disso, tem dois parâmetros arbitrários.

Então será:

u=Q. R v=P. R w=P. Q

donde por ser

wB-vC=o wA-uC=O
v ,'1)1

À À À
p= A Q=13 R=C

1IIIde À é um factor indeterminado.
Representando por (p, p') as coordenadas do ponto P e

I'mclhantemente (q, q/) (r, r') as de Q e R, podemos escrever

À
P = Y (r - q) - x (r' _q/) + q r' - r q' =-A

Q = Y (p - r) - x (p' - r') -+ r p' - P r' = ~

R= Y (q - p) - X (q' - p') + P q' - q p' = ~

Somando ordenadamente vem

111
P (q' - r') + q (r' - p') + r (p' - q/) = À (A + 13 + C)

Multiplicando em seguida a primeira por p, a segunda por q,
1 terceira por r e somando, vem

,~II) (q' - r') + g (r' - p') + r (p' - g/) ] = ), (~ + ri + ~)

I''flzendo outra vez o mesmo com p', q/, r', teremos

v I li' (q' - r') -I- q't (r' - p') -I- r" (pl - q') ] = À (~ + ~ .+ ~)
I,'inulmente com facilidade obtemos dêstes resultados, as

I '111'(!:\SÓCil procuradas

p n C I '1 C /\ I r A B pl B C + ql C A + 1'1 A B
1\ C I C /\ I ;\ 1\ - Y = 13 C 1- C A -I- A 13

(:111110 A, 1\ (' (: Hlío rncionuis c do IiCf.\lIndo grau em O
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teremos x e y em fracções racionais de e cujos membros são do
quarto grau.

É fácil verificar analiticamente que qualquer dos pontos P, Q
ou R, por exemplo P, é um ponto duplo. Com efeito formemos
as diferenças x - p e y _ p'

Temos
(y - r) C + (r - r) B

x-r=A BC+CA+AB

I (q' -- p') C + (ri - r) B
y-p=A BC+CA+AB

Destas expressões conclui-se que os dois valores de 9 dados
por A = O correspondem aos pontos de abscissa e ordenada res-
pectivamente iguais a p e p'.

No caso de ser A do primeiro grau, uma das raízes 8 será
infinita.

Se A admite duas raizes iguais, será um quadrado perfeito
e o ponto de coordenadas (p, p') será um ponto de reversão.

Representando portanto por A', B', C' três equações de
primeiro grau em 0 e fazendo

U = p B'2 C'2 + q C'2 A'2 + r A'2 B'2

V = p' B'2 C'2 + q' C'2 A'2 + r' A'2 B'2

W = B'2 C'2 + C'2 A'2 + A'2 B'2

serão
u

x=W
v

y=W

as coordenadas do ponto genérico duma curva com três pontos
de reversão e portanto, unicursal.

Vamos dar, agora, alguns exemplos de quárticas unicursais.

emuiscata eliptica.

A equação desta curva

(x2 + y2)2 = a2 y2 -I- b2 x2

mostra que ela é simétrica em reluçâo aos dois eixos COOI"t!CIl/l
dos. POHHIIl; um ponto isolado no origem e não tem rumos ill(jllito~.

I"llzcnt!o 1111 ~1II1 cqunçfio
() x
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(' em seguida
Va2 02+b2 = a e + z

encontramcs

2 (Z2 b2) a2 z a (Z2 + b2) (b2 - Z2;

Y = z4 + 2 (2 a2 - b2) z2 + b4Z4 + 2 (2 a2 - b2) z2 + b4

III)ssue quatro pontos de inflexão na circunferência de raio

. / 3 a2 b2

p = V 2 (a2 + b2)

Lemniscata de Bernouilli.

Esta curva foi descoberta por Jacob Bernouilli, ao tratar de
1/111 problema sôbre os graves, proposto por Leibnitz,

A sua equação cartesiana é :

(x2 + y2)2= a2 (x2 _ y2)

Possue um ponto duplo na origem sendo as tangentes nêste
ponto bissectrizes dos eixos coordenados.

Tem dois pontos máximos e dois mínimos correspondentes à
rircunferência de raio

a

V2
Possue dois fócos no eixo dos x x e na circunferência anterior.
Vazendo na equação da curva

y= e x
I' ('11) seguida

V 1 - 02= (1 + 0) z
uhu-se imediatamente

Z5 -I- z
x == a Z'l -I- 1

Z - z5

Y = a Z4 + 1

Caracol de Pascal (limaçon).

t-)('gundo P. Ta 11 1!1)" esta curva não foi inventada pelo ,grande
nuucnuuico e /ilóso('o /lltlise Pascal, 11'\11Ssim por seu pai Etienne.

A !'tpll\çfíl) dClltll Cill'VII podc ser

(x!J I y 11 X" II'J (x!J I i
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e tem um ponto duplo na origem dos eixos, em que os ângulos
das tangentes com o eixo das abscissas são dadas por:

h
+ arc cos -
- a

A cardioide é um caso particular do' caracol de Pascal.
A pedâria (logar geométrico dos pés das perpendiculares

tiradas por um ponto sôbre as tangentes duma curva) dum ponto
qualquer, do plano duma circunferência, é um caracol de Pascal.

Por ter três pontos duplos esta curva é unicursal (dois dos
pontos duplos são no infinito)

Admitindo que 9 pode variar de 0° a 2 'rr, e que h possui
sempre o mesmo sinal podemos tomar para equação da curva

p = a. cos e + h
Fazendo

1tg - e = t
2

teremos
9 h + a + (h .- a) t2 h + a + (h - a) t%

x = P cos = fi -L t2)2 Y = 2 (1 + t2)2 t

Conchoide de Nicómedes

Proclo e Pappo atribuem a invenção desta curva a Nicome-
des que com ela resolveu a trisecção do ângulo e o problema de
Delos. A equação desta curva é .

2 _ x2 (h + a - x) (11 - a + x)
y - (x - a)2

É simétrica em relação ao eixo dos x x ; tem um máximo c
um mínimo, dois pontos de inflexão, um ponto duplo na origem,
e uma assíntota

x=a

Supondo que se tem uma variável O, que faz

- (x + h - a) = (x - h .- <I)
obtemos

/I 11) 0~ t) I) I /I (1\ I 11) (J~ I
x y

h
(J4
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Parábola virtual.

A curva de equação cartesiana
(:-;.2 _ b y)2 =a2 (x2 _ y2)

1'(Il'cbeude G. Saint- Vicent , que a considerou em primeiro logar,
II nome de parábola virtual.

Crarner considera-a na sua Introduction a l'Analyse des ligues
caurbes (Génova 1750, p. 451), dando-lhe o nome de besace (alforges).

É simétrica em relação ao eixo dos y y e tem um ponto duplo
1111origem.

Se fizermos

02 - 1
Va2 + b2

92 + 1 será
b (02 - 1)2 +- 2 a 0 (132 -- 1)

Y = , (02 + 1)2

Kreuzcurue (cruciforme).

A equação desta curva é

a2 b2

-2+2"=1X Y
\ J~ composta de quatro ramos iguais simetricamente em rela-

I,IIIJ nos dois eixos coordenados.
Admite duas assíntotas de equação

x= + a

1I IIIIII" d S duas paralelas ao outro eixo

y=+ b

Tem um ponto isolado na origem e dois pontos duplos.
Fuzcndo

J-;-= ~:= 0 (1 -- ~ )
I' IlIl \

x 02 --- 1
a - b- y-

b (02 + 1)
02 -- 1

COIl1
1I11I't.' 1111

/'11<:11 exemplos icrminumos, as noções apresentadas
llI'V/l1I uuicursuia.



CAP1TULO IV

Breves notfcias sôbre curvas do género um

I- Curva adjunta.

No capítulo II encontra-se demonstrado um teorema cujr
enunciado transcrevemos, para em seguida fazer sôbre êle consi-
derações de diversas naturezas.

Uma curva de ordem n é cortada por uma curva de ordem
m em m. n pontos que, se supõe, não coincidem com os pontos
duplos nem os pontos de reversão da curva proposta, de ordem 11,

. c h' . m (m + 3) d .oe m < n, a necessariamente pontos e mter-
2

secção dados, que determinam completamente a curva de ordem
m. Então dissemos que era nêste caso

"I

m. n- m (m + 3)
2

o número de pontos determinados pelos pontos
de m,» n êsse número era

(n - 1) (n - 2)
2

Ora quando m = n - 1 estes dois números confundem-se "
o mesmo sucede para m = n - 2.

Quando fôr m > n - 3 podemos admitir o número

1
- (n - 1) (n - 2)
2

sendo êste número independente da ordem m da curva secunie,
o que é notável

Quando, porém, a curva secante passa por pontos duplos til!

de reversão da curva primitiva de ordem nestes uúmcros ~iOrr'('JII
reduções.

Com efeito, os pontos duplos e de rcvcrafío do curvo d
rdcm n elevem contar-se uma únicu vez C/ldll 11111,porll C.dililll
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hr dt,(t:rminação da curva secante ; mas temos de contá-los duas
l'li como pontos de intersecção das duas curvas. Então se fôr

" número de pontos duplos e de reversão da curva de ordem n
"VI'IIIQS aumentar de 25 o número de pontos de encontro dela

"111111 secante, e conseqüentemente baixar da mesma quantidade
" 1IIIII1erO de pontos de intersecção determinados pelos outros,
IIIII que do número dêstes, a são antecipadamente conhecidos.

lodemos então enunciar o seguinte importante teorema :
Entre os pontos de intersecção duma curva dada, de ordem

11, ,'011I uma curva de ordem m, obrigada a passar POl- o pontos
11I1'/os(ou de l-eversão) da curva dada, o número de pontos deter-
1I/IIIdos pelos outros será

para m > n - 3
(n - 1) (n - 2) _ 25

2

» m < n-2 m. n _ m (m + 3) ,2 - - o

Este teorema importantíssimo é, juntamente com o princípio
d,l correspondência, de que falamos a seguir, ponto de partida
11111'11lima teoria sôbre sistemas de pontos sôbre uma curva, e a
'1'11' Clebsh chama a geometria sôbre uma curva algébrica. O
~lIllId() dêstes sistemas de pontos é extraordinàriamente compli-
'lIdn, estudando-se então o caso restricto dos sistemas de pontos
'11((' !irio atravessados pelo que se. chama curva adjunta.

\)ú-se o nome de curva adjunta, a uma curva que passa uma
I'I!/, por todos os pontos duplos e pontos de reversão da curva
II~II, ou mais geralmente, se a curva fixa tem um ponto múltiplo
dI' ordem i a adjunta passa por êle (i - 1) vezes, não havendo
1I1/-Ieral contactos entre os ramos das duas curvas.

Se supozermos ainda que em cada ponto múltiplo, a curva
1Il( 11, C n, de ordem n, possue tangentes distintas, êstes pontos

IHlllcm substituir-se por ~ i (i - 1) pontos duplos, de modo que

'I H611ero pode representar-se por

g == (11 - 1) (11 - 2) _ ~ a i

2 i

2 pontos duplos,

i(i -1)
2

a5 pontos triplos e a iIJ, /I CIlI'Vtl C 01, admitir
1""11014 de ordem i.

";Iltno 1\0 enunciado (Interior devemos substituir o por

,I, 'J.; Ij I. j (i I), o que d/\ 11m novo rcorcmu que se enunciará
.• I

dll M"I\"illIC IIlndo,
IWI,'/' (I,~ plilll/l,~ do 1II11'I'NI'I'f'110di' 1111111 1.:111')11/, adi"ll/a ti
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ordem m, com a curva fixa C n, não situados nos pontos singu«
lares,

1.°para m > n - 3, g pontos, pelo máximo, são determinados
pelos restantes.

2.° para m = n - 2 - r , g - 1 -- ~ (r + 2) (r - 1), pelo
máximo, são determinados pelos restantes.

Os pontos restantes no primeiro caso são em número igual a

m , n - 2:0: i. i (i - 1) - g = no: + g - 2

onde
0:= m - (n - 3)

Os pontos restantes do segundo caso são evidentemente

1 1 ~ .. .2 m (m + 3) - 2~o: i ' I (I - 1)

Muitos outros teoremas, se apresentam, num estudo mais
completo dêste assunto.

I I - O conceito da correspondência de Chasles, generalisado.

É suficientemente conhecido o princípio da correspondência
estabelecido e demonstrado por Chasles para os pontos da linha
recta.

Esta generalisação do princípio de correspondência de que
vamos agora dar noções rápidas, foi enunciada, mas sem demons
tração por Cayley, numa nota a uma comunicação de Chaslcs,
Comptes Rendus, t. LXII, e mais tarde o mesmo Cayley apresen-
tou uma demonstração para um caso particular da aplicação dêss
princípio.

Brill demonstrou-o algebricamente (Malhem. Annalen t. VI).
Lindemann demonstrou-o por meio das funções abelianu

(Journal de Crelle, t 84).
Chasles, tinha-o, contudo, já aplicado para as curvas du

género zero, como se nota, Comptes Rendus, t. i.xu, e também 110

Capítulo II dêste livro.
Vamos definir êsse principio da correspondência utilisnmln

para isso a notação de Clcbsh, nas suas lições sôbrc li geon1Cll'iu
(Vorlesungeu ttber Geomct rie).

AntCH porém do cutrnr prõprlnmcntc nn /olCIH':1'1l11IHlÇ((Odo
Pl'illCírio de ClltllilcH f',,\'UII\WI 111111111c()l\l\ideI'H~'rÍl:1\ 1'11(·iH pUl'U o
('f{1l111l!lllfllcio nORHn ('11111110.
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No parágrafo III do Capítulo II representámos urna rêde de
I III'VUSpela equação geral

C, + h C2 + k C5 = O

111!l1\:C1., C2 e C5 são as equações de três curvas de ordem n, e,
li Il k são dois parâmetros arbitrários,

Podemos contudo fazer

11) C! yi + C2 Y2 + Cõ Yõ = O
11que se obtém dando a h e k os valores

h=h.
yl

k= Y5
yi

A equação (1), desde que se tomem yt, Y2' Yõ para coorde-
IllIdlls homogéneas dos pontos y dum plano, faz corresponder a
1:111111ponto y, uma curva de ordem n.

Se '
c, = O, C2= O, C5= O

11'1em três funções homogéneas de grau n, das três variáveis
1,\ X~, x5' em vez de X, y, z como temos feito até aqui, também

11I1I1t:mosconsiderá-las como curvas de ordem n, de pontos x,
III)IL~ coordenadas homogéneas no plano são Xi. x2 e xõ'

Então num mesmo plano, têm sede, dois planos pontuais, um
di' pontos x e outro de pontos y.

A equação

c, yi + C2 Y2 + C5 Y3 = O
I uuhclcce entre os pontos dêstes dois planos uma correspondên-
11,11111que a cada pomo y corresponde uma curva de ordem n
.11 pontos X, e, reciprocamente, a cada ponto X faz corresponder
11/111/recta de pontos y.

Mllis geralmente, podemos considerar sistemas de curvas;
1I'I"'I'ilt:lltnclas por uma equação homogénea, quer em relação
111'1x x, quer em relação aos y y, e de ordem m e n relativa-

111111111'1I0H X X C OlO:'\ Y y.
I 'olu 110tUCMO de Clcbsh será

f ("' n) O
X , Y

1':lllllO 1\ cnrln 11111110.Y ('OI'I'tlHPOlldc 1111)11 CIII'vn de urdem m,
il/iI\l, X~, X1, dI' plllllll/'l X, (' 1\ (~lIdll pOli tO x, ('111 1'C'Mponti i.' umu
111VII dI' II/'d"1I1 11\ do pOlllllM y.



Vamos agora demonstrar um teorema relativo a estes ",li
sistemas de curvas. .

Sejam dados dois sistemas de curvas
m n m' n '

f(x'Y)=O cp(x'y)=O
A cada ponto x do plano corresponde uma curva f de c

n de pontos y e outra curva cp de ordem n', e portanto 11

ponto x correspondem

pontos x.
Procuremos os pontos x que comcidem com os seu

pondentes y.
Fazendo x = y, nas equações f = O e cp= O encoutnu

os pontos procurados e que recebem o nome de pOIZI()~ d,' I

dência,
Como para

~= m. n' + n. m',

Se x percorrer uma recta o ponto y percorre
ordem B. ,

Com efeito fazendo em f = O e 'P ~ O
x, = Zl -I- À li

e, eliminando em seguida, À obtem-se uma curva di' 111 d"11I

m n' + n 01'.

Evidentemente q\IC se y percorre U1l11\ ,'üct,1t II 111111111
cr ever à uma curva, também de ordem ~. () ((;()I'('III11 11111

recíproco.

Postas CRlllR COllllidcrllcõi;lI, VIIIIIOli IIHOI'/I "1111111 illl 11
io da corn'spOlld(llIcilt dI' (:'ltI,~h'N )llll'H OHpllllllll\ di' 11111

St\jll
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a.' = n. n'

pontos y, que são as intersecções das duas curvas.
Do mesmo modo a cada ponto y correspondern

C/.=m. m'

x=y
f (x, y) = O' fica de grau m + n, e cp (x, y) = O, d
podemos calcular o número de pontos de co'íncid

(m + n) (rn' + n') = m. m' + n. n' -I- m, n'

=a.+(J..'+~
onde se fez

I()()()
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'"I'I-ação homogénea duma curva Cn, às três variáveis Xi, X2 e
111K'Vaesta que suporemos da ordem n e do género g. Admi-

1111114por enquanto que a curva Cn não tem, pontos duplos nem
l!ilill-> de reversão.

I:onsideremos agora um sistema de curvas

cp(~,;)=o
que a cada ponto x do plano pontual de pontos x, corres-
uma .curva de ordem s de pontos y, e a cada ponto y cor-

1lI!I,de igualmente uma curva de ordem r. .
. h-nediatamente entre os pontos x e y satisfazendo à equação
I m~'va Cn , e portanto

f (x) = O f (y) = O

tabelecida uma correspondência.
om efeito a um ponto x da curva correspondem

b=s. n

illll..., y também pertencentes à curva e que são os pontos de
I fi _.ecção da curva

a=n. r

f (y) = O

dem n com a que resulta de cp substituindo Xi, x2' x1'j pelas
I d-cnadas do ponto x, considerado. Esta última curva é de
11\ S.
1)0 mesmo modo a cada ponto y da curva, isto é,

f (y) = O

situados sôbre C" .

curva de ordem r + s, e cuja equação é :

cp (~ ,~) == O

1,1 1\ curva Cn em :

(r -I- s) n = a + b
, puru os quais um dos pontos x que corresponde a y, cai
y, ou rcclprocamcnrc.

/IteM
I -I- b

dl'II-II() (l 1\0111(' d(~ l'mll(),~ ti(, ('oYI/('id~"ri(/ du CQITCHpOII.
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dência definida por 0/, e esta correspondência costuma represen-
tar-se pelo símbolo.

(a,b)

As consideracões anteriores, deixam de ser exactas se entre
os pontos de intersecção das curvas correspondentes a y, um ou
mais, por exemplo 1" pontos, coincidem com o próprio x, e se
entre os pontos de intersecção das curvas correspondentes a y, à
coincidem com o próprio y.

Isto pode suceder, por exemplo, quando para um ponto x a
curva respectiva tem, com f = O, e no ponto x, um contacto de
ordem !'- - 1.

Diz-se, neste caso, e em casos semelhantes, que a curva tem
com f um ponto de intersecção de valor 1'"

Para I'- e 0, tudo se passa da mesma maneira, e até mesmo
Os números 1" e o são iguais.

Imaginemos, com efeito, que na equação

~ (x, Y) = O

eliminamos uma das coordenadas x i, por exemplo x15, por meio de

f (x) = o.
Feita a eliminação o factor

Xl. Y2 - x2 y1

deve encontrar-se 1" vezes, visto que para x i= Y i, êle se anuiu
I). vezes.

Se em seguida, se elimina Y3 por meio de

f (Y)= O

u resultante contém o factor considerado

n. I'-
vezes.

Deve contudo obter-se o mesmo resultado se eliminássemo,
primeiro YlI e em seguida x!), e como em tal caso o factor fiauru

11. à
vezes, será

e·=O
_ q. d.

Orna corrcspondêncin como u que ucabümos de definir, po
IHlÍIldo em x 1I1l1 !10lllO de vulor /', rcprcscnru-sc l-iilnbôlict\lllclll
plll'
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ou por
(a - 1'-. b - !'-)!'-

onde se fez portanto
(0:, ~)I'-

o:=a-/). ~=b-I'-

Vamos agora tratar de procurar o número de pares de pontos
X e Y pertencentes à curva primitiva Cn , que satisfazem sirnultâ-
oeamente a duas correspondências

(a, b) (a', b')

Reparemos que em ambas as correspondências se tem [1, = O,
Sejam então

(
r.

rp x'y)=O
r' s'

rp' (x ' y) = O

as equações das correspondências ..
A cada ponto y do plano correspondem r. r' pontos. x de

intersecção das curvas r = O, rp' = O; do mesmo modo a cada
ponto x, estão ligados, s. s' pontos y.

Se y se move sôbre uma recta, os r. r' pontos correspon-
dentes x, percorrem, como já demonstrámos, uma curva de
ordem, r. s' + s. r'.

Então se y percorre a curva f = O, os mesmos pontos per-
correm uma curva de ordem

n (r. Si + ri. s)

Cada ponto de intersecção desta curva com f, dará, com um
ponto y situado em f, um par de pontos, procurado. O número
de pares de pontos que satisfazem ao mesmo tempo às duas
correspondências

(a, b) e (a', b')

Suo então em número igual a

n2 (r. s' + s. r') = a .. b' + b. a'
Suponhamos agora que se tinham as duas

Ncguintes
correspondências

(a, b) e (a' - F", b' -().')[1.'

númer

deve I-iO{'I'C I'

dl' villm' ("

a. b' I b, a'
iunn I'edllçfio. em\) efeito, rp'
Illtio 11I11plH' ('OlIlJlOHIO de doi

o poasui 11m ponto
pOIIIO'l VilllllllIJIi (x , y)
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satisfaz simultâneamente à correspandência 9, aos a + b pontos
de f, onde se dão as co'incidências de 9, e [1.' vezes em cada um
dêstes pontos.

Para achar o número de pares separados que satisfazem ao
mesmo tempo às duas correspondências temos que subtraí!', por-
tanto, [1-' (a + b) de modo que:

O número de pares separados, de pontos que satisf'aiem
simultâneamente às duas cOI','espolldências

(a, b) e (ai - 11..', bl - [1-')[1.1

é igual a
a (b' - [1.1) + b (a' -- [1-')

Considéremos agora, finalmente, duas correspondências

(a - [1., b -- (J.) e (a' - [1-', b' - [1-') ,[1- 0
e procuremos resolver o mesmo problema.

Para isso, na equação da primeira correspondência

rp (x, y) = O
alteramos os coeficientes, dando a cada um dêles, acréscimos
muito pequenos. A correspondência ficou modificada, numa outra

7t (a, b)o
que não possui em x um ponto de valor múltiplo, mas que dtl
para um ponto x , da curva Cn, [1- pontos também da curva, lO

visinhos dêle , o mesmo sucedendo para os pontos y.
Pelo teorema anterior as duas correspondências

7t e rpl

são satisfeitas por pares de pontos em número dado por

a b' + b a' - ().' (a + b)

Porém entre estes pares há os que se compõem de dOI
pontos (x , y) muito visinhos, e que ao fazermos tender para zero
os acréscimos dados aos coeficientes de rp, virão a coincidir, ori
ginando novas reduções. Vamos então ver quantos são ê:';~H'
novos pares.

Para isso, consideremos um dos pontos de co'incidência il
correspondência cp', isto é, um ponto onde se encontram rcüuidu
(l,' -I- 1 pontos x = y de tf'·

- uando o ponto x se aproxima dês1le p01110, () ponto y, ti \I!
deve com êlc cotucidir, permanece nu visinlmnçu de x, COI\I'IIII

le-se com x no ponto til' cotucidênciu c 1\('IIH(/l':;C1lllllllllCllItl. 1i
l\lcdidli <lIIC x N<': 11('11H 111 ,

1':lIll'io 1'1('x IH'ITOI'I'!'I' li/I Vi~jIlIlIUIÇIlH d(' 1111\ qllulqllCI' plllllll
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de con'incidência de rp', o ponto y percorre todos os pontos da
curva f que são visinhos de x. Entre estes pontos visinhos de x
estão compreendidos todos os [1- pontos que foram originados
pelo ponto de valor [1-, de rp.

Podemos então já afirmar que, se forem C' os pontos de
coincidência de rp', restam- nos os pares separados

a. b' + a'. b - [1-' (a + b) - {l-. C'

l]Lle satisfazem simultânea mente, a !f e a rp'.
Como a deformação podia ter sido dada, antes, a rp', teríamos

lima fórmula idêntica

a'. b + !l. b' - [1. (a' + b') - p-'. C

onde C, é o número de pontos de coincidência da correspon-
dência !f.

Por comparação teremos

c - (a- [1-) - (b -: [1-)

[1.

G' - (ai - [1.') - (b' - [1-')
()./

Este cociente que tem a mesma forma para as duas corres.
pondências deve ser independente da natureza da correspondên-
cia considerada,

Então poderemos determinar o seu valor com urna corres-
pondência onde C seja conhecido, previamente, por outra ordem
de idéas.

Consideremos a correspondência entre o ponto de contacto y
duma tangente de Cn, e os outros pontos de intersecção x, da

, tllngente com C,.; que, sabemos, são em número (n - 2).
Para esta correspondência o número de coincidências é dado

pelo número de pontos de inflexão de Cn •

Ternos, também, neste caso

a = n b = n (11 - 1) (l. . 2

Então o cociente tem o valor

(n - 1) (11 - 2) = 2 g

Da fracção considerada tira-se imediatamente

c ;;'"(o: ' (l,) -\- (b - (l,) -I- 2 g (l-

t~ li I Ittl 1l'\(!J)1 C vem, pllrn número de pares separados que satisfa-
t!i11 :;jrmdlnn<.:IIII1Cl1l<.: 11 r~ C 11 rp'.

'p ry') '(11 ~ li) (11' - [,I h /I' (J ') r. g (l- [l,1I"

1,'II~tllldn III'Mtll t!Xpl'!lIllHíO



74

(a - (l.) = a (a' - ,u.') = a'

(b - [1-) = ~ (b' - [1-') = ~'
podemos enunciar o importante e geral, teorema que rege as
correspondências: .

O número de pontos de coincidência duma correspondência
cp (a, ~) (l., sôbre uma curva de géllero g, é

C=a+~+2g(l.
e o número de pares de pontos (x, y) satisfazendo simultânea-
mente as duas correspondências cp (a, ~) (l. e cp' (a', ~') [1-1, é

('f rp') = o: ~' + ~,(/.'-, 2 g {1. (l'"

Como aplicação importante das fórmulas de correspondência
deduzi das, vejamos qual será a relação entre o género g duma
curva C e o género g' duma curva C', se entre os pontos das
duas curvas houver uma correspondência tal, que a um ponto P
de C, correspondem x' pontos P' de C', e a um ponto P' de C',
correspondem x pontos P de C.

Este problema foi desenvolvidamente tratado por Zeuthon
em Mathem, Annalen, t. III, p..150,

Designemos por y e v'. o número de coincidências de dois
pontos que correspondem respectivamente sôbre C e C', ao
mesmo ponto da outra curva, sem contar as coincidências que
advêem dos pontos duplos das curvas.

Suponhamos que, correspondendo a um ponto P, dois pontos
coincidem em P', e que reciprocamente dois dos pontos corres-
pondendo a P', se confundem em P, sucedendo isto z vezes em
cada curva.

Temos assim para determinar y e z, a correspondência

[x' (x - 1) , x' (x - l)]x,
Com efeito, a cada ponto P de C, correspondem x' ponto

P' de C', e a cada um dêsres pontos P' correspondem x pontos ()
de C, dos quais um se confunde com P, o que faz ao todo x'
pontos,

rHI correspondência tem para pontos de coincidência (I

número

y I 7. X' (x - 1 x' g
i: (1IIllh('1l1
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y' + 2 z = 2 X (x' - 1) + 2 X g'

, por subtracção

y - y' = 2 x' (g - 1) -- 2 X (g' - 1)

resultado importante que permite enunciar:

Entre duas curvas tais, que a um elemento da primeira cor-
respondem x elementos da segunda, e a 11m elemento da segunda
x' elementos da primeira, uma de género g, outra de genero g',
I' que teem respectivamente y e y' pontos de coincidência, existe
/1 relação.

. y - y' =-= 2 x' (g - 1) _. 2 X (g' - 1)

Um caso importante de correspondência entre os pontos de
duas curvas é o da determinacâo única ou também chamada cor-
rcspondência ponto pOl' ponto ou ainda correspondência uniuoca
I' reciproca ou biuniooca.

Diz- se que duas curvas se correspondem ponto por ponto
quando:

- a todo o ponto da primeira corresponde um só ponto da
segunda. .

- a todo o ponto da segunda corresponde um só ponto da
primeira.

Abandonemos, para êste caso simples, a notação de Clebsh
• tomemos, pois, para equações das curvas as seguintes

cp (x, y) = O 'f (ç, 'fi) = O

Para uma correspondência como a que definimos, é neces-
ürio que as coordenadas x e y dos pontos da primeira curva se

exprimam racionalmente em função das coordenadas ~ e 'fI dos
pontos da segunda. Temos então:

x = <I) (~, 'l)) Y = e (ç, 'l))

Para a correspondência ser recíproca temos que ter necessà-
rinmcnte as relações

~c., F~ (x, Y) 'fI = F2 (x, y) .

1111\1<.: li unicidndc d1\ corrcspondêncin, obriga que F1 e F" sejam
1II/Içõe.'l rncionnis. ~

IllIm cOlllpl('1I1I'IIIOI1 ~H(C 11I1HII1110, VCjllJllOH i/uol li relação
r~II(I'(' f'M ~,(-lIi~/'(1'1 dto cllllltI \;IIl'VIIH 111/1' /H' \'!II'I'(~NI'0lli 1'111 pOllto por
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ponto. Para isso basta fazer, no enunciado do último teorema
demonstrado

x = x' = 1
donde

y = y' = O

Então da fórmula

y - y' = 2 x' (g - 1) - 2 X (g' - 1)

conclue-se que é
g =g'

Este resultado resume-se no seguinte enunciado.
Duas curvas que se correspondem ponto por ponto são do

mesmfJ género. .
E êste um teorema importante que mais tarde utilisarernos.
Se na mesma fórmula fizermos

x'= 1
donde

y'=O
e fizermos, também, por hipótese

g=g'

virá o seguinte teorema que enunciamos imediatamente:
Se duas curvas do mesmo genero, g > 1, admitem lima COl'

respondência tal que, a um ponto da primeira corresponde um
ponto da segunda, esta correspondência, é reciproca.

Com efeito, fazendo as substituições indicadas acha-se paru
g > 1.

x=l
Consulte-se sôbre êste assunto a demonstracão de Weber

J. Crelle t. III pág. 345). >

lII - Toda a curva de género um, admite uma correspon-
dência unívoca, com uma cúbica.

Demonstraremos primeiro que uma curva de género um COI'
responde ponto por ponto com uma outra curva. Em scguid
demonstraremos que esta última curva é uma cúbica.

Seja então uma curva C"' qualquer, do género um e d
equação f (x, y) = O, de grau n.

Por hipótese O géncro da curva é um, e então teremos

I
d I r ') (11. I) (11 ~)
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Consideremos agora as curvas adjuntas de ordem n - 2,
(:"-2' A equação geral destas curvas contêm um número de
'O eficientes igual a

~ (n - 1) n - [ ~ (n - 1) (n - 2) - 1 ] = n

Façamos agora passar estas curvas adjuntas por mais n - 3
pontos de Cn , escolhidos arbitrariamente.

Então, na equação destas curvas, restam por determinar

n - (n - 3) = 3

parâmetros, e essa equação será da forma

h fI (x, y) + k f2 (x, y) + I f5 (x, y) = 0-

Procuremos agora os pontos de intersecção destas curvas
udjuntas, com a proposta Cn •

Em primeiro logar, as adjuntas são de ordem n -- 2 e a
proposta de ordem n. Portanto n (n - 2) pontos de encontro.

Em segundo Ioga r, dos n (n - 2) pontos de intersecção são
.onhecidos :

2 [ ~ (n - 1) (n - 2) - 1 ] nos pontos duplos

n - :.'> nos pontos simples de Cn , escolhidos.

Então as curvas adjuntas cortam Cu, em

n (n - 2) - 2 [ ~(n - 1) (n - 2) - 1 ] - n + 3 = 3

pontos variáveis.

Façamos agora corresponder a cada ponto x, y um ponto de
rncrdenadas ~, -fi definidas por

12 (x , y)
~= f.1 (x, y)

f5 (x, y)
Y) = ti (x, y)

Se (x, y) percorrer tôda H curva Cn, (~, -fi) descreve uma
l'IIl'VIl K que corrcspondc, ponto pOI' ponto, com Cn .

Com deito (I cndu ponrc (x, y) corrcsponde um único ponto
(f" 11). l~cHtl\ dCllIOIIHII'II" que, invcrsamcnrc , n cnda ponto (~, -fi)

1ClI"'CílpOildc uni, c ,'j(') 11111 pOllto (x, y),
VIIII\OH dCIIIC)IIMO',1 lo POI' IIhH'il'do,
SlIpolllillllllJH 11'"' 11 ('111111 11111110 (~'II' I/li) dll CIII'VII K COI'I'C;<"



78

pendem, pelo menos, dóis pontos de Cn cujas coordenadas
(ai, b') seriam dadas por

E = f2 (a, b) = f2 (ai, b/)
-o fi (a, b) fi (ai, b')

(a, b)

[5 (a, b) f5 (ai, b/)
Y) - -o - fi (a, b) - fi (ai, b')

Mas então teriamos

fi (ai, b/) f2 (ai, b/) f5 (ai, b/)
fi (a, b) = f2 (a, b) = f~ (a, b)

Estas relações mostram que tôdas as curvas adjuntas de
equação

h fi (x, y) + k f2 (x, y) + I f5 (x, y) = O
que passassem pelo ponto (a, b) da proposta passariam também
por outro ponto (ai, b') da proposta. Então elas cortariam CIl em

3-2=1

ponto móvel e como as suas equações conteriam então, só um
parâmetro arbitrário os pontos (x, y) da proposta, tinham as
coordenadas expressas racionalmente, em função dêsse- parâmetro,

A proposta, contràriamente à hipótese, era do género zero.
Este absurdo veio de se supor que a um ponto da curva K

correspondem mais do que um de Cn •

Então a curva K e a curva Cn correspondern-se .ponto por
ponto, como queríamos demonstrar.

Resta-nos provar agora que a curva K é uma curva de ter-
ceira ordem.

Para isso cortemos a curva K pela recta

h+k~+IY)=O
A cada ponto (~, 'fi) comum à recta e à curva K corresponde

um, e um só ponto, dos que são comuns à curva proposta Cn e
às adjuntas

h fi (x, y) + k f2 (x, y) + I f5 (x, y) = O
Então a ordem da curva K é dada pelo Inúmero de pontos

móveis, que a curva CIl , tem com as adjuntas. A curva K é pois
de terceira ordem .

c. q. d.

1'0['0 um estudo mais profundo das curvas de género um,
)\0(\<.: Iuz cr-ae u leituru duma memória de Cayley lUIS Compres
N('/Idlls t. I XII )\1\1-\. 5!1() e dili'\ obrus li! uponttulns por este ilustre

C(1I1 te t 1'1\.

SEGUNDA PARTE

Complementos de cálculo integral

CAPÍTULO V

Generalidades sôbre funções

I- Definições.

As funções dividem-se em duas grandes categorias; algé-
bricas e transcendentes.

No sentido mais geral, diz-se que uma grandezay é função
algébrica de x, quando ela satisfaz a uma equação

F (x, y) = O

racional em relação à incógnita y, e à variável independente x,
que aparece nos coeficientes de y.

São funções transcendentes as que, como log x, cos x, sen x,
e infinitas outras, não cabem na definição anterior.

Quando a equação F (x, y) = O, é do primeiro grau em y,
ela dá para y, ou um polinómio inteiro da variável independente
x, ouum cociente de polinómios.

E o caso das funções inteiras ou fraccionârias constituindo
o seu conjunto as funções racionais. .

O estudo das funcões racionais é feito detalhadamente na
Álgebra. '

Quando a equação F (x, y) = O fôr do grau dois ou superior
relativamente a y, ela define uma função irracional de x.

Nos parágrafos seguintes relernbram-se certas noções impor-
tantes e que são imprescindíveis para o seguimento dos estudos
que encetámos.

Voltemos então às funções estudadas na álgebra para registar
na sua teoria os factos mais importantes.

II - Funções racionais,

O facto mais importante observado, no estudo destas fun-
ÇOCIi é fi sua dccompoeiçfio CI11 f"acções simples.

Seium F (x) e FI (x) os dois poliuómios uuciros de; urnus rn
• 11, rcapectlvnmcnrc. Sl' m,.
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F (x) = (x -- at (x ~ b)(3 ... (x -- p/'
e sendo como se sabe

0'+(3+ ... +),=m> n

a decomposição em fracções simples é dada por

Fi (x) Ao Ai
y = F (x) = x - a + (x - a)2 +. "

A
+~~

(x - a)C/.

s, Bi+ X - b :- (x - br + ...
B(3.- \+- fj
(x - b)

1T .. ' ... +
Lo Li 1+ X -- I+ (x _ 1)2 T ...

LÀ-1
-4- --,--.. , . (x -1/

Para determinar os coeficientes da parte do desenvolvimento
relativa às raizes x - a procede-se do seguinte modo:' na ex-

pressão Fi (x)
Y = f (x) = F (x)

faz-se x = a + h e vem:
Fi (a + h)

f (a + h) = F (a + h)

Depois de efectuada a divisão segundo as regras da álgebra

obtem-se

Ao Ai
f (a + h) = 11+ h2 + ... +

Ap-l CPi (a + h)
hP + cP (3 + h)

onde
rp (a + h) = rp (a) + h !f' (a) +

sendo
'f (a) ::Ice; O

mudando a + h em x vemEntú

r (x) Ao
x 11 I (X

/\1 I ... IIr'
Ap I 'pt (x)

x {I) I' I 'P (x)
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Sôbre a fracção
CPi (x)
q; (x)

procede-se de igual modo no que diz respeito a uma das restantes
raizes.

Este desenvolvimento tem uma importância fundamental no
cálculo integral quando se pretender integrar uma fracção racional.
Obtem-se então aí uma parte transcendente ~ uma parte racional.

Uma outra aplicação curiosa desta decomposição consiste na
determinação rápida da derivada de ordem n duma fracção
racional.

Tomemos para exemplo a função

f (x)=A x + Bx2 _ a2

e procuremos a sua derivada de ordem n. Para isso basta fazer

• f (x) = _1 [A a + B + A a - B ]
2a x-a x+a

para se obter com a máxima facilidade

fI ) n! (-- 1)0 l- A a + B A a - B ]
I1 (x)= 2a (x_a)I1+1+(x+a)O+1

Como resultado importante temos o seguinte: façamos

a = y- 1 A = O B = 1
virá

li fo (x) (- 1)0 [ 1 + 1 ]
n! 2V-1 (x- y_l)O+1 (x+ y_l)O+1

cos !f
se agora tomarmos x = ---, temossen rp .

1 sen" +1 cP
(-x--y--l)" +1 = (cos 9 - V- 1 sen ep)n +1 =

=sen,,+1 cp [cos (n + J) cP + i sen (n + 1) rp]

e também

(x I y 'Í)" I I

sen" +1 rp
(COS cp I V~-1 Sl:11 9)" I ; =

'JlI1 I I 'P I cos (11 I· I) 'p i scn (11 I 1) rp-I
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Então vem conseqüetJtemente

f" (x)nT = (- 1)n sen" +1 <f. sen (n + 1) <p

Notando agora que é também

1
f (x)=~ 1 , x

conseguiu-se com grande facilidade a derivada de ordem (n + 1)
da função f (x) = are tg lC.

Este resultado vem em J. Bertrand - Traité de calcul dijJé-
rentiel et de ea/eul intégl'al, t. I, pág. 143.

Ill - Funções algébricas, .não racionais.

o estudo das funções algébricas não racionais é feito,
supondo-as raizes da equação

F (x, y) = O
e conduz a resultados que ligam entre si a álgebra e o calculo
integral.

Seja
F (x) = O

uma equação de grau n. Designando por f (x) uma função racio-
nal qualquer, e pondo na equação

y = f (x)

obter~mos u~a no,:a equação de grau ~, em s- ~
Com efeito, sejam a b ... I as n raizes da equaçao F (x) = O;

as raizes da equação transformada serão evidentemente

f (a) f (b)." f (I)

e são também em número total de n visto que por hipótese f (x)
é racional.

e.sta particularidade que se acabou de demonstrar permue
ugrupar tôdas as equações em classes visto que, estudada umn
duda equação se encontram estudadas tôdas as suas transfor
mudas. Evidentemente qlle, se F (x) O tiver coeficientes inteirou,
: NC OH polinomlos nllmcl'lIdOl' c dcnominudor (11: f (x) rsmbém 01
tiverem, 1\ truuaformadu IIUO ~c'>HCI'l\ do mcamo gl'Ull (lu pI'OP()~111

orno lH111hófn, 14.:1'1\ OS IHI\li'\ 1.:00:t1cklltl!lI, itllcil'OK.
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o desenvolvimento da idéa anterior pertence à Aritmética
superior e serve de base à Teoria das formas.

Também para as equações a duasvariaveis existe um critério
semelhante, mas extraordinariamente mais complicado.

Esse critério estabelecido por Riemann na sua Théorie des
fonctions abéliennes, permite, também, dividir estas equações em
classes.

Sem demonstração essa divisão consiste no seguinte:
Duas equações

F (x, y) = O Fi (u, v) = O

pertencem a uma mesma classe, logo que se possa passar da
primeira para a segunda pondo

u = f (x, y) v = fi (x, y) = O

onde f e fi são· funções racionais de x e y e tais que se possa
inversamente exprimir x e y em funções racionais de u e v.

Demonstremos agora uma proposição muito importante para
a continuação dêstes estudos.

Tôda a função racional f (x) dU'!la raiz: duma equ~ção ·do
g,'au n, F (x) = O, reduz-se sempre a forma dum polinâmio do
grau n - 1, ou menor

Suponhamos então que f (x) é simplesmente uma função
inteira e portanto .

f (x) = A xm + Ai xm - 1 + ...
" e dividamos êste polinómio por F (x); obteremos a igualdade

f (x) = F (x), Q + R

Desta igualdade conclue-se que para tôdas as raízes de
F (x) = O se terá

f (x) = R

Mas o resto R é um polinómio de grau igualou menor que
n - 1, porque o grau do divisor é n.

Consideremos agora o caso de

f (x) = <fi (x)
<f (x)

Paru que se verifique ainda o enunciado, trata-se portanto
ele ver se MC pndcl'Íío determinar os coeficientes !lo Ill ••• de f (x)
xim I1 forma

I (x) "11 X11 I I li, XII" -I /lu x 11 /I 01- •• o ,I 1111
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Fixemos que êstes coeficientes são em número igual a n.
Sejam agora aI a2 a5, " ao, também em número igual a 11,

as raizes de F (x) = O que por hipótese é de grau n,
Então ter-se-há '

Bo a~ + B1 a~- 1+ B2 a~ - 2+ '" + Bo -1 = f (a 1)
Bo aO + B1 ao-1 + B2 ao-2 + , .. + BO-l = f (a e )

,2 2 2

............................................. , .
Bo a~ + B1 a~-1 + B2 a~-2 + ,'. + BO-l = f (ao)

Ora estas equações nem são impossíveis nem indetermina-
das. Com efeito a regra de Cramer dá para as incógnitas valores
cujo denominador comum é o determinante de Vandermonde

O 0-1 a1 1a 1 ai ...
o 0-1 82 1a2 a 2 ...
o 0-1

as a 3 ... 33

o 0-1 ao 1ao ao ...
que, em valor absoluto, não varia com permutações das raizes
•.11 a

2
••• ao , e só se anularia em caso de raizes iguais.

Excluindo êste caso,' os coeficientes Bo B1•. , são funções
simétricas das raizes de F (x) = O e exprimem-se portanto racio-
nalmente em função dos coeficientes da proposta. '

Então f (x) é reductivel ao grau n - 1. '
No caso de raizes iguais, baixariamos o grau de f (x) até

êssc grau ficar igual à ordem do determinante de Vandermonde
formado com as raizes simples, e uma de cada raiz múltipla.

c. q. d.

Em virtude do teorema anterior, tôda a função racional
(' (x, y) da variável independente x e de uma raíz da equação d
I-\I'HlI n, F (x , y) O é sempre reductível à forma

r (x, y A1 y,,1 + A~ y" ~ I, .. ' ,I A" 1 Y -I A"

l!\ 1jo
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Não é contudo esta a forma que foi empregada em primeiro

logar por Abel e que figura nos trabalhos de Riemann, Clebsh e
Gordan, sôbre intregração das diferenciais algébricas.

Dividamos e multipliquemos a expressão anterior por F', (x, y),
obteremos:

f (x )=(A1 yO-l + A2 y"-2.+ .. , + Ao) F'y (x, y)
, y F')' (x, y)

Efectuando o numerador, o teorema anterior permite redu-
zi-lo a uma função do grau n - 1 em y e de coeficientes racio-
nais em x. Então

G yO -1 + H yO - 2 +
f (x y) =, F'y (x, y)

tal é a forma importante a que desejavamos chegar e que também
Briot e Bouquet utilisam na Théorie des fonctions abeliennes,

Aplicando o que se disse ao caso simples

y2=X

onde X representa um polimónio inteiro em x, virá

f(x,y)= G VX + H =G +~
V~ VX

Reparemos que sendo a função H, uma função racional pode-
mos decompô-Ia como se segue

H ) v . k Ai
(x =""dk X +(-- )'x - O( I

e então teremos, em última análise, a parte irracional de f (x , y)
decomposta em elementos das duas naturezas

ak Xk Ai
vX '(X_-o::)i VX

resultado que utilisaremos dentro em pouco.
Demonstremos agora esta proposição final:
Se o poliuámio X é do gl'all par z m, podemos com lima subs-

I illlYção l'a cioua I, 1'('d/l~i-lo ao {-fl"all 2 m •• 1.
Com cfclro /lejll H~ 111111\ dO:1 rnir.e:1 de X; 1<':111011
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VX = V (x - ai) (X - (2) ••• (X - a2 m)

Mas como facilmente se vê

IX- a)X= (x - ai)2 m ( __ 2
\X - ai,

Fazendo a substituição

(
X - a3') ,., (~a3.!!2)
x - al/ \ x - 3i

X - a2 =t
x - al

donde se tira
x = a2·- ai t

1 - t

um cálculo fácil conduz a
a -- ai- 2_vx = (1 _ t)m

V t [32 - 35 - (ai - 35) t ] •. , [32 - a2m - (ai - a2
m

) t]
e designando por T o novo radicando que é do grau 2 m - 1
em t, podémos dar à função

f (x , y)
a forma

f (~2 - ai t a2 - ai VT)
1 - t '(1 - tr

ou simplesmente
!f (t, v'f)

sendo !f uma função racional da variável t e do radical de um
polinómio do grau 2 m - 1, como haviamos enunciado.

CAPíTULO VI

Complementos de Cálculo Integral

I-Sôbre Off(X, Vaoxn+ alxn-1 + ... +a,,) dx

Depois das noções preparatórias do capitulo anterior conside-
remos o integral duma função

f (x ,y)

em que y está relacionado com x pela expressão

)'2 = X = ao x" + ai x" - 1 + .". + an_ I X + all

Foi já estudado o modo de reduzir a função f à forma clássica

H
f (x , y) = G + V X

onde G e H eram funcões racionais da variável x. Viu-se ainda
mais, que urna decomposição de H (x) em fracções simples' con-

Ii duziria a função f (x, y) a urna soma de fracções da forma

a k Xk Ai_~~-
VX (x - et.)i VX

de modo que nos interessam unicamente os integrais

j' d x
I,= x" VX J _j' d x

" - (x - Cf.-)n-V-X-

Tratemos de cada um em separado. Consideremos em pnQ

meiro logar o integral

I" .{XII
dx
Vx

Pnru I'cd'l~il'lllO
uunos dl\ i~HUldHd

te illt('MI'lIl fi, illt(;~r{\itl IIllliH l4inrplcs par-
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_ 1 XI
(xP vX)'=p· Xp

-
1 vX + 2 xP vX

~xP XI + P xp-1 X
2
-- vX

onde, por sua natureza, p é inteiro positivo, ou nulo.
. Então se fôr n o grau do polinómio X, o numerador da

fracção anterior é um polinómio inteiro do grau n + p - 1.
Facilmente se demonstra que o coeficiente de xn+p-l nunca

pode ser nulo.
Com efeito sendo

X = ao XII + .,.
vem

1 1__ xP XI + P xp-1 X = ao (- n + p) xn+p-l +2 2

e será sempre
n ,» O p> O

Então poderemos pôr sempre

xn+p-l xn+p-2
(xp VX)/= A vX + B VX- +

1
+ L l/X

Se intregarmos ambos os membros como conduzidos a

xP vX = A . ln + p _ 1 + B . 111 + p - 2 + ... + L. lo

Esta expressão dá o valor de I" em função de integrais mais
simples o que permite concluir

Cada integral 1n i reduz-se a n-1 outros integrais 1011 '" In-~
Com efeito para

p=O,1,2 .. ·

obtem-se os valores de

I" I J" I" _1_ I •••

'111 funçfío dos integrais

I" w I" /I'" 11 Io
(,;oi\.,id<.:I'Cltl()'1 IIllo!'11 o hu curul

,
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J
n

~ r d xJ (X-Cl.Y V'X
para o reduzirmos a integrais mais simples vamos partir da igualdade

(. vx \ I 1· X' vX +(x-rx)X'-pX

.{~-a)P)=2(x-Cl.)PVX -p(X-Cl.)P+l= (x-a)P+IVX,

onde p é um inteiro positivo, ou quando pouco, nulo.
Continuando a considerar como até aqui X, um polinómio

de grau n, o numerador da fracção é um polinómio

rp (x)

do grau n em x e podemos sempre desenvolvê-lo como segue

rp (x) = rp (a) + rpl (o:) (x - a) + ... + rp~ (~)(x - a)n

É fácil de ver que rp (o:) não é nulo quando fôr

X (a):+ O

rp (o:) = - p X (o:)
visto que

"

Afastemos então a hipótese de a ser raíz de X, para a con-
siderar mais tarde.

Se portanto o: não anular X teremos

[
\IX J' rp (o:) rp' (a) ~ (x)

(x-o:)P_ =(x_a)p+l VX+(X--o:)P V-X:+"'+ VX.

onde designámos por If (x) um polinómio inteiro em x que exis-
tirá unicamente quando fôr

n > P + 1

Integrando ambos os membros teremos

~X = rp (o:) Jp+1 + rp' (o:) Jp +
(x - o:)P

Esta expressão, pa ra 01'l di ferentes valores de p, reduz os
integrais .r" ti integrais dos tipos J1 e 111, ja anteriormente consi-
derados.

Poden1ofl cllIl10 ('clIllI))11' :
SIJ o: II!(O /i11' "(fiJ do l,o/iu(Jmio X, II.~ it"('/f,,"i,~ .1" podem

1·(JdI11i,' •.~(' 110 flllllPor/tI I I tt II/I,~ ""I/'J.("/II,~ 111 •
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Resta-nos considerar o caso de o: ser uma raiz de X. Neste
caso, viu-se que era

mas sendo
rp (o:) = O

1 1rpl (x) = - XI + - (x - 17.) XII- P XI
2 2

teremos
1rpl (o:) = (_ - p ) XI (0:)
2

Então se a fôr raíz simples de X, rpl (a) será sempre diferente
de zero.

Mas é sempre possível reduzir X à forma

X = ao (x -- a) (x - ~) ...

admitindo só raizes simples; e podemos então considerar

rpl (o:) 4= O

Com esta condição teremos:

,- VX -]1 rpl (a) 1 rpll (a)
_ (x-a)P _ =(x-a)PvX+Z'(X-O:)P-l VX+···

e finalmente integrando:

vx I ()J .
( =rp o: PT'"x - o:)P

onde os termos seguintes contêm só integrais J de índice menor
que p.

Do mesmo modo para

h > P + 1

haverá integrais ln. Para os sucessivos valores de p todos os inte-
grais .T se reduzem a integrais ln.

Concluindo, vem o seguinte enunciado:
Se (J (61' 7-ait de X (x) os integrais L; redu tem-se a integrais ln.

Aos integrais

.l'c (x ,IIX) d x

cuje rcduçflo ficII "Horu estududn , deu se
"'1)(/1'// U li) I icos.

nome de iuteurai«
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11- Sôbre o jf (x ,Va x4 + b x5 + C x2 + d x + e) d x

Quando. o polinómio X fôr do quarto ou terceiro grau, os
integrais, em estudo, tornam o nome de integrais elipticos.

A razão dêste nome reside no facto de o arco duma elipse se
exprimir por um dêstes integrais.

Com efeito, consideremos a elipse de equação

y=~ V"a
donde

dy _ - b x
dx - a Va2 - x2

e portanto

s j V1 + (~~)2 d x =J" / a4-(a2
-b

2
) x2

V a2 (a2 _ x2) d x

e fazendo
a2 - b2 = a2 • e2

teremos finalmente

1.a2 - (;:2 x2

S = ./ _ ~. d x
V «I

H

que é com efeito do tipo que vamos estudar.
Estes integrais reduzem-se a outros, onde X é do terceiro

grau, por meio da substituição racional indicada no fim do quinto
capítulo.

A importância prática dos integrais e!ípticos, leva-nos a tratar.
particularmente esta substituição.

Consideremos então o

J'f [x ,v' , x, + b x' + c x' + d x + ,) d x.

Seja o: lima raiz real do polinómio X. Teremos

x ) ( I xf'i -I m x~ 1- n x 1- r)(x

'01110 o int cUI'HI 1\ eMt wlll I' Me reduz ~ 1"()I'II1H
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H (x)
G (x) + I X

interessa-nos unicamente o integral

JH (x) d x
. Ix

onde faremos a substituição
1

Y=x-:x
donde

X=o:y+l
Y

d Y
dx=--y

o que nos conduz a

Ix = (x _o a). / Ix5 + m x2 + nx + p =V x-a

= ;2 VI (o:y + 1)5 -+- my (ay + 1)2 + ny2(ay + 1) + py5

.
e então teremos finalmente

/o:y + 1)'-

J' H (x) J' H \ y d Y
I X d x = - I I (o: Y + 1)5 + , __+p y3

e a reducção encontra-se efectuada.

Suponhamos o polinómio X decomposto num producto de
dois factores reais do segundo grau o que é sempre possível se
os coeficientes de X forem reais; teremos

X = (a x2 + 2 b x + c) (m x2 + 2 n x + p)
Fazendo nesta expressão

x=o:y+~
y + 1

. portanto no integral

d x
IX • - ~

(y I J)~' dy

It:I'CIIlU

9õ

«x , 1

v[a (a y + ~)2 + 2 b (y+ 1) (:x y +~) + C (y + 1)2 (o: Y + ~)J
V [m (a y + ~)2 + .. ,J

e anulando os coeficientes de y, determinamos o: e ~ de modo a
transformar X num polinómio biquadrado, Nesta ordem de idéas,
temos: o

la. o: (3 + b (a + ~)+ C = O
m. o: ~ + n (o: -+- ~) + p = O

donde

o: ~= b p - c n
a n - b m

c m - a p
r.t.+(3=an_bm

Uma equação de segundo grau completa o cálculo.
Vejamos quais as condições para que r.t.e ~ sejam reais e

distintos.
Para isso é necessário e suficiente que se tenha

(1) (c m - a p)2 - 4 (b p - c n) (a n - b m) > O

Mas o primeiro membro desta desigualdade, igualado a zero
.traduz a condição para o sistema

\ a x2 + 2 b x + c = O
1 m x2 + 2 n x + p = O

admitir uma raiz comum.
Por outro lado a teoria da eliminação diz-nos ainda que é

(2) (c m - a p)2 - 4 (b p - c n) (a n - b m) =
= a2 m2 (À - À') (À - !1-') ([1- - [1-') ([lo - À')

onde se representaram por

as ruízes du primcir« cquuçu

À e (J•

do sistcrna

, " (I,'

1\/\ du IlcAIIUdll.
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Se as quatro raízes forem reais, a expressão (2) mostra que
(1) se verificará quando

), e p.

fôrem as duas maiores raizes.
No caso de um dos pares p. e ), ou p.' e ).., ser imaginário, (2)

reduz-se ao produto de dois imaginários conjugados. Igualmente
assim sucede quando todas as quatro raizes fôrem imaginárias.
Podemos então concluir que se um dos trinómios da decomposi-
ção de X admitir para raizes as duas maiores das quatro raizes
de X a condição (1) verifica-se sempre.

Para vermos completamente a redução de X à forma biqua-
drada consideremos o caso de

an-bm=O

Em tal hipótese podemos escrever

X = ~ (a x2 + 2 b x + c) (a x2 + 2 b x + p a)
d \ m

e fazer em seguida
b

x=y-a-

para termos

(
C b

2
) ( P b

2
)X=m a ,,2+ _ _ _ y2+ _

.J a a2 m a2
,

que é biquadrado.
Posto isto, vejamos como se passa da forma biquadrada

para o terceiro grau
Seja então o

j' - H (x) -\
. 1_ G (x) + I X _ dx

onde X possui a forma

X -= m x4 + n x2 -I- P

. onde 11 (x) pode ser urna função inteira ou fraccionaria.
Slljl0llhtll110S, caso 1Y1ld~ geral, que H (x) é UfYHI Irncçfíc

('I\CiOIlIl j~lIl1l 110cocicntc de P por Q.
I 'olldll de purtc 1\ 1'IIIlçfio (; (li), I'lIcioJ)I\I, C qlle se auhc Í111/"

Hn\l" tl'IIIUI!
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JQ P (x) dx

(x) V m x4-+ n x2 + P

Multipliquemos ambos os membros por

Q (- x)

para que, no denominador, nos apareça o producto de Q(4)' por
Q (- x), isto é, um polinómio par em x, que designamos
por K (X2).

No numerador efectuado o producto P (x). Q (-- x) resulta
um polinómio qualquer a que daremos a forma

R (x2) + x. S (x2)

Então o integral em estudo toma a forma:

f R (x2) + X • S (x2) d
K (x2) 1m. x4 + n . x2 + p' x

fazendo agora

x2=y
1x.dx=--'-dy
2

1~dX=2/y
vem:

J' H(x) d x=~j~ R (y) dy +
Ix 2 K(y)/y(my2+ny+p)

+.~ r S (y) dy
2 )K(y)/m.y2-1-n.y+p

como pretendíamos achar.

I II - Sôbre O J f (x ,I a x3 + b x2 + C X + d) dx

Estes integrais reduzem-se com a aplicação da teoria exposta
no parágrafo J dêste capitulo, e concluímos que a redução dêstes
integrais conduz a certo número de integrais resolúveis por meio
das funções elementares, e ainda as três novas funções transcen-
dentes

lo f' d x
, li X ,f'~~.~x J1=f'_dx

, (x - • o:)yÍXr I

EStllH 11'~,'11I0VHH 1'1'1111 ~C('lld(;1l t c,
Inlldl1H i11tl')(I'lti,~ 1,11,,/ t'('/I,~ d/' 111'/11I1'/"11
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o cálculo dêstes integrais, deu origem à teoria das funções
elípticas, de que os integrais elipticos são as funções inversas.

IV - Sôbre :[ f (x, V a x2 + b x + c) dx

Podemos aplicar a êste integral a substituição racional de
que se fala no final do capítulo anterior.

Fazendo como aí se indica:
X = a (x - cc) (x - ~). a (x - r/.)2 t - ~)x-r/.)

vem

vx=(x-cc)./a.x ~V x-r/.

e fazendo x-!3
--~=t
x-r/.

vem
x=~-r/.t

1- t

e supondo
~ -- cc =1= O

r/.-~
dx= ~dt

11-t.)

vem

Então teremos finalmente

f' - f ((/.-~t o: - ~ -) CI - ~
• f (x, VX) dx = f 1 _ t '1 _ t . Va r . (1 _ t)2 d t

OLl finalmente f f (x, v'X) dx J F (I) d I

sendo êste integral resolúvel por intermédio das funções elemen-
tares, visto que por F (t) representámos uma função evidente-
rncnt c integrável apesar de não ser racional.

Vamos, no entanto, encarar a resolução completa dêste inte-
gral, urilisundo o yLlc se expôz, sôbre curvas unicursais, nu prl ..
meirn parte dêstc estude.

Sejl\ C (x,y) limo íunçflo rucionul da variúvcl independente x,
\ tllI I'lIllCnO y, ile x definido pclu I'<.llllÇnO
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o integral
y2 = :I x2 + b x + c

f f(x,y) d x

diz respeito a uma curva unicursal, porque

y2 - a x2 - b x - c = O
é uma cónica.

Viu-se, então, no capítulo IU, em geral, e no parágrafo V
dêsse capítulo, que diz respeito a cónicas, que era possível repre-
sentar as coordenadas x e y de um ponto genérico da curva em
função de uma variável e.

Então sendo
x = 0/ (8) x = 'f ,0)

temos sucessivamentef (x , y) d x {f[0/ (e), t (e)] p' (') de

f F (8). d 8

onde F representa uma função racional.

Para um estudo mais pormenorisado das substituições a
fazer com o fim de racionalisar a expressão que se pretende inte-
grar, consideremos três casos.

1.° caso

Pretendemos integrar

(1) f f (x, y) dx

onde é
y2 _ a x2 - b x - c = O

sendo esta cónica uma hipérbole.
Nesta hipótese, será

B2- A C=- a

e portanto o integral (1) será da forma

.rf (x, \1 I (~) .Ix
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É fácil de ver que a hipérbole considerada tem centro no
ponto de coordenadas.

(-~ o)2 a '

o eixo transverso, coincide com o eixo dos X X.
A cónica tem as duas assíntotas de equações.

y=+ V=a (x-2
b

ll)

Finalmente um dos ramos da hipérbole corta o eixo das
ordenadas nos pontos

(o, + Vc)
Evidentemente que as rectas de um feixe impróprio cuja

direcção é paralela a uma qualquer das assíntotas, cortam a
cónica num só pomo.

A equação geral das rectas dêste feixe será

y=+ V- a. x + 0

e portanto seguindo esta substituição teríamos

V-·-a x2 + b x + c = + V- a. x + 0
donde

02 _ c 02 - C

X = b + 2 V_ a 0 y= + V a b + 2 V-a. e + e
Poderemos também, considerar um feixe próprio de rectas

pussando tôdas por um ponto fixo da curva, por exemplo, o
ponto em que a curva corta o eixo das ordenadas

(o, + Vc)
Uma qualquer recta do feixe pode ter a equação

y + Vc 0 x

. li rtanto virão para as coordenadas do ponto móvel

V - a x2 + b x + c = O x + Vc
1- 2 Vc. O-\-2 Vc O - -.. y,,-,--_·°-l-Vc

li I O~ a -I- O~x
•• o 11'10

Pr'clcndcll1QII illtcu:rul'
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f f (x, y) dx

onde
y2 _ a x2 - b x - c = O

é a equação duma elipse. Será então

82-A C=- a

o que faz com que aquêle integral seja da forma

f f (x, Va x2 -\- b x + c) dx

A elipse considerada tem o seu centro no ponto

(--~ o)
2 a '

Corta o eixo das ordenadas nos pontos

(o, + V'C)

e o eixo das abscissas nos pontos

, (
b + Vb2 + a c , o)

2 a

Designemos por o: e ~. as abscissas dêstes dois últimos
pontos.

Um feixe com séde num ponto fixo da curva, por exemplo,
um dos pontos em que a curva corta o eixo dos X X, terá rectas
de equação

y = e (x - 0:)
ou

y = 0 (x -~)

Então virá sucessivamente

Va x2 + b x + c = 0 (x - 0:)

~ - a. 02 O (~ - o: 02
)- O~· Y = 0;1 • - o:1 . • 1

Tomando pIU'H Cc.:llII'O do feixe 1111\ dOIl ponto,

e portanto

x
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(o, + vc)
a equação das rectas era

e
y+Vc=8x,

.r:: o b + 2 .r : 8 - b ,-_+2vc.<:I- =_ vc, -.8+V'c
x - - 82 Y a _ 82 -a- .

3.° caso

Seja finalmente o

J f (x, y) dx

relativo à parábola de equação

y2 = b x + c

Nesta hipótese, x é urna função racional de y e portanto

J -- J (y2_C )2Y
f (x,v b x + c) dx = f -b-' Y -b ~Y

Contudo, se repararmos que a parábola, admite o eixo dos
X X, para eixo de simetria, que corta o eixo dos Y Y, nos pontos

(O, + Vc)
e que tem o seu vértice no ponto

(- ~ ,o)
poderemos cortar a cónica por rectas com séde num ponto fixo.

Tomando, para sé de do feixe, o ponto de coordenadas

(

' C \

- b' o)
1 cmos para equação geral das rectas do feixe

donde

y=O(X+~)
Vb x -I-C=O (X-I--~)

, poruuuo
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c (c c )x = - b 82 Y = b- b. 82 e

Poderíamos ter escolhido, bem como nos casos anterior-
mente estudados, outro qualquer ponto da cónica para séde dos
feixes de rectas.

Cornplicar-se-hiam inutilmente os cálculos.

v - Integrais abelianos.

Seja g, o género duma curva algébrica de equação

F (x , y) = O
Chama-se integral abeliana de f5énel'o g, relativo á curva

algébrica considerada, a todo o integral da forma

Jf (x, y) dx

onde f é uma função racional de x e y, estando y relacionado
com x pela equação

F (x, y) = O
da curva, a que o integral abeliano diz respeito.

No parágrafo anterior vimos alguns integrais relativos às
cónicas e podemos afirmar que

Todo o integral abeliano do género )et'O, se resolve por
, .meio das funções elementares.

Como exemplo de um integral abeliano de género zero rela-
tivo a uma cúbica apresentamos um, que nos parece bastante
eloqüente.

Mostra êste integral bem claramente a vantagem extraordi-
nária dêstes estudos que fizemos.

Seja com efeito o integral

J dx
1= 5

X [vx5 + V~ , . " + Ix5 - VX5 + x6]

relativo à cúbica de equação

y~' 2 xil

visto quc I'cwIV('IH(O CM11lCqllllCfH

x y O

• ohH'I1I



102

:5 5 -----::===
y = yX:5 + yx5 + X6 + yx5 - yx5 + x6

A cúbica considerada é uma unicursal por que
ponto duplo na origem

Fazendo então

possui um

x= 3 e
2 ' 85

3 02

Y=2 - 85

virá

1= ~ J (1 + 0\) d e
e portanto

I=~/e- 1
3 \, 2 82) + C

j

onde se poria em seguida

0=_1 (5 + 5 )yx Y - 1 + yx5 + 1 Y - 1 -- Vx5 + 1

VI - Integrais abelianos de género um

Para reduzir estes integrais, utilisaremos o que se diz no
capítulo IV, especialmente no segundo e terceiro parágrafos, e
também o teorema que demonstramos em seguida:

Se duas curvas se correspondem ponto por ponto; qualquer
integral abeliano pertencente a uma, transforma-se num integral
abeliano pertencente d outra,

Consideremos então, como no parágrafo II do capítulo IV,
duas curvas, correspondendo-se ponto por ponto, e de equações

rp (x, y) = O ljJ (~, -fi) = O
eja J' f (x, y) dx

o iniegrul ubcliuno pertencente à primeira curva. Fazendo a
trnusforruncão rucional

x (11 (~l 'li) Y (~, '/))

I Cl't'IIIC
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d <I> d <I>
dX=--ard~+hdl)

Diferenciando a equação da segunda curva teremos

d~ d~O=-d~+-d-/)d ~ d I)

Eliminando d I) entre estas duas expressões vem

d<l> d~ deI> d~
dT . a:n -- a:n . dT

dx = --- d~
d ~a:n

Feita a mudança de variáveis no integral considerado somos
conduzidos a J F (~,I) d ~

onde F é uma função racional de ~ e 1), estando I) relacionado com
~ por intermédio de

~ (~, -fi) = O

equação da segunda curva. Então êste novo integral abeliano per-
tence à segunda curva.

c. q. d.

No capítulo IV, parágrafo lU viu-se que toda a curva de
género um corresponde, ponto por ponto, com uma cúbica.

No mesmo capítulo, no final do parágrafo segundo demons-
trou-se também que duas curvas, correspondendo-se ponto por
pomo, são do mesmo gênero,

Finalmente o teorema do começo do presente parágrafo limita
o nosso estudo aos integrais abelianos relativos a urna cúbica sem
ponto duplo.

Consideremos então uma cúbica de gênero um, e portanto
sem pontos duplos, e seja, tomando a origem num ponto da curva

A xíl 1-:3 13 x2 y + :3 C X y2 I D y~ l-

I (I x~ I 2 b x y I c.vll I ri. X I ~ y I • o
1\ CCll-IOÇC10 do CW'VII.
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Consideremos, com séde na origem, um feixe de rectas cuja
equação geral é

y=tx
Eliminando y entre esta e a equação da curva e dividindo

ambos os membros do resultado por x, vem

X2 (A + 3 B t + 3 C t2 + D t3) + X (a + 2 bt +- C t2) + C( +- ~ t = O

Resolvendo esta equação do segundo grau vem

x = função racional de t e VT
onde T é um polinómio do quarto' grau em r, não podendo o seu
grau ser, de modo algum, inferior a três.

A diferencial de x é evidentemente uma funcão racional de
t e V'!'. Como também se tem .

y=tx
o mesmo sucede com y.

Se

jf(X,y) d x

é o integral abeliano relativo à cúbica considerada, depois de se
efectuarem as substituições indicadas, acha-se

j f [rp (t , VT ), t . rp (t 1 vT) J rp' (t 1 V T) d t

OLl finalmente

jF(t,VT)dt

onde F é uma função racional de t e do radical dum polinómio
L1<: terceiro ou quarto grau em t.

Este último integral é elíptico o que permite enunciar:
Todo o integral abeliano do género um é reductiuel a um

integral eliptico,
Podemos também, do que ficou dito, deduzir que:
As coordenadas dum ponto duma curtia do géne,-o um, podem

escprimir-se, racionalmente em função dum p arâmetro t e da raiz
[uadrada dUIII P()/i,IÓIllIO do quarto grau em t.
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