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Variedades

Uma variedade diferencidvel de dimensdo m € N é dada por um
espacgo topolégico M munido de um atlas, ou seja, um conjunto de
cartas:

{(Ua, da) : « € indices},

os U, sdo abertos em M que formam cobertura de M

(Ua Ua = M)'
0s ¢, sao homeomorfismos

(;506 . UOé — ¢01(UO¢) C Rm
tais que, sobre quaisquer dois abertos que se intersectam,
$a 0 P57 dp(Ua N Ug) — ¢a(Ua N Ug)

temos um difeomorfismo (entre abertos de R™).



Variedades

A classe de diferenciabilidade dos ¢, o gbﬂ_l é a classe de
diferenciabilidade de M. Em geral, consideramos variedades C°.
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EXEMPLOS:
1) R" ou qualquer aberto U C R”
2) Esferas

SN {(Xl,...,Xn,Xn+l) GRIH-I . X]?+"'+Xg+1 = 1}




Variedades

S"={(x,. .- Xn, Xn+1) eR™: Xf+"'+X3+1 =1}

cartas: Uy 4+ = {x1 > 0}, U1 — = {x1 <0}, U+ = {x2 > 0}, etc...

Gix Uiz — R doi(x1,..., Xn41) = (X1, X3, ..., Xn41) € B1(0)
¢l,i (}/17---, n — :l:\/]-_yl —)/37}/17---7}%)

G101+ (Vs s ¥n) = (Vis-- s ¥n),

$24 0 P1-""(y1,-. - ¥n) = (—\/1 — i = = YR Y2 Yn)
todas as mudancas de carta sdo C* nos abertos, etc.




Variedades

Fibrado tangente

Fibrados vectoriais, conexdes e curvatura

Variedades riemannianas

Logotipo da ONU: projeccdo azimutal equidistante, de centro no
Pélo Norte até 60°

DA



Variedades

Ndmero minimo de cartas? E o segundo invariante topoldgico em
N de uma variedade.

5™ pode ser coordenado com apenas duas cartas.
Por exemplo, a projeccdo estereografica:
R




Variedades

3) Variedades produto cartesiano: se M, N s3o variedades de
dimensbées m e m, entao M x N é uma variedade de dim m + n:

Ga X g : Uy x Vg — R™ x R" = R™*"

4) Cilindro
S"x R

(ou cone sem vértice...)



Variedades Fibrado tangente Fibrados vectoriais, conexdes e curvatura Variedades riemannianas

5) Toro: §" x S™

N.B.: S! x S # §2,
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6) Construcdo de variedades por imagem reciproca.
Suponhamos F : D C R™ 5 R com valor regular a € R, isto é,
VF#0, Vx € S. Entdo

S:=Fla)={xeD: F(x)=a}

€ uma variedade de dimensao m.

E o caso das variedades ‘ ‘v“

algébricas regulares ou zeros de = 3
polinémios regulares... por s
exemplo, as quadricas.
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7) Construgdo de variedades por colagem.

E dada uma familia {U;} de abertos de R" e, para cada i, uma
familia de subconjuntos abertos Ujj C U; e homeomorfismos
fi - Ui — Uj; tais que:

f;uil - fjia

fi(Uji 0 Ui) = Uy N Uk, fij o fix = fik.
Agora constréi-se relacdo de equivaléncia:
X~y se x e Uy, y e U, fi(x)=y

e logo a variedade colagem
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Banda de Mabius




Variedades

8) Variedades quociente.
Dada uma variedade M e uma acgdo M x Z — M de um grupo
discreto,

x-1=x, (x-g1) & =x-(gq1&), VxeM, g1, € Z.
Podemos formar nova variedade M/Z com a topologia quociente.
Por exemplo, o espaco projectivo:

RP" = {rectas vectoriais de R™} = S"/Z,.

(exemplo de uma variedade n3o orientdvel quando n é par.
Pode-se obter RPP> como colagem de uma banda de Mébius com
um disco D pelas arestas)



Fibrado tangente

Como fazer andlise e geometria sobre as variedades?, medir o qué?,
deformar ou descobrir a topologia em que termos?, classificar,
como?

Fazer geometria invariante das cartas (como alids a geometria
euclidiana faz).

Colocamos as cartas todas em cima da mesa...
Construimos o espag¢o tangente, que € uma nova variedade.



Fibrado tangente

Seja M uma variedade de dimensdo m. Seja {(Uq, ¢)} um atlas
qualquer de M.
Podemos até tomar o universo das cartas de M...

Ent3o o espaco tangente de M é definido por

™ — Ll, Ua x R™
~Y
com a relagdo
(x,v) ~ (X', V) se

x=x"€UyNUy, d(¢a 0 )%x)() v/
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Tem uma projecgao natural sobre M
m: TM — M, 7([x, u]) = x.
Como se torna um instrumento de analise diferencial?

Dada f : M — R, dizemos que f é diferenciavel sobre M se para
algum atlas f o ot : ¢a(Uy) — R é diferenciavel no sentido
real.

Entao
df : TM — R, df(x)([x, u]) = d(f 0 $a )40 (1)

nao depende da escolha da carta.



Fibrado tangente

Também se vé que TM = |J, .y TxM, onde os T,M s3o espacos
vectoriais de dimensao m.

Note-se que TM tem dimens3ao 2m e por isso olhamos para a
topologia de forma n3o habitual, por exemplo,

TS =S x R.

Em geral,

TS" ={(x,v): x e R™ |x| =1, veR"™, (x,v) =0}



Fibrado tangente

Campos vectoriais C* s3o dados por seccées do fibrado

tangente: fungoes
X:M— TM,

tais que
ToX=1pym ou seja Xy € TM, Nx € M,

e X(f) : M — R é fungdo C*°, para qualquer fun¢do C37(R).



Fibrado tangente

Os campos vectorias ficam determinados pela forma como actuam
nas fun¢Oes escalares, por exemplo, sobre as componentes das
cartas.

Formam uma algebra de Lie X .

Podem-se claramente somar e multiplicar por funcdes escalares:
(X + Y)x = Xx + Yx, Xx = X, para quaisquer X, Y € Xy e

f e C(R).

Algebra de Lie com o produto anti-simétrico: [X, Y] € Xy,
definido por
[X, YI(f) = X(Y(f)) = Y(X())

Com efeito,

[1X, Y], Z] +[[Y, 2], X] + [[Z, X], Y] = 0.



Fibrado tangente

A par do fibrado tangente, temos o fibrado cotangente:
7. T°"M — M

TiM = (TeM)* = {\: TuM — R R-linear}

Para cada carta (U, (x1,...,x™)) temos sec¢des locais, i.e. apenas

sobre o dominio da carta, respectivamente campo de referenciais e
de co-referenciais

. 9 .
— : J J _ 5
o = [x, e, dx’ dado por dx (8xf) =/

Uns sdo contravariantes, outros covariantes: se (V,y! ..., y™) é

outra carta, entdo em U NV, tem-se

6 _ 8yk 8 i axi k
Oxi - - 8x"87yk’ dx' = gaykdy .




Fibrado tangente

Quando derivamos uma funcdo suave entre variedades
¥ : M — N obtemos

dyy : TM — T¢(X)N xeM

(A (X)) (Fy(x) = d(F 0 P)x(Xy), VF € CF.

Temos entdo bem definida funcio suave

dy: TM — TN

Em particular, se diferenciarmos um campo vectorial
X: M — TM, temos

dX : TM — T(TM).
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Uma generalizacdo de fibrado tangente. Dizemos que
m: E — M é um fibrado vectorial real sobre M de ranque k se

i. E, M s3o variedades de dim m + k e m, respectivamente

ii. M admite cobertura por abertos U, e trivializacbes
bo i HUy) — Uy x R¥

p1o da(e) = m(e), Ve € 771 (U,)
iii. Ex = 1(x) tem estrutura de espaco vectorial tal que

p2o¢a:Ex—>Rk

é um isomorfismo R-linear.
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Exemplos:
1) TM, T*M — M s3o fibrados vectoriais de ranque m.

2) fibrado de Méobius
3) soma directa: se £, F — M s3o fibrados vectorias sobre M de
ranque k, /. Entdo

E®QF—M

é fibrado vectorial de ranque k+ I: (E® F)x = Ex & Fx.
4) produto tensorial E ® F — M, de ranque k/
5) produto exterior E A F de ranque k//2

ENFy=ENFx={eNnf: ecE, feF}

eNf=e®@Ff —fRe.
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O espaco das formas diferenciais de grau p é o espago das sec¢des
de APT*M — M, ou seja,

QY ={a: ax e NPT; M}
Importancia vem de existéncia de operador diferencial:

d:Qf, — Qb
i i & of J i i
d(fdxi A - AdxP) = Za—x/\dxl/\~--/\dx"

Donde resulta dod = 0...
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Como derivar seccbes de um fibrado vectorial?
ses: M — E, entao ds: TM — TE.
Ent3o precisamos de conexdo

V:Q%(E) — QY(T*M ® E)

operador diferencial local (comuta com restricdes) que verifica
regra de Leibniz:

Vixyvé = fVx&{+ VyE, Vx(€+n)=Vx{E+Vxn

Vx(f&) = X(F)§+ fVx& =df(X)E+ FVxE.
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N.B.: Q},(E) = {seccdes de A°T*M ® E}.

Para qualquer conexdo V, obtemos tensor de curvatura
RY € Q3,(E)

RY(X,Y)é = VxVyé — VyVxé — Vix,yié-
Com efeito, agora

RY(X,Y)(f¢&) = RV(X, fY)¢ = RV(fX, Y)E = fRRY(X, Y)¢

(dem.: ver primeiro [X, fY] = f[X, Y] = X(f)Y).



Variedades riemannianas

Uma variedade riemanniana é uma variedade M munida de um
tensor g € C9(Sym? T*M), ou seja, uma métrica

g TxM x TuM — R

bilinear, simétrica, definida positiva e, numa carta (logo em todas),
as funcdes
o o 0
81 =8\ i’ 00

Tulio Levi-Civita encontrou a conexdo de Levi-Civita, dada (M, g).

sio C*,
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Teorema
Existe sempre uma conexdo em M (ou seja, no fibrado tangente de
M) que faz

ngzo

e V tem torsdo nula, isto é,
VxY —-VyX—[X,Y]=0.
As curvas v : | C R — M tais que
Vq,/’yl =0

chamam-se geodésicas. Extremos de [, [|7/(t)[l5(¢)dt.
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