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Aula 1

O espaco euclideano R":

Espago vectorial, espago de pontos, vectores a = (ay, ..., an),

x = (x1,...,Xpn), etc...

Admite soma de vectores e multiplicacdo por escalares A € R. Por
exemplo,

Av=Av1,...,vp) = (Ava, ..., Avy) .



Norma euclideana = comprimento de um vector = distancia do
ponto a origem:

IOty xn)|| = A/ X2 4+ x2 .
Propriedades:
Yu,v € R", A e R,
lu+ v < Jlull +||v] (desigualdade triangular),

AV = [A[lIvI

v =0<v=0.



Nocoes topolégicas em R", nocdo de vizinhanca de um ponto.
Bola aberta de centro em a € R" e raio € € R™:

Bi(a) ={xeR": |x—a|] <e€}.
As vizinhancas podem ser dadas por n-intervalos: dado o mesmo
ponto a € R”, os “cubos”
lai —€,a1 +€[x -+ x]a, — €,an+ €]

geram a mesma topologia em R". Claramente, pois, sempre com
0 mesmo centro, toda a bola contém um cubo e todo o cubo
contém uma bola.



Classificacao dos pontos e subconjuntos

Dado um subconjunto S C R"” e dado a € R”. Este ponto diz-se:
Ponto interior a S: quando a e toda uma sua vizinhanga estdo
contidos em S.

Ponto exterior a S: quando a e toda uma sua vizinhanga estdo
contidos em R™\ S (complementar de S).

Ponto fronteiro a S: quando qualquer vizinhanca de a tem pontos
em S e fora de S.

Definem-se em seguida de forma ébvia os subconjuntos de R":
int(S) ext(S) fr(S)

como o interior, o exterior e a fronteira de S.




Por exemplo, int(S) = {pontos interiores a S}.

Por definicdo, cada par de entre estes trés subconjuntos tem
interseccdo vazia um com o outro.

Claramente,

int(R™\S) = ext(S) e fr(R"\S) = fr(S) .

S diz-se aberto se int(S) = S.
S diz-se fechado se R"\S é aberto. Ou seja, se S D fr(S). Ou
ainda, o que é o mesmo, S = S U fr(S).



S diz-se limitado se existir um nimero positivo L > 0 tal que
x| <L, ¥x€S.
S diz-se compacto se for fechado e limitado.

Exercicio: Prove que:

1) toda a bola aberta é um subconjunto aberto.

2) Toda a bola fechada B.(a) = B.(a) U fr(B.(a)) é um
subconjunto compacto de R”".



Aula 2

Funcdes, limites, continuidade
Seja S C R" e f uma fungcdo em S com valores em R™:

f:SCR" —R™
x=(x1,...,%n) +— f(x)=F(x1,..., %) =1, ¥Ym)
(V1s-- s ¥m) = (A(xa, ooy xn), ooy fm(X1, oy Xn))-
Claramente, f tem componentes f; : S = R, f = (fi,...,fm).
Recordamos que S é o dominio ou conjunto de partida de f.
Recordamos que Im f = f(S) = {f(x): x € S} é a imagem de f.

f diz-se injectiva se ... e sobrejectiva se ... (recordar!).
f diz-se limitada se f(S) é um subconjunto limitado.




Seja a € R".
Dizemos que f tem limite b € R™ em a se:

V6 >0, 3¢ >0: Vxe€ SNB(a) = f(x) € Bs(b) .

Ou seja,
V6>0,3e>0: VxeSe|x—a|<e = |f(x)—b|]<d.
Neste caso escrevemos

lim f(x) = b .

X—a

Proposicao

O limite, se existe, é unico.
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Prova-se, por definicdo, que, sendo f,g: S > R"eA:S >R
funcdes em S com limites em a:

lim f(x)=b, lim g(x)=c, lim A\(x) =1,

X—a X—a X—a

ent3o existem os limites:

lim (f + g)(x) = lim (f(x) + g(x)) = b+ c,

fim (AF)(x) = lim A(x)f(x) = L.b

Mais ainda, se / # 0, ent3o existe o limite lim,_,, %(x) = %
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Sendo a € S dizemos que f é continua em a se existe o limite em a
e este é igual a f(a), ou seja,

lim f(x) = f(a) .

X—a

Consequéncia imediata do anterior:

Proposicao

A soma de duas funcbes continuas em a é uma funcdo continua em
a.

O produto de uma funcdo continua em a por uma funcio escalar
continua em a é uma fungdo continua em a.

A inversa de uma funcdo continua e ndo nula em a é uma funcdo
continua em a.
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Funcdo composta e mais sobre limites
Suponhamos agora que f : S C R" — R™ é uma fungdo com limite
bem aeque h: UCR™— Rk é uma fungdo com limite ¢ em b.

(Repare bem nos pontos e nos conjuntos)

Poderemos ent3o falar da fungdo composta:

hof:DCR"—=RK, hof(x)=h(f(x)).

O seu dominio, D, serd obviamente o conjunto de pontos de S
cuja imagem por f estd no dominio de h
(isto é mesmo o que faz sentido!).
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Agora, é simples demonstrar que c é o limite de ho f em a:

lim(hof)(x)=c.

X—a

Proposicao
A composicdo de duas funcbées como f e h acima, a primeira

continua em a, a segunda continua em f(a), é uma funcdo
continua em a.
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Aula 3

Uma fungdo diz-se continua (no seu dominio) se for continua em
todos os pontos.

Exercicio: Mostre que toda a func3o racional em pontos de R3,
f(x,y,z) = %, com p, g polinédmios, é uma funcio continua

no seu dominio.
Proposicao
Se existir um dos limites, tém-se as seguintes equivaléncias:

limf(x)=b < Ilmf(a+x)=b < Ii_r)n If(x)—b||=0.
X—ra

xX—a x—0
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Poderemos também falar de limites direccionais no ponto a
e na direc¢do de um vector v de uma dada func¢ao f:

lim f(a+tv)=b com t avariarem R .
t—0

Nota. H3 fungdes que tém todos os limites direccionais (para todo
0 v) e no entanto n3o tém limite em a !
E o caso de f : R? — R definida por

1 sey>x?ouy<0
0 sey<x?ey>0

f(XaY)Z{
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Limites laterais ou parciais sdo os limites na direccao dos eixos
canodnicos, ou seja na direccao de um vector da base candnica de
R".

Nota. Nem sempre existem os limites laterais, podendo existir o
limite no ponto. Por exemplo,

lim (lim xseny) ndo existe, mas existe o lim xseny =0.
x—0"y—0 (x,¥)—(0,0)
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Derivacao e diferenciabilidade |

Seja f : D C R” — R™ uma fungdo definida num aberto D e seja
aeD.

Define-se a derivada parcial de f no ponto a em ordem a x; como
o limite, se existir,

of . f(a1,. -, Xiy...,an) — f(a1,...,an)

f(ai,...,ai+h,...,an) — f(a1,...,an)
h—0 h

(do lado esquerdo estd a notagdo para o limite).
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Mais geralmente, falamos de derivada direccional de f no ponto
a € D e na direcgcdo de v € R" quando existe o

df(a)(v) = f/(a)(v) = lll;no fla+ h\;]) —f(a)

(do lado esquerdo estdo duas notagdes usuais para o limite, se

existir).

E de facto no¢do mais geral, pois é claro que

ar(a)(e) = (a)

onde ¢, = (0,...,0,1,0,...).
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Note-se que, fixando v € R", se existirem as derivadas em todos os
pontos, voltamos a ter uma nova fungdo x — df(x)(v).

Podemos ent3o falar em nova derivada ou

derivada de segunda ordem de f em x na direccdo de w € R”

e depois de v:

A2F(x)(w, v) = ,lii;”o df(x + hw)(;) —df(x)(v) ‘

E, assim por diante, definimos as derivadas de terceira ordem,
quarta ordem, .... ordem p, etc.
No caso das direc¢Bes principais, temos as notacgdes:

i OF
Ox;jOx;’ Ox;Ox;0xi’

Por agora ndo vamos dizer mais do que isto sobre as derivadas de
segunda ou maiores ordens.

etc...
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Aula 4

Aplicacées lineares
Recordemos agora a nocdo de aplicacdo linear: uma fungdo

A:R" - R™
satisfazendo as propriedades, Vv, w € R", VA € R,

Alv +w) = A(v) + A(w) , A(Av) = MA(v) .
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Fixemos a base candnica ja antes referida.
Por exemplo para R" trata-se do sistema de vectores ey, ..., €,
onde

e =1(0,...,0,1,0,...,0) com 1 no lugar i.

Em R™ tratar-se-a do sistema de vectores fi, ..., f, onde
fi=1(0,...,0,1,0,...,0) com 1 no lugar j,

mas este vector, bem entendido, com m entradas.

Como bem se sabe, fixadas as bases, uma aplicacdo linear A fica
determinada pela sua matriz [aj].
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Cada vector A(ej) € R™ escreve-se de novo a custa da base

canédnica f1,...,f, de R™

A matriz determina A pois, se v € R" se escreve como
n ~
v=(v1,...,Vp) =D i, Vi€, entdo

A(V) = A(Z v;e,-) = Z V,'A(e,') — Z Viaijf)' '
i

Isto prova em particular o seguinte

Corolario
Toda a aplicagdo linear é continua.
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Derivacao e diferenciabilidade 1l

Voltemos as derivadas.

E possivel dar exemplos de funcdes f(x,y), (x,y) € R?, que tém
as duas derivadas parciais gf e gy num ponto a mas nesse mesmo
ponto a fun¢do n3o é continua.

Ora, tal situacdo n3o é nada conveniente.

Nota. Um exemplo a estudar:

XY (x
f(x,y)= { 62+y2 EX:Q i Eg:g; no ponto a = (0,0).
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Recordemos brevemente a férmula de Taylor (a que voltaremos
mais tarde) para fungdes reais de varidvel real: se existir, vale
h? h3
f(x+ h) = f(x)+ f'(x)h + f”(x)? + f”’(x)z +-
Repare-se entdo que o chamado resto de segunda ordem tende
para 0 com h mesmo quando dividido por h.

Daqui se abstrai a noc3o de diferenciabilidade conveniente para
funcdes definidas em abertos de R” e com valores noutro espaco
vectorial R™.
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Dizemos que uma fung¢do f : D C R” — R™ definida num aberto
D é diferencidvel no ponto x € D se existir uma aplicagdo linear
Ay i R" — R tal que, escrevendo para um vector v

f(x+v)="rf(x)+A(v)+o(v),

resulta

o(v)

v—0 [[v]|
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Se f for diferencidvel em x, denotamos

Ax(v) = df(x)(v) = f/(x)(v) -

A aplicagio linear df(x) : R” — R™ é chamada diferencial de f

no ponto x.
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Propriedades imediatas da diferenciabilidade:

» A notagdo n3o é ambigua nem esta repetida: se for
diferenciavel, a funcao f tem mesmo derivada parcial na
direccdo de v no ponto x e qualquer que seja v.

> Por razdes anteriores, sé existe uma aplicacdo linear Ay nas
condicBes da definicio acima.

» Vemos agora que df(x) é mesmo uma aplicagdo linear (isto
n3o é imediato da férmula dada muito atrds).

» Uma funcdo diferencidvel em x é continua em x.

Exercicio: Prove estas afirmagdes (como viu durante a aula
tedrica).
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Recordemos o teorema do valor médio ou de Lagrange: para uma
fungdo f definida num intervalo [«, 5] C R e diferencidvel nesse
intervalo, existe um ponto xg €]a, S[ tal que

F(B) — (@)

B o = f/(Xo) .

E claro, temos o mesmo para a restricio de uma funcio real e
diferencidvel num aberto D C R" que contenha ‘intervalos’.
Teorema (do valor médio ou dos acréscimos finitos)

Sejam a,v € R" e f : D — R fungdo diferencidvel. Suponhamos
que o segmento [a,a+ v] ={xx =a+tv e R": t €0,1]} estd
contido em D. Entdo existe um ponto x;, nesse segmento tal que

f(a+v)—f(a) =df(xg)(v) .
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Aula 5

Jacobiano

Chama-se matriz jacobiana de f = (f1,..., ;) no ponto x a matriz
de f/(x) = df(x) escrita a custa das bases canénicas de R"” e R™:

Ox1 OXn
Jacf = ]
ox1 OXn

Havendo necessidade, dizemos qual o ponto em questdo assim:

Jac(f)(x).
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Por exemplo, se g : R" — R ¢é diferencidvel em x = (x,...,x,) €
v=(vi,...,Vvn) € R" é um vector qualquer, entdo temos as
identidades:

dgx Z Vi dgx el Z VI aX,

correspondendo a multiplicacdo de matrizes

Vi
Jacg(x)v = [ g—i g)i } D] =dgx(v) .
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Regras da diferenciacao

Prova-se, por definicdo, que, sendo f,g: D - R™e A: D - R
funcdes definidas num aberto D C R" e diferencidveis em a € D,
entdo também s3o diferencidveis em a as fun¢des f + g e A.f.
Tem-se para qualquer v € R”

(f +g)(a) = f'(a) + &'(a)

e a regra de Leibniz (note bem as aplicagdes lineares em causa)

(Af)(a)(v) = X(a)(v).f(a) + A(a)-F'(a)(v) -
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Outras versoes do resultado anterior:

d(f +g) =df +dg, d(AF) = (dAN)f + Adf ,
87‘ og O(Af)  OA of
o o Y% _ 2 el
( te)= + ox; Ox; Ox; Ft )\ax,
ou ainda
f
Jac(f+g) =Jacf+Jacg, Jac(Af)=| : | JacA+AJacf.

fm



23

Regra da derivacdo da funcdo composta:

Suponhamos agora que f : D C R” — R™ é uma funcio
diferencével em a, que f(a) pertence a um aberto D C R™ e que
h: D — Rk & uma funcio diferencidvel em f(a).

Ent3o prova-se que ho f é diferencidvel em a e que, Vv € R”,

d(ho f)(a)(v) = dh(f(a))(df(a)(v)) -

Por outras palavras,

(ho f)(a)(v) = H(f(2)(F'(a)(v)) -
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O diferencial (ho f)'(a) : R" — R verifica portanto
(hof)(a) = H(f(a)) o f'(a) .
E em termos matriciais, recordando que a composicido de

aplicacdes lineares da lugar a multiplicacdo das respectivas
matrizes que as representam, tem-se

Jac (ho f)(a) = Jac(h)(f(a)) Jacf(a) .
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Uma fungdo diz-se diferencidvel (no seu dominio D, aberto) se for
diferencidvel em cada um dos pontos de D.

Exemplo 1:

Seja g : D € R3 — R uma fungdo diferencidvel. Como habitual,
usamos as coordenadas (x, y, z) € R3.

Seja f : I ¢ R — R3 uma funcio diferencidvel num intervalo /,
uma curva no espaco que admitimos passando em D. Claro que
F(£) = (A(2), £(2). A(1)).

Entdo gof : | — R é diferencidvel e teremos,
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pela regra da derivacdo da fungdo composta:

d Oogdfy 0Ogdfh 0Ogdf
e =g ot
dt Ox dt 0Oy dt 0z dt

Se quisermos mais pormenor, o que se tem é:

(g0 f)(1) =
og df og df; og df.
= G FO) O+ 5 (RO g (O + 5 () g ().

Repare-se na multiplicacdo de matrizes:

Jac(g o f): = Jac(g)f(e) Jac (f): -
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Exemplo 2:

Seja h:R?2 - R? e g: R? - R>.

Suponhamos h(x, y) fun¢do de (x,y) e g(ai1, a2) fungdo de (a1, a2).
Ent3o, por exemplo, a derivada em ordem a x da quarta
componente de g composta com h: ga(hi(x,y), ha(x,y)):

Ogaoh _ Ogsdm | Ogs Oh
Ox  Oay Ox  Oay Ox
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Aula 6

Derivacdo e diferenciabilidade Il
O seguinte critério permite decidir quando é que uma dada funcdo
é diferencidvel:

Teorema

Uma fungdo f : D C R" — R € diferencidvel em D se admitir as n

derivadas parciais % e n — 1 delas forem continuas em D.
1

Fazemos aqui a demonstragdo pois esta n3o foi feita na aula tedrica:

Usamos o método de indugdo em n. Para n = 1, estd provado porque a diferenciabilidade é o mesmo que a
existéncia de derivada.

Suponhamos por hipétese que o resultado foi provado até dimensdo n — 1 e tratemos de provar para dimens&o n.
Sejaa € D ev € R". Como existem as derivadas parciais, definimos o diferencial de f:

"o
df(a)(v) = V"aT,. .

i=1
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Vejamos agora a condi¢3o de diferenciabilidade: f(a+ v) — f(a) — df(a)(v) = o(v) é um infinitésimo com v, ou
seja limo(v)/||v|| = 0 quando v — 0.
Facamos a decomposicdo v = (v, ..., Vp) = u+ vpe, onde u = (vq, ..., v,—1,0). Podemos supdr, sem perda

de generalidade, que é 687{ que é continua. Ent3o a restricdo de f a cada um dos hiperplanos em que a,, estd fixo
n

é uma func3o diferencidvel pela hipétese de indugdo (tem n — 1 — 1 derivadas parciais continuas). Agora, somando
e subtraindo f(a + u) e usando a linearidade do diferencial, temos

o(v) =f(a+ u+ vhep) — f(a+ u) — vnaa—f(a) + f(a+ u) — f(a) — df(a)(u) -

Xn

Pelo teorema dos acréscimos finitos no ponto a + u e na direcgdo de e,, conclui-se que existe um 6 €]0, 1[ tal que
o anterior fica igual a

of

f
(a+ u+ 0Ovpep) — vy
Xn Oxp

= v (ﬁ(aﬁ—u#—ev en) — ﬁ(a)) + o(u)
n n<n 8

Xn Xn

= Vn

(a) + f(a+ u) — f(a) — df(a)(u)

Reparando que ||v|| = y/|lu||2 + v2, lembrando que O,f é continua e a hipétese de indugdo, torna-se facil

ofv) _
v =0

concluir que lim, _,¢
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Pelo teorema, tornou-se muito facil decidir se uma funcio é
diferencidvel ou n3o: basta reparar nas derivadas parciais!!!

J4 faldmos de derivadas de ordem superior a 1 (Aula 3).

Uma utilizagdo criteriosa do teorema dos acréscimos finitos (como
a que se usou na demonstra¢do acima) permite mostrar o teorema
seguinte.
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Primeiro, o diferencial de ordem p no ponto x define-se como:

dPF(x)(vi, ..., vp) = d(dp—lf(x)(vl,...,v,,,l))(v,,) :

onde vi,...,V,_1,Vp € R" sdo as vdrias direcgdes - vectores - em
que repetidamente se diferencia, na varidvel x apenas, a fun¢do f.
(nota: do lado esquerdo estd a notagdo para a derivada da
derivada de ordem p — 1 do lado direito, se existir.)

Surge ent3o o seguinte resultado de grande economia de recurso.
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Teorema (da igualdade das derivadas mistas)

Sef: D CR"™ — R € duas vezes diferencidvel, entdo para
quaisquer direccbes u, v, tem-se

d?f(x)(u, v) = d>F(x)(v, u) .

Exercicio: Estude a simetria do diferencial de 22 ordem pela
definicdo e repare que a demonstracdo do teorema ndo é imediata.
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Tomando u = e; e v = ¢; vectores da base candnica, o resultado
acima traduz-se em:
0*f 0*f
0x;0x;  OxjOx;

ou ainda
P F
Oxi0xj0xx  OxkOx;Ox;

Exercicio: 1) Explique a segunda igualdade acima.
2) Experimente a primeira com f(x,y) = x cos(xy).
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Aula 7

Eis finalmente os conjuntos de fungdes num aberto D que mais
vamos estudar (nota¢do do lado esquerdo):

Cy={f:D—R: fécontinuaem D} .

CL = {f : 3 derivadas parciais — e s3o continuas em D} .
Xi

ork

Ck = {f : 3 derivadas parciais Ox -0,

continuas em D} .
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Funcido de classe CK em D é a que pertence a CE.

Func3o de classe C™ é a que é de classe C¥ para todo o k € N.

Claroque C*C---Cc Ckc..-c C?c ctc CO.

Por teoremas vistos acima, deduzimos

Teorema
Cg € um espaco vectorial sobre R.

Exercicio: Utilize indu¢do matemdtica para provar que a
composicio de aplicacdes de classe Ck é de classe Ck.
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Produto interno euclideano, gradiente

A norma euclideana vista na Aula 1 surge de um produto interno,
de uma métrica.

Recordemos da Algebra Linear que se define o produto interno
euclideano entre dois vectores u = (x1,...,Xx,) e v=(y1,...,¥n)
de R” como o valor real

<U, V> = <(X1>---,Xn),(_)/l,---;}/n)) =X1y1+ -+ Xn¥Yn -
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Trata-se de uma aplicacdo R” x R" — R bilinear, simétrica e
ndo-degenerada, ou seja, Vu,v,w € R", A € R:

(u,v+w) ={(u,v)+ (u,w)
(Au,v) = (u, A\v) = X(u, v)

(u,v) = (v, u)

(u,u) >0 com igualdade se e s6se u=0.

Exercicios: 1) Provar as propriedades de (-, -).
2) Para qualquer v € R”" fixo, é linear a aplicagdo h: R” — R
definida por h(x) = (v, x).
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s

E claro que
{uy u) = ||ul* .

Dito de outra forma, ||u]| = \/(u, u).

Vectores u, v € R" tais que (u, v) = 0 dizem-se ortogonais.

Temos sempre a chamada desigualdade de Cauchy-Bunyakovski-Schwarz: |(u, v)| < ||u]|||v]|, com igualdade se e
s6 se os dois vectores sdo linearmente dependentes. A demonstrag3o resulta do estudo da fungdo em A definida por
[lu+ Av||? sabendo-se de antem3o que é sempre positiva.

. - u,v < . .
Temos assim que o ndmero cos £ (u, v) = CRO estd entre —1 e 1, o qual de facto coincide com o coseno.

[Talf vl

Nota. Estas propriedades sdo provadas em curso de Algebra Linear e Geometria Analitica.
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Férmula muito pratica:

{u,v) = [lulll[v]l cos £(u, v).

Tal como a seguinte, voltando ao inicio, em multiplicacido de
matrizes:

(uvy=[x - x ]| ¢+ | =u'v
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Seja f : D C R" — R uma fungdo diferencidvel num aberto D.
Chamamos gradiente de f no ponto x ao vector

of of
o (2L )
v <8x1’ ’0x,,>

Um ponto a € D diz-se um ponto critico de f se df(a) =0, ou
seja, se a f(a)=0, V1 <i<n. O mesmo é dizer

a é um ponto critico de f <= Vf(a)=0.



51

Como se V&, o gradiente determina o diferencial de f:

Nota. O vector gradiente da-nos outra forma de olhar para df,
isto é, para a matriz-linha Jac f.

Exercicio: Suponha f diferencidvel numa bola e que df(x) =0 em
todos os pontos. Mostre que f é uma constante.
Sugest3o: teorema de Lagrange.
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Aula 8

Interpretacao geométrica, funcao implicita

Comegcemos com um exemplo em dimens3o 1:

Seja f(x) uma funcdo C?! real de varidvel real num intervalo

D CR.

O seu grafico é dado como o conjunto de pontos de R+ = R?
Gr = {(x,f(x)) : x € D}. A recta tangente ao gréfico, em cada
ponto, é gerada por T = (1, f/(x)).

O gradiente da fungdo (x, w) 2w — f(x) é o vector
Vo = (—f'(x),1). Tem-se

(T, Vo) = {((1,f(x)), (—f'(x),1)) = —Ff'(x) + f(x) =0 .

Em conclusdo, o gradiente de ® é ortogonal ao grafico de f.
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Novo exemplo, em dimensao 3:

Seja f(x,y,z) uma funcdo C! real e definida num aberto D C R3.
O seu grafico é igual ao conjunto de pontos de R3*! dado por

Gr ={(x,y,z,f(x,y,2)): (x,y,z) € D}.

O espaco tangente ao gréfico, em cada ponto, é gerado por trés
vectores:

of of of
71 =(1,0,0,—), T»,=(0,1,0,—), T3=(0,0,1,—) .

1 (7776)()7 2 (7778y)> 3 (7)782)
Para se perceber este espaco, tomem-se curvas no grafico e suas
velocidades: T; surge como a velocidade da curva
X H (X7 07 0? f(X’ y? Z))’

T, surge como a velocidade da curva y — (0,y,0, f(x,y, z)), etc.
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O gradiente da fungdo ®(x,y,z,w) = w — f(x,y, z) é o vector
V& = (—Vf£,1). Tem-se entdo (exercicio), Vi = 1,2, 3,

(T;, Vo) =0.

Dito de outra forma, d®(, ., . ,)(T;) = 0.
Em conclusdo, o gradiente de ® é ortogonal ao grafico de f.

Nos dois exemplos anteriores repare-se que Gy é sempre o conjunto
dos zeros de ®: {(x,w) € D x R: ®(x,w) =0}, um conjunto
de solugdes de ®(x, w) = 0.
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Em geral, suponhamos que é dada ¢ : V € R™! — R de classe
C!. Um conjunto de nivel ¢ (chamado superficie de nivel caso
n =2 ou curva de nivel caso n = 1) é definido como

MC:{(X]-?"':XIH—].): qD(X]_,...’Xn_;'_]_):C}.

Suponhamos que alguma derivada parcial 372 # 0. Entdo, pelos
exemplos acima, podemos afirmar que o espaco tangente a M. em
cada ponto é dado pelos vectores T; tais que (T;, V&) = 0.

Nota. Em linguagem da Geometria Analitica: o espaco tangente é o nicleo do diferencial, Tx(Mc) = Nuc d®y.

Como conclusdo, de novo: o gradiente de ® é ortogonal a M.
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E também possivel recuperar a fungdo implicita.

Teorema (da fun¢do implicita em dimensdo n + 1)

Suponhamos que é dada ® como acima. Suponhamos, sem perda

de generalidade, que num certo ponto (a1, ..., an, b) do dominio
de ® temos
0P
®(ay,...,an,b)=c e —(a1,...,an,b) #0 .
Oxny1
Entdo existe uma vizinhanca D C R" de (a1, ..., a,) e uma funcdo

f: D — R de classe C! tal que

f(ar,...,an) =b e P(x1,...,Xn, f(x1,...,xp)) =cC.
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Mais ainda, pela regra da derivagdo da funcdo composta, temos

00 00 of
- 8X,‘ 8x,,+1 (9X,' .
Ouseja, V<i<n,

o _ 00 oo
ox;  0x;' Oxpy1

Exemplo: ®(x,y,z) = x>+ y? + z2. Entdo %—j =2z # 0 para
z#0.

Claro que a funcdo implicita s existe para ® = ¢ > 0, ai sendo

igual a z = y/c — x2 — y2 em torno da soluc¢do (0,0, /c).
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Aula 9

Teoremas da funcdo implicita e da func3o inversa
Continuando a aula anterior, suponhamos que em vez de uma
temos duas equacdes

G1(X1,y ooy Xn—1, Xny Xnt1) = 0, @a(x1, ...y Xn—1, Xn, Xnt1) = 0

e que temos uma solugdo de ambas: ¢(a1,...,an—1, b1, b2) = 0.
Poderemos ent3o tentar escrever x,1 a custa das n primeiras
variadveis, usando ¢1 ou ¢», e depois talvez escrever x, a custa das
varidveis que sobram.



E para tal necessédrio que as duas equagbes sejam mesmo
funcionalmente dependentes de x, e x,11, € independentes uma da
outra. Prova-se - ndo o faremos neste curso - que tal condicdo é

garantida por:
% 86¢1
Xn Xn
det 8& 8(2;;1 7£ 0.
OXn OXpt1

Continuando o exemplo anterior, suponhamos que além de

x? + y? 4+ 2% = ¢ > 0 temos 2xy — z° = 0, entdo vem

(x + y)? = c e daf resulta, por exemplo, y = ﬁ— x e
2x(y/c — x) em torno da solugio ( 2 ,— V'5)-
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Generalizando, temos o

Teorema (da fun¢do implicita em dimensdo n+ m)
Suponhamos que é dada ® : V C R" x R™ — R™ de classe C!
num aberto V' e que num certo ponto (ai1,...,an, b1,...,bm)
temos

0d;

BXH,,} ij=1,...m

®(a1, ... am b1, .. bm) =0 e det[ £0

(determinante calculado sé no ponto em questdo). Entdo existe
uma vizinhanca D C R" de (a1, ..., a,) e uma fungdo f : D — R™
de classe C! tal que

f(al,...,a,,):(bl,...,bm) e cD(Xl,...,X,,,f:(Xl,...,Xn)):0.
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Do teorema anterior aplicado a ¢(y,x) =y — f(x) resulta logo o

Teorema (da fungdo inversa)

Seja f : D C R" — R” uma funcdo de classe C! tal que num certo
ponto a do aberto D verifica:

det(Jacf(a)) #0 .

Ent3o existe uma vizinhanga de a onde f € invertivel com inversa
f~1 de classe C'.
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Derivando a igualdade f~! o f(x) = x pela regra da derivada da
funcdo composta do lado esquerdo e por definicdo do lado direito,
temos, para todo o vector v,

df Y(y) o df(x)(v) = v,
onde y = f(x), ou seja

df 7 (y) = (df(x) .

Para a representagdo matricial, vem imediatamente

Jac f~Y(y) = (Jac f(x)) ! .
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Exemplo

Recorde a funcdo exponencial e : R — RT e sua inversa, que se
sabe bem por que existe. A inversa é log, verificando assim
el%8Y = y e log X = x.

A derivada da exponencial é conhecida: d(e*)(v) = e
Ent3o a derivada da inversa é

V=Ww.

Exercicio: Encontre um intervalo onde y = sen x € invertivel e
1

prove que (arcseny)’ = —
—y
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Aula 10

Extremos relativos
Quase sempre daqui em diante f : D C R" — R serd uma func¢io
de classe C*° com valores reais.

a € D diz-se um ponto onde f tem um maximo (local) ou, por
abuso de linguagem, diz-se um maximo (local) de f se

Je>0: f(x)<f(a), Vx € B(a) .

Note-se que o valor f(a) é que é um maximo do subconjunto
f(B:) C R.

Se a condi¢3o for f(x) < f(a), Vx € D, entdo o ponto a passa por
ser um maximo global de f.
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Da mesma forma se define minimo (local) de f: um ponto a € D
para o qual 3e > 0: f(x) > f(a), Vx € B(a).

Mas é o valor f(a) que é minimo!

a é minimo global se a condi¢do for f(a) < f(x), Vx € D.

Os quatro tipos acima s3o chamados de extremos relativos.
Falando de minimos e maximos, em geral, falamos de extremos
locais.

Nota. falamos de maximos ou minimos estritos se eles forem
isolados. Ou seja, para o maximo, por exemplo, na definicdo acima
tem-se f(x) < f(a), Vx # a.
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Da definicdo de diferenciabilidade e do facto de uma aplicacdo
linear n3o nula de R” em R tomar sempre, perto da origem 0,
valores positivos e negativos (porqué?), resulta logo o

Teorema
Se a é um extremo relativo, entdo df(a) = 0.

Assim, os extremos est3o entre os pontos criticos de f
(cf. Aula 7, recordemos que
df(a) =0« Vf(a)=0< f'(a) =0).
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Por f ser de classe C?, podemos falar da férmula de Taylor de
ordem 2.

Eis como se obtém de forma répida:
Primeiro, fixados a € D, v € R", repare-se que derivando em ordem a t € R a seguinte fung3o temos logo (pela

regra da derivada da fun¢do composta e por ser %(a +tv) =v):

42 £ _ d £ _
@( (a+tv)) = E( (a+tv)(v)) = ' (a+ tv)(v)(v)

Em particular, em t = 0, a primeira derivada em ordem a t é mesmo f’(a)(v) e a segunda derivada é f’/(a)(v)(v).
Posto isto, o resto op(a, v, t) em

2
f(a+ tv) = f(a) + tf' (a)(v) + %f”(a)(v)(v) + 0y

ha-de verificar lim¢_s g L("I’QL” —o.
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(Para t = 1 e v suficientemente pequeno resulta a préxima identidade)

Como diziamos,

fla+v) = f(a) + F(@)(v) + 5 (a)(v.v) + 03

com % — 0 quando v — 0.

Notas. E muito facil provar que o diferencial de 22 ordem
f""(x)(u, v) é linear em cada uma das entradas u ou v (cf. Aula 6
donde alids se prova o mesmo em geral para o diferencial de ordem
p).

Se virmos v = (v1,...,V,) € R", a expressdo de f”(x)(v,v) é um
polinémio nos v; de grau 2, pelo que f”(x)(v,v) é uma forma
quadratica.
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Situemo-nos agora numa vizinhanga B.(a) dum ponto critico a.
Como f’(a) = 0, temos

fla+v)="~f(a)+ %f"(a)(v, v) + o2

e assim, para ¢ suficientemente pequeno, o que determina se
f(a+ v) > f(a) ou f(a+ v) < f(a) numa vizinhanga de a, isto é
com ||v|| < €, é mesmo o sinal de f”(a)(v, v) — desde que este
ndmero ndo se anule (mas ha excep¢des!).



70

Suponhamos agora que nalguma base &, ..., &, de R", a matriz de
f"(a) era diagonal:

A O 0
. 0 X
H=[f"(a)(&,&)] =

0 An

E claro que, Vv € R", v = x18; 4+ - - - + x,&, para certos escalares
x;i € R.
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Entao

f” E X,XJ e,, éj) = )\1X]? + -+ )\,,x,% .
i,j=1

e, da férmula de Taylor,

1
fla+v)="f(a)+ E(Ale 4 Anx2) 4 0o

pelo que

-se \; >0, Vi=1,...,n, conclui-se que f(a) é um minimo estrito
-se \j <0, Vi=1,...,n, conclui-se que f(a) é um maximo estrito
-se, Vi=1,...,n, A\; #0, alguns de sinal + e outros de sinal —

entdo o ponto a é chamado de ponto-sela.
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Hessiana, o teorema dos extremos relativos

Chamamos matriz hessiana de f a matriz das segundas derivadas:

= = [ @]

Considerem-se dois vectores de R”

u=(ur,...,un) =y ;uiei, v=_(vi,...,Vp) =Y ; Vi€

Por lineariedade,

d2 E uvf” (ei, € g ujv
iVj I7j ’JaX,aXJ

ij=1 ij=1
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Em termos matriciais,

P*f
8X12
dzf(a)(u7 v) = [ u - U ]
O*f
Ox10xp
= u"(Hv)

Como H é simétrica (pela igualdade das derivadas mistas),
denotando por -7 a transposta, temos H = H' e logo

uT(Hv) = (u, Hv) = (Hu,v) = (Hu)"v.

O*f

aXnaxl

o°f
Ox2

Vi

Vn
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Vamos chamar determinantes principais aos niimeros reais Ay que
resultam de tomarmos os determinantes das matrizes quadradas de
H que vao crescendo com a diagonal. Ou seja,

°f f
8X12 O, Ox1
Ak = det ..
&f 02f
Ox10x 6xf
comk=1,...,n.

Por exemplo, A; = % e A, =detH.
1

O sinal destes nimeros € invariante por condensacdo simétrical!
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Teorema
Seja f: D C R" — R uma funcdo C? num aberto D e seja a € D
um ponto critico de f.

- Se na sucessdo 1, A1, A, ...,..., A, todos tém sinal positivo,
entdo a € um minimo de f.

- Se na sucessdo 1, A1, Ao, ...,..., A, os sinais estio sempre a
alterar (+ — + — ...), entdo a € um mdximo de f.

- Se na sucessdo 1, A1, Ay, ..., ..., A, aparecem ambas repeticdo

e alterndncia de sinal, entdo a é um ponto-sela de f.
- Se algum A; = 0, ndo devemos concluir nada.
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Demonstrag3o.

Queremos primeiro ver que H é diagonalizavel. Isto é, conseguimos encontrar matriz n X n de mudanga de base,
denotada E, tal que ETHE = H como suposemos atrds, ou seja H diagonal. Com efeito, nesse caso encontraremos
uma base de vectores préprios associados aos valores préprios A; e conseguiremos decidir dos extremos.

Confirme-se, como condi¢do necessaria, que H tem valores préprios reais. Para isso lembremos que todo o
polinémio tem uma raiz complexa. Logo o polinédmio caracteristico de H tem uma raiz « + v/—13 € C. Seja
u + v/—1v um vector préprio de H no espaco vectorial R” & /—1R". Significa entdo que

H(u+ v/—=1v) = (o + vV=1B)(u + v/—1v). Como H é real, as partes reais e imaginaria equacionam-se:

Hu = au — Bv e Hv = av+ Bu .

Da igualdade (Hu, v) = (u, Hv) vem também a(u, v) — B||v||? = B||ul|? + a(u, v). Logo 8 = 0. Porque u e
v ndo sdo ambos nulos.
Assim descobrimos pelo menos um, eventualmente dois vectores préprios reais associados a o € R (podem u e v
ser o mesmo)!

Hu = au e Hv = av .

Agora recordemos o processo de condensa¢do. Na triangularizagdo de uma matriz simétrica como H, para chegar a
diagonalizagdo podemos fazé-lo a par de mais um processo que n3o lhe quebra a simetria. A cada passo do
processo de operagdes elementares sobre linhas fazémo-lo repetir sobre colunas respectivas. E se algum elemento
da diagonal principal for nulo, entdo ora se troca com a linha em baixo que n3o tenha na mesma coluna essa
entrada nula, fazendo também a troca das colunas respectivas, ora, sendo todas essas entradas nulas, passa-se a
entrada principal seguinte, a direita e em baixo, onde podera ja haver entrada ndo nula. Assim temos o processo

H --» EyHE] --> Ex(EyHE] )E] --> - - -=» H = matriz diagonal .
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A cada passo, ndo sé se mantém a simetria como se mantém os sinais dos determinantes principais A;. Vejamos: é
claro que somar linhas ou colunas n3o altera os determinantes. Para além disso, a cada passo, os determinantes
principais de por exemplo Ep HEZT, que altera por suposto a linha e coluna 2, verificam

T T 2
|E2HE; | = |E2||HIIE; | = |E2]

H .

Isto porque o determinante de um produto de matrizes é o produto dos determinantes e o determinante da matriz
transposta é igual ao da matriz dada. Como |E2\2 > 0 e Ej ndo altera nem a linha 1 nem as que estdo abaixo da
linha 2, estd explicado por que se matém os sinais de A;. Para outros processos a prova é analoga.

Por exemplo, os sinais de Ay, Ay, A3z sdo sempre +, —, — na seguinte cadeia:
2 4 -1 2 0 -1 2 0 0 2 0 0
4 0 3 --> 0 -8 5 - 0o -8 5 - 0o -8 0
-1 3 0 -1 5 0 o 5 -1 o o 2

Por dltimo lembremos que ao condensar a matriz para encontrar a base de vectores préprios, sé podemos utilizar as
transformagdes sobre linhas (para n3o fazer o erro do tipo 2v + 3w = 5x). Entdo temos uma base

B ={uy,...,up} de R" tal que EHu; = ZJ'SV' xjiuj. Ou seja, EH = X com X nula por baixo da diagonal
principal (matriz triangular superior). Mas note-se que E, pelas definices, é de dois tipos: ou triangular inferior ou
simétrica. No primeiro caso, a base ETB é uma base de vectores préprios, pois repare-se: temos EHET = XET
simétrica, por outro lado o produto de duas triangulares superiores é triangular superior. Pelo que XET s6 pode ser
matriz diagonal! O segundo caso, que é quando a linha e coluna i se trocam respectivamente pelas linha e coluna
Jj > i, corresponde sem outro perigo (!) a trocar o vector u; pelo uj na base. Tal transformacéo E tem det < 0
mas a suainversaé E- 1 = ET = E, ela prépria, e portanto também n3o influi nos A; como se viu acima. No
final da condensag3o a esquerda estamos sempre na situagdo do primeiro caso. E logo a respectiva mudanga de
base da-nos a base de vectores préprios que queriamos.
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Finalmente, de termos uma base de vectores préprios de H com a qual f se escreve no ponto a essencialmente
como f(xq,...,xn) = f(a) + )\1x12 4+« + Apx2, como vimos atrds, resulta que:

- f(a) é um maximo se todos os A\; < 0, ou seja, se os determinantes principais 1, A1, Ay, . .. da matriz H, a
hessiana de f, a matriz inicial, vdo alternando o sinal.

- f(a) é um minimo se todos os A; > 0, isto &, todos os A; > 0.

- a € um ponto-sela se nenhum dos A; é nulo, algum A\; < 0 e outro A; > 0; tal que significa que na cadeia dos
A; vdo aparecer repeticdes e alteragdes de sinal.

- finalmente se v é um vector préprio associado a um A; = 0, ent3o é o resto de ordem 2 na férmula de Taylor na
direc¢do de v que ha-de dizer da natureza do ponto critico.

As condi¢des reciprocas das acima também valem, porque o polinédmio caracteristico de H é invariante por
transformagdo de bases. Mais precisamente, dadas duas bases de R” notemos @ a matriz de mudanga de base.
Entdio det (H — A1,) = det (Q(H — A1,)Q 1) = det (QHQ ™! — A1,). Pelo que A & valor préprio de H se e
sé se é valor préprio de QHQ_14

(Em Algebra Linear dirfamos: um valor préprio é um invariante da representacdo matricial de uma dada aplica¢do
linear.)
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Exemplo: Seja f(x,y,z) = x> + 4xy — xz + 3yz. O (nico ponto
critico é (0,0,0). A hessiana é a matriz que aparece na
demonstracdo acima. A origem é assim um ponto-sela pois na
cadeia dos determinantes principais 1,2, —16, —42 temos repeticdo
e alternancia de sinal.
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Aula 11

Extremos condicionados, multiplicadores de Lagrange
Suponhamos que temos duas funcdes reais de classe C! definidas
num aberto D C R".

f,o:D—R

Seja M a superficie de nivel 0 de ¢: M = {x € D: ¢(x) = 0}.

Suponhamos que queremos encontrar os extremos de f sobre M,
essencialmente interessam-nos os maximos e minimos que f toma
quando restringida a M. Esse é um problema de

extremos condicionados: extremos de f na condi¢do de ¢ = 0.
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Recorde: V¢(x) é um vector ortogonal a T,M em cada ponto
x € M (cf. Aula 8).

Vendo agora f a variar sobre M, interessam-nos os pontos criticos
no sentido em que restringimos o diferencial de f a TM. Ou
melhor, um ponto extremo a de f sobre M fard anular df(a)(v)
em todas as direc¢bes v sobre M, isto é, nas direccOes v tangentes
a M. Em suma,

a é ponto critico de f condicionado a ¢

< df(a)(v) =0, Vv e T,M.
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Escrevendo df(a)(v) = (Vf(a), v), vemos que a é critico
condicionado se Vf(a) L T,M. Supondo que a é ponto regular de
¢, isto é, Vp(a) # 0, acabamos de provar que os dois gradientes
tém de ser paralelos, colineares!

Teorema
Seja a um ponto regular de ¢. Entdo a € extremo condicionado de

f sobre M = {¢p =0} se 3\ € R tal que

Vf(a) + A\Ve(a) =0 .
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A mesma equagido escreve-se V(f + A¢)(a) = 0 — ent&o procurar
os extremos condicionados acima é o mesmo que procurar os
pontos criticos de F(x, A) = f(x) + Ap(x) com a funcdo F definida
em D x R.

Com efeito, & 9L (x,A) = 0 se e s6 se ¢(x) =0, que ¢ a condicio
inicial, a ndo esquecer.

Este método de resolucao chama-se

método dos multiplicadores de Lagrange.
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Exemplo: Supomos o problema de minimizar a distancia de (0,0) a
curva M dada por x> + y3 = 3.

Todos os pontos de M s3o regulares.

A funcgdo “distancia” mais apropriada é f(x,y) = x> + y2.
F(x,y,A) = x*> + y? + A(x? + y* — 3) tem 3 pontos criticos:
(0,v/3, ), (v/3,0,—1) e (\/g, %, —1). Por inspecgio directa, o

minimo procurado estd em (0, v/3).

Nota. Os valores de A n3o nos interessam sumamente, s3o
auxiliares de calculo.
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Aula 12

Multiplicadores de Lagrange com duas condi¢des

Suponhamos que estamos no problema anterior de extremos de f,
mas que em vez de uma temos duas condi¢bes ¢1, ¢2. Portanto
f,p1,¢2 1 D C R" — R sdo funcdes de classe pelo menos C!.
Cada uma das superficies M; = {x € D : ¢i(x) = 0} oferece uma
condicdo a f; porém queremos extremos sobre M = My N Ms.

Usando os mesmos argumentos acima temos de analisar TM.
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Tem-se sempre T(M; N Mp) C TM; N TM,. Teremos igualdade se
de facto o ortogonal a V¢1 e o ortogonal a V¢, n3o coincidirem,
ou seja, se os dois vectores ndo forem linearmente dependentes, o
que vamos supdr - e o que consiste na regularidade de (¢1, ¢2).

Novamente, f tem extremo em a € M; N M, se o seu gradiente for
ortogonal a T(M; N M) nesse ponto. Ou seja, Vf(a) estd no
plano gerado por V1(a) e Va(a). Ou seja, o primeiro gradiente
é combinacao linear dos dois dltimos.
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Teorema
Seja a um ponto regular de (¢1,¢2). Entdo a é extremo
condicionado de f sobre M = {¢1 =0, ¢2 =0} se IA\;, A2 €R
tais que

Vf(a) + /\1V¢1(a) + XMVer =0.

De novo, torna-se entdo mais pratico considerar a fungao
F(xt, ..oy Xn, AL, A2) = F(x) + A191(x) + Aaga(x)

e estudar os seus pontos criticos na totalidade.
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Exemplo: Encontrar o minimo de f(x,y, z) = |z| sobre o corte da
esfera de raio 3 e centro na origem pelo plano 2x + 3y — z = 0.
Entdo

F(x,y,z, 0 p) =z4+AXx*+y*+ 22 —9) 4+ pu(2x+3y —2)=0.

O ponto onde se dd igual extremo é +,/ é—gf(l, %, 173)

Exercicio: Generalizar a definicdo de regularidade e o teorema
anterior para m condi¢coes ¢1, ..., Pm.
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Aula 13

Nocdes sobre curvas em R3

Neste curso chamamos caminho, curva, linha ou trajectoéria,
denotada por v, a uma fungdo continua r : [a, b] — R3.

Uma reparametrizacdo da curva v é dada pela composicdo de r
com uma fungdo ¢ : [c, d] — [a, b] bijectiva e crescente.

Estamos interessados na imagem de r e ndo muito na forma como
~ é percorrida.

n:lc,d] = R3en:[ab] = R3sio

parametrizagdes equivalentes de v (ou dizem-se curvas
equivalentes) se existe uma reparametrizacdo da primeira que se
transforme na segunda, ou seja,

rn=mrnog
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A curva inversa de v = r(t), a < t < b, é definida por
—y=r(t)=r(a+b—1t).
Trata-se da mesma curva, percorrida de tras para a frente.

A justaposicdo de duas curvas, a primeira terminando onde a
segunda comeca, é a curva que resulta das duas funcdes
parametrizada num sé intervalo.
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Exemplo. As curvas r(t) = (cost,sent), t € [0,27], e
ri(t) = (cos5t,sen5t), t € [0, 27] sdo equivalentes. Mas ndo sdo
equivalentes a r(t) = (cos t3m,sen t37), t € [0, 1].

Chamamos comprimento de v = r(t), t € [a, b], ao ndmero real

n—1
Ly = S;JDPZ [[r(tida) — r(t)]
i=0

onde P denota particdes do intervalo fechado [a, b] descritas por
h=a<ti<b<---<t,=b
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Teorema

Se r é de classe C1, entdo o comprimento é dado por
_ rbydr
L’Y - fa ’ dt ‘dt

Fazemos a justificacdo de acordo com a teoria do integral de Riemann estudada em Anélise Matematica de uma
varidvel.
Note-se primeiro que

n—1 n—1 " , ; , b ,
3 Irtten) = el = X /t:“ Y (e) del| < Z/;“ 1”@l de= [" 17 @) ar.

Agora seja s(t) o comprimento da curva restringida a [a, t] (a curva que vai do ponto r(a) a r(t)).
Para t > ty, temos pela desigualdade triangular e pela desigualdade acima que

t ’
Ir(t) = r(to)ll < s(t) — s(to) < /t I
0

Dividindo tudo por t — tg e tomando o limite quanto t — tg, resulta ||’ (tg)|| < s”(to) < ||r’ (o), donde se

conclui (para ty < t seria o mesmo) que s’ (to) = ||r (to)]|-
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A fungio s(t) = [I|r'(#)|| df é conhecida como a fungio
comprimento de arco.

s é claramente crescente e bijectiva, do intervalo [a, b] em [0, L,].
Deve-se notar bem:

ds = ||/ (¢)]|dt .

Seja agora ¢ : [0, L,] — [a, b] a funcdo inversa de s(t), isto &,
o(s) = t. E claro que ¢ também é crescente.

Ent3o r o ¢ did-nos uma parametrizacao equivalente de ~.

Eis a parametrizacdo por comprimento de arco de +.
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Integrais de linha

Seja agora D um aberto de R" e f : D — R uma funcio C°.
Seja v = r(t), a <t < b, uma curva cuja imagem esta contida em
D.

Prova-se que o integral

/fds—/ )17 (8)]] dt

“n3o depende da (escolha da) parametrizagdo”; mais precisamente,
nao depende da escolha de r entre todas as parametrizagcGes
equivalentes de ~.

f,y f ds chama-se integral de f ao longo de -y relativo ao
comprimento de arco.
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Suponhamos que «y é dada por r(t) = (x(t),y(t), z(t)) (sé para
simplificar, escolhemos R3).
Podemos falar do integral

/7 fdx = /ab F(r(£)) X' (£) dt

o qual também n3o depende da escolha da parametrizagao

f7 f dx chama-se integral de f ao longo de ~ relativo a x.
Da mesma forma define-se o fv fdy ou f7 fdz.
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Aula 14

Trabalho de um campo vectorial e campo conservativo; potencial
Seja agora F : D € R® — R3 uma fung3o classe C® — descrita
entdo por

F(vaaz) = fl(X7y’Z)el + fz(x,y,z)eg + fz’)(Xaya 2)63

0 que também se designa de campo vectorial sobre D.

r/

TP © versor da

Seja v = r(t) uma curva como acima e t =

velocidade de r (supondo que n3o se anule).
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Tem-se a igualdade

b
/kﬁadsz/mwvﬁnwkwﬁu:
v a

b
= / (A X (0) + B(r(0) ¥ (1) + H(r(1) Z(1)) dt =

:/ﬂw+5w+@¢.
v

Assim se comporta o integral de linha: o trabalho de F sobre ~,
conceito da Fisica, é o integral do campo vectorial F ao longo do
caminho na direccao da tangente.
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Suponhamos agora que F é um gradiente, ou seja, existe
1 D — R tal que F = V1. Neste caso diz-se que F é um
campo conservativo ou campo vectorial gradiente.

A funcg3o escalar ¥ di-se o nome de potencial.

Proposicao
Condico necessdria para um campo vectorial F = (f1,...,f,) de
classe C1 ser conservativo é que

of,  of

OXJ'_OTQ
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Repare-se que dizer que F = (f1,...,f,) é um campo conservativo,
ouseja (fi,...,fp) = g—;fi, ol gff;), é o mesmo que dizer que

fidxg + -+ f,dxz = dy.
Neste caso, temos:

Proposicao
Se F € um campo vectorial gradiente, com potencial v, entdo

/fldxl+---+fndX3 — 4(B) — $(A)
:

para qualquer curva v em D com inicio em A e fim em B.
Em particular, é nulo o trabalho de F ao longo de qualquer curva ~

fechada:
[iF-te= -0,
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A condig3o anterior permite integrar o campo vectorial F. Ou segja,
encontrar o resultado reciproco.

Com efeito, pode-se provar que sendo o integral de circulacdo de
(F, t) nulo ao longo de toda a curva fechada, entdo F é
conservativo, isto €, é um campo vectorial gradiente.
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Aula 15

Integral de Riemann em dimensao > 1

Temos agora por objecto de estudo um dos mais incisivos
instrumentos do célculo em vdérias varidveis. Nem todos os
teoremas podem ser provados pelos meios simples que temos
procurado mostrar. Essas outras demonstra¢des deixaremos para
curso mais especializado.

Seja | um intervalo de R”. Existem reais a; < b; tais que
| = [al,bl] X e X [a,,,b,,].

Chamamos volume de / ao nimero real

V(II)=(by1—a1) - (bn — an).

Chamamos didmetro de / ao ndmero real

d(1) = /(by — a1 -+ (bn — an)?
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Chamamos particdo do intervalo / a um conjunto
P ={h,bh,..., I} de subintervalos de / tais que

inth Nintl; = @Vi#j e hUhU---Ul=1.

Dadas duas particées P;, P, do mesmo intervalo /, dizemos que P;

é mais fina que P, (o que se denota por P; < P,) se cada

intervalo de P; estd contido num intervalo de P».

E claro que dadas duas particdes, ha sempre uma terceira mais fina
que qualquer uma delas (porqué?).
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Chamamos didmetro da particdo P ao maximo dos didmetros dos
intervalos que a compdem.

Seja £ = {X1, Xa,..., Xk} uma sucessdo de pontos do intervalo /.
A sucessdo diz-se compativel com a particdo P = {l1, b, ..., Ik},
se X;€l;, V1 <i<k.

Agora seja f : | C R" — R uma fun¢do real definida no intervalo
I, onde se tem também uma particdo P e uma sucessdo &
compativel com P. Ao nimero real

k

S(F,P,&) = _F(X) V(I)

i=1

damos o nome de soma de Riemann de f relativa a P e a &.
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Pode-se compreender a soma de Riemann como a soma dos
volumes dos paralelipipedos de base /; e altura f(X;).

Dizemos que f é integravel a Riemann, integravel-R ou,
simplesmente, que f é integravel sobre o intervalo / se existir um
nimero real A tal que

Vo > 0, de > 0 tal que V P particdo de /

d(P) <e = |S(f,P,&) — Al < 0, V & compativel com P .
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Outra forma de dizer é que, em vez de um ¢, existe uma particido
Py tal que, sempre que P < Py, temos a mesma desigualdade entre
as respectivas somas de Riemann e o niimero A.

Proposicao
Se f € integrdvel, entdo A € unico.

A:/f.
!

Denota-se
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O conhecimento da construgdo dos nimeros reais como limites de
sucessoes de Cauchy, permite ainda escrever a mesma condigdo
sem sequer invocar A:

Teorema
f: 1 CR" — R € integravel 3 Riemann se e sé se

Vo > 0, APy particdo de I, tal que VP1, P < Py =
|S(f, P1,&1) — S(f, P2, &) <0, V £1,62 .

(Subentende-se, &1, & compativeis com Py, Py respectivamente).
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O primeiro propdsito do integral de Riemann é o célculo de
volumes.

Seja M um subconjunto qualquer do intervalo / limitado:
M cC I CR" Seja xup : I — R a fungio definida por

XM(X):{(l) i;%

Dizemos que M é mensurdvel (a Jordan) se xp € integravel.
Se tal for o caso, chamamos volume de M ao nimero real

V(M) = [ xm-
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Propriedades do integral de Riemann

Teorema

Sejam f, g : | — R fungbes integraveis num intervalo |. Ent3o:
(i) f + g, fg e |f| sdo integrdveis

(i) se |f(x)] > ¢ >0, Vx € I, entdo } & integravel.

O seguinte teorema acenta na nocdo de continuidade uniforme de
f, funcdo continua sobre um compacto, que nos garante em
termos estreitos o controle global da variacdo de f no intervalo
limitado e fechado / (compacto).
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Aula 16

Teorema
Toda a fungdo continua em | € integravel a Riemann.

Mais geralmente:

Teorema

Toda a fungdo continua num conjunto mensuravel M C | é
integravel, no sentido que € integravel a funcdo F dada por
F(x) =1f(x), sexe M, e F(x) =0 se x € \M.

Claro que se escreve
/ - / F.
M I
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Teorema (do valor médio)

Seja f : M — R continua num conjunto conexo e compacto.
Entdo existe xo € M tal que [, f = f(xo) [, 1 = f(x0) V(M).

Nota. Um conjunto diz-se conexo se ndo for a unido de dois
abertos de R” disjuntos e ndo-vazios. Intuitivamente exprime-se a
ideia de que M é constituido de uma sé peca.
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Os dois préximos teoremas permitem calcular muitos integrais. O
primeiro é facil de provar.

Teorema (fundamental do cdlculo integral)

Seja f : [a, b] C R — R integrdvel. Entdo, sendo
o(x) = [ f(t)dt, x € [a, b], tem-se

¢ =f.

Em particular,
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Teorema (Fubini)

Seja f : | x J — R continua num intervalo de R"*P, com
I C R", J C RP intervalos fechados e limitados. Entdo:

(i) y — f(x,y) € integravel em J, Vx € |

(i) x — [, f(x,y)dy € continua e por isso integravel em |

(iii) tem-se
ey AVACYIOES

Do teorema de Fubini conclui-se que é indiferente a ordem de
integracdo!
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Como corolarios dos resultados acima temos que se f é integravel
sobre um subconjunto M C R"*!, descrito pela condicio

M= {(x,y) eR"™: x €l CR", p1(x) <y < pa(x), Vx € I}
para certas funcles continuas @1, @2 : I — R, entdo

// x,y)dxdy = // f(x,y)dydx .
e1(x)
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Exemplo 1: Procura-se calcular a drea entre a pardbola x? e a
clibica x® para x € [-2,2].

Note-se que a esquerda de 1 temos x> < x?, enquanto 2 direita
temos o contrario. Assim, a drea (volume em 2 dimensdes) é
calculada por

(/_12/:+/12/X:3)1dydx:/_ (x> —x )dx+/12(x3—x2)dx
:[”_X}%X XT_

3
18,1606 8 1 1 102 17
4 3 4 4 3 3

12 2
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Exemplo 2: Calculamos agora o volume da regizo M em R3 entre
o paraboldide z=3 — x> — y?> e o plano z = x + y.
E claro que a interseccdo das duas superficies é dada por
1 1 7

3-x°—y’=x+y — (x+§)2+(y+§)2=§
portanto uma circunferéncia. E facil compreender que a regido fica
descrita por
M={(xy,2): x+y <z<3=x*—y? (x+3)+(y+3)? < I}

A partir daqui o problema resolve-se facilmente recorrendo a
coordenadas polares, que se introduzem a seguir.
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Aula 17

Teorema geral de mudanca de varidveis em integracao

O teorema que aqui vem em titulo é sem ddvida o mais dificil de
provar neste nosso curso, o qual ndo se deseja sobrecarregar com
mais definicdes e instrumentos que seriam apenas necessarios para
tal prova. Mas é também um daqueles resultados que o préprio
engenho e a necessidade nos iluminam. Alids o teorema foi
utilizado em diversas formas aplicadas, por grandes matematicos
como Euler ou Lagrange, mais de cem anos antes da primeira
demonstrac3do rigorosa.
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Vejamos as hipdteses.

E dado um subconjunto mensurdvel E C U C R” contido num
aberto U, por sua vez contido num intervalo limitado de R".

E dada uma funcdo ¢ : U — V bijectiva sobre um outro aberto
V, de classe C! e com inversa continua.

Denotamos ainda por M = ¢(E) o subconjunto imagem de E por
0.

Finalmente, é dada fungdo f : M — R integravel a Riemann.

Teorema (de mudanca de varidvel em integracdo)

Nas condicdes descritas anteriormente, temos que M = ¢(E) é
mensuravel e que

/ f()/)d}/—/ f o ¢(x)|det Jac ¢ (x)| dx .
M E
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Note-se que a fun¢do integranda do lado direito contém o mddulo
do determinante da matriz jacobiana.

Um pouco mais devemos observar sobre a demonstracao.
Recordemos que uma qualquer base {u,..., u,} de R"” define um
volume ou sélido, a saber, o paralelipipedo P de arestas u; e um
mesmo vértice a origem do referencial. P é o sélido com pontos
>_;Xiuj onde (x,...,xp) € [0,1]". Ora demonstra-se em curso
préprio de Algebra Linear que

up
V(P) = det
Un

Este valor é obviamente igual ao determinante da aplicacdo linear
que transforma a base candnica {e;} na base dos {u;}.
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Assim, se L : R” — R"” é uma aplicagdo linear qualquer (em
particular transforma subespacos lineares em subespacos lineares),
entdo o determinante de L é o quociente entre os volumes de um
paralelipipedo L(P), imagem por L de outro paralelipipedo P do
qual partimos:

V(L(P)) = V(P)det L

(porqué?).

Finalmente note-se que, infinitesimamente, o aparecimento do
determinante da jacobiana de ¢ no teorema geral de mudanca de
varidvel se deve ao que acabamos de observar.
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Coordenadas polares e cilindricas

Somente para R? e R3.

A transformacdo ¢ de coordenadas cartesianas (x, y) de R? em
coordenadas polares

(x,¥) = (pcost, psend)

onde p = \/x% + y2 €]0, +oo[ é o raio e § €]0, 27| o dngulo que o
ponto-vector faz com o semi-eixo positivo dos x, é muito
importante.

Feitas as contas, temos

cosf) —psend

det Jac ¢ = det sen  pcosf

= p>0.
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Exemplo 1: Podemos agora calcular o volume que queriamos atras
(Aula 16):

Escrevendo D = {(x,y) € R?: (x+ 2)2+ (y +3)?> < 2}
Tinhamos parado no célculo de

3—x%2—y
/// 1dzdxdy://3—x2—y2—x—ydzdxdy
X+ D

= [ 5t 3P -+ Praxdy

Porém! Note-se que a transformac3o que convém n3o é
exactamente aquela das coordenadas de centro em (0,0) mas sim
outras de centro em (1, 1).
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E claro que o jacobiano de (x,y) = (=% +pcost, —3 + psend)
também resulta em p.
O integral anterior continua como

27 z 4 \/g 4
:/ /\/;(7p2)pdpd9:27r [7p2p} :—971' .

Exemplo 2: Para calcular a area do circulo B,(0) de raio r, temos

27 pr p2 r
// 1dde:/ / pdpdf =27 [} = 7r?
B,(0) o Jo 2 ]

tal como se esperava.
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Note-se que no exemplo 1 considerdmos inicialmente uma regiao
em R3. De facto o que fizemos foi utilizar coordenadas cilindricas,
que mais nao s3o do que as polares em conjunto com uma terceira,

cartesiana, z:
(x,y,z) = (pcosf, psend,z) .

Verifica-se facilmente que o determinante da matriz jacobiana é o
mesmo: p.



Coordenadas esféricas
S30 apenas para R3.

(x,y,2)

124
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Necessitando descrever os pontos em trés dimensoes por meio de
coordenadas esféricas, como se viu na figura, temos:

(x,y,2) = (psenpcosf, psen psend, pcosp) = ¢(p, 0, )

com0<p<+oo, 0<O<2m, 0 < p <.

Note-se que p = /x2 + y2 + z2.
O factor a ter em conta pelo teorema da mudanca de varidvel em
integracdo é

senpcosf —psenpsenf pcosp cosb
detJacop = | senpsentl psenpcos pcospsend
Cos 0 —psen e

= p%seng .
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Eis um exemplo fundamental, o cdlculo do volume da bola
B = B,(0) de raio r:

™ 21 r 4
V(B):/l:/ / / pzsencpddedgp:gwrf;
B 0 0 0

férmula que era conhecida na antiguidade classica.
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Aula 18

Teorema de Green

Eis um primeiro teorema que relaciona a integracdo sobre um
dominio com aquela sobre a sua fronteira.

Suponhamos que v C R? é uma curva seccionalmente de classe
C1, simples e fechada (simples significa que sé passa uma vez em
cada ponto, para o que n3o conta o inicial — que neste caso se
supde igual ao final por a curva ser fechada).

Nas condicGes anteriores, v define um dominio do plano, denotado
int y C R?, a saber, o maior aberto limitado que tem  como
fronteira.



128

Suponhamos ainda que ~y é percorrida no sentido positivo ou
trigonométrico, ou seja, no sentido contrario ao dos ponteiros do
relégio, no plano descrito em coordenadas (x, y).

(O que estd em causa é a escolha de uma orientaco, outro
conceito matemdtico que n3o dependerd do observador).

Teorema (de Green)

Sejam f,g : D C R> — R duas fungdes de classe C1 num aberto.
Seja vy uma curva nas condicées acima, tal que a regido do plano
R =~ U int(y) C D. Ento:

§1§fdx+gdy // <8x_y) dxdy .
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Note-se que se F = (f,g) é um campo vectorial conservativo em

~ < og of _ ;
D, ent3o necessariamente 5> — ay =0 (veja-se a Aula 14).

Tendo em conta o reciproco deste resultado, analisado no fim da
referida aula, podemos afirmar ainda que, se para qualquer v C D,
curva simples e fechada, o interior de v também estd contido em
D (por exemplo se D é convexo), entdo a condi¢do acima é
também suficente. Ou seja, dado F = (f, g)

og of

T tal que dyp = fdx + gdy <— — =—.
ox Oy

A condi¢cdo geométrica sobre D é identificada como a nog¢3o de D ser simplesmente conexo. E esse, com efeito, o

caso dos subconjuntos convexos (por definicdo, os que contém os segmentos de recta entre os seus pontos).
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Observe-se ainda no teorema de Green a coeréncia dos sinais se
mudarmos o sentido a curva.

Outra conclusdo imediata é a férmula

1 .
2y§xdy—ydx: // 1dxdy = Area(R) .
R
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Integrais de superficie

N3o se pode conceber a nocido de drea de uma dada superficie de
acordo com a intuicdo comum, mas sim como uma nova definic3o;
pois uma superficie, em geral, possui aquilo que é conhecido como
curvatura, dependente em cada ponto e de forma intrinseca da
estrutura métrica do espaco.

Chamamos superficie a imagem S de, ou a, uma fungdo injectiva e
continua

f:DCR*—R?
(s,t) — (x(s,t),y(s,t),z(s, t)) .
Mais geralmente, uma superficie podera ser descrita por varias

expressoes funcionais, como seja o caso da descricdo da fronteira
de um sdlido.
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Suponhamos f de classe CI.

Tendo em conta a diferenciabilidade em cada ponto (s, to) € D,
requere-se que infinitesimamente a drea de S sobre o rectdngulo
Rs ¢ de arestas geradas pelos pontos (sp, to), (so + s, to), (S0, to + t)
(logo de drea st) coincida no limite com a area do paralelogramo
gerado pelas imagens por meio de f dos vértices de Rs¢).

Por outras palavras, requere-se o elemento de drea igual a

1.
do = EArea(df(RsJ))ds de .



133

Como se viu na Aula 17, o determinante é uma operacdo algébrica
que nos d4 a area em R? ou o volume em R3. Podemos calcular a
4rea do paralelogramo df(Rs ) em R3 utilizando o determinante,
se aos dois vectores %, % juntarmos um terceiro N de norma 1,
que lhes seja perpendicular (por isso perpendicular a TS).

A drea desejada serd o volume do paralelipipedo com aquela base e
com altura 1.

Queremos entdo encontrar um vector Ny = (a, b,c) L %, %:

ax.+ by, +cz, =0
ax; + by, +cz, =0

Uma solucdo é

A /1 o rol ot /oy
a=y.z — Yz, b = zx; — zpxg, C = XVt — X¢Ye -
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Ny — (a,b,c)
Ni|| Va2+b2+c?’

Ent3o, sendo N = 0

a b c
iArea(df(Rs,t)) = det <N ot 8f> L

gyt / /
9 at) " M| s

! /
Xt Vi Zt

1
=@ ) = VR =l

Nota. —/N; tamém é solu¢do do sistema que dd Ny = (a, b, ¢).
Obviamente escolhemos o sinal em N de acordo com o que faz o
determinante positivo! Isto corresponde a uma escolha de
orientagcdo pois had duas normais, £N, a superficie dada.
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Eis por que se define a drea de uma superficie S por

A(S)://lda:// a2 + b? + c2dsdt
S D

Podemos escrever a regra mnemonica (correspondendo a uma
escolha de orientacio em R3):

€1 €& €3

_ / / /

Nl = | X Ys Zs
/ / /

Xt Yt Zt

e logo

do = Va%+ b?+ c2dsdt = || Mq]|dsdt .
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Definimos ainda o integral de superficie para uma dada funcdo
continua g : S — R por

//Sgdf’ = [ [ etxts. (5.0, 2(5,0) I dsae

Nota. Pode-se definir muito naturalmente uma equivaléncia de
superficies, tal como fizemos para as curvas, essencialmente
considerando que se teriam outras coordenadas para o0 mesmo
subconjunto S de R3, e pode-se depois demonstrar que o integral
de superficie ndo depende da escolha dessas parametrizacées de S.
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Exemplo: o mais habitual é S ser dada por uma equacio
z=¢(x,y), (x,y) € D; nos termos anteriores trata-se da fungo,
injectiva,

f(x,y) = (xy,0(x,y)) -

Ent3o encontramos facilmente a expressao

//gda—// g(x,y,z(x,y)) \/1 + (¢},)? dxdy .

Exercicio: mostre que a rea da esfera S? = {||(x,y,z)|| = r} de
raio r é 4mr?.
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Aula 19

Bordo de uma superficie e orientacdo induzida no bordo

Para melhor compreender um dos teoremas cimeiros deste curso
devemos observar algumas situa¢des gerais da teoria das
superficies.

Uma superficie S em R3 poderd ser dada ndo apenas por uma, mas
por varias funcdes injectivas; nesse caso S coincide com a reunido
das imagens dessas varias funcdes, ou seja, S=S1US U - --.

E o caso da superficie de um cubo, a uni3o de seis faces.

E também o caso de uma superficie dada implicitamente por
#(x,y,z) =0, como é exemplo a esfera x> 4 y? 4 z? = 1, unido de

z=4/1—-x2—y2comz=—/1—-x2—y2
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Em geral, vamos admitir que as imagens das fun¢des das S; n3o se
intersectam, sen3o, eventualmente, sobre as suas arestas ou
bordos. O resultado poderd n3o ter bordo nenhum (como é o
exemplo da esfera). Também existem superficies descritas por uma
s6 expressao e com bordos disconexos.

Sendo ¢ : D C R? — R3, definida num aberto D, dando origem a
uma superficie S, chamamos bordo de S, ao conjunto

8S = (fr(D)) .

Admitimos ¢ como estando também definida na fronteira de D,
por isso chamamos orientacio induzida no bordo de S ao sentido
da curva ¢ oy quando v é o caminho que descreve a fr(D) no
sentido trigonométrico do plano R2.
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Suponhamos que S é dada por

o(s,t) = (x(s, t),y(s, t), z(s, 1)), (s,t) € D, fungdo de classe C.
Referimos ja a existéncia de uma normal N a S (estamos também
sempre a admitir que %f, % € R3 s3o linearmente independentes).
Como se sabe, N L TS.

S é naturalmente orientada pela base de R3 N, g—f, %—f ou, se se

- dp Op
preferir, 55, 57, N

(se ndo se fizerem mais assumpgdes - atencgdo - cf. banda de
Maebius).
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Por exemplo um disco D = B;(0) C R? coincide com uma
superficie em R3, por meio de (x,y) <= (x,y,0). E facil ver que
N = e3 =(0,0,1) e que a orientagdo induzida no bordo é dada
pelo sentido ébvio F(X%O) = (—y,x,0) para pontos no bordo

x? + y? = 1. Por exemplo no ponto (1,0,0) temos t = e.

Este exemplo é paradigmatico.

Suponhamos que nos d3o a superficie S e a normal N em cada
ponto, sem nos darem as funcGes coordenadas. Pde-se ent3o a
questio:

Para um ponto (x,y, z) € S, como adivinhar a orientagdo
induzida, ou seja, como escolher £?
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A resposta é: tomar o plano tangente TS nesse ponto, imaginar
nesse plano um vector unitdrio 4 que aponta para fora de S e
depois escolher t de tal forma que as bases

g, t,N e e1,e,e3 tém a mesma orientacio.

(Mais precisamente, de forma que o determinante de
transformagdo de uma na outra seja positivo).

Exemplo. Seja S = {x> 4+ y? +2z> =2, -1 < z<1} e N a normal
exterior a bola.

Entdo o bordo S tem duas componentes. E onde z = 1, temos
?(X%z) = (y,—x,0). Onde z = —1, temos ?(X%Z) =(—y,x,0).
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O rotacional e o teorema de Stokes

Seja F: U c R3 — R3 um campo vectorial de classe C! definido
num aberto de R3. Na habitual base candnica, existem funcdes
f,g,h: UC— R tais que

F=(f,g,h)y=fer+ge+hes.

Chamamos rotacional de F ao novo campo vectorial rot F definido,
também sobre U, por

€1 € €3
0 0 0
rot F = 9x 9y Oz
f g h
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Finalmente podemos enunciar:

Teorema (de Stokes)

E dada uma superficie S seccionalmente de classe C? em R3.
Supébe-se que a superficie estd incluida no dominio de um campo
vectorial F de classe C1. E também dada uma normal N sobre S.

Entao
//(rot F,N)do _§1§ (F,?)ds
S oS

onde se toma OS com a orientacdo induzida, t como o versor da
tangente ao bordo e s o comprimento de arco.



Uma versao local do teorema, admitindo que sdo conhecidas as
fungdes coordenadas ¢ (8, t), com (8, t) € D, obriga-nos a recordar

Nl _ (3, ba C)
[N~ Va2 + b2 + 2

do = ||\y]| d3dt N =

/(F,ﬂdS:/fdx—&—gdy—l—hdz.

Diz-nos entdo claramente o teorema de Stokes que

oh Og of 0Oh dg Of -
//,;<8y_8z>a+<82_ax>b+<8X_6y)Cdet

:yg fdx+gdy + hdz .
as
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Note-se que, se h =0 e f, g ndo dependem de z, entdo temos uma
versdo do teorema de Green no espaco.

Claro que a vers3o inicial do teorema de Stokes resulta da versdo
local, da decomposicdo S =S US> U -+ e da linearidade dos
integrais de linha e de superficie.

Note-se que, uma vez N fixado, o mais frequente é a orientacdo
induzida numa parte do bordo comum a duas faces S1,S» ser
deduzida pela primeira, simétrica da que se deduz pela segunda.

Exemplo 1. Seja Q a superficie de um cubo em [0,1]3 C R3 aberto
em cima, ou seja, faltando-lhe a face superior. Seja N a normal
exterior (perpendicular a cada face e apontando para fora).

(cont.)
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Seja F = xy? es.

Ent3o a circulacdo nas arestas de lado e em baixo cancelam duas a
duas; s6 sobrando a circulagdo das arestas da face que falta.
Note-se que a circulagdo, em cima, se faz toda no mesmo sentido!
Porém, a circulagdo de F no bordo é nula porque e3 1. 0Q. Por
outro lado, rot F = 2xy e; — y2 e>. Entao

// (rot F, N)d // // 2xydo
{x=1} {x=0}
1 p1
—(// —// )yzda:/ / 2ydydx —1ldxdy =0
{y=1} {y=0} o Jo

como esperavamos.
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Exemplo 2: Seja F um campo vectorial de classe C! qualquer,
numa regido contendo a superficie esférica S = x*> + y?> +z° = r
de raio r. O bordo é vazio. Entao

//s<rotF,N>da—0.

2

O integral [[5(G, N)do chama-se fluxo de G através de S.
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Aula 20

Divergéncia e o teorema de Gauss ou da divergéncia
Suponhamos que é dado um campo vectorial
F = (f,g,h): U— R3de classe C* num aberto U C R3.
Define-se a divergéncia de F como a fung¢ao escalar
divF : U — R,

of 0Og Oh

divF = —+4+ =+ —.
v 0x+8y+02

Este conceito, por estranho que pareca, surge de forma natural em
geometria diferencial. Tem importancia por si mesmo na medicdo
da variacdo instantdnea de F, alids como mostra o préximo
teorema.
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Suponhamos que M é uma regido de R3 com volume n3o nulo;
como exemplo, podemos ter M um aberto n3o vazio.

Um tal sélido da lugar a uma superficie S = M, o bordo de M, a
qual vamos admitir coincidir com a fronteira de M em R3.
Admitimos também de modo ilustrativo, como ja ocorreu e ocorre
geralmente, que S tem algum plano tangente TS em cada ponto.

Chamamos normal exterior a S = M ao vector unitdrio N,
ortogonal a TS e que aponta para fora de M.

Portanto, tendo em conta as hipdteses, N, sé estd definido nos
pontos de § onde n3o haja ambiguidade de todas as nocdes
anteriores.
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Teorema (de Gauss ou da divergéncia)

Suponhamos que é dada uma regido M, com bordo seccionalmente
de classe C2, contida no dominio de um campo vectorial F como

acima. Ent3o
/// div F —// (F,Ng)do .
M oM

Note-se que o integral triplo é sobre o volume M.
O resultado é linear sobre uma unido M= My UM U ---.
Por exemplo, se se fizer uma decomposicdo cirdrgica de M,
repare-se que as normais exteriores vao aparecer em bordos
contiguos em direc¢Ges iguais mas sentido oposto.
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A demonstracdo do teorema é um interessante e facil exercicio,
desde que admitamos que M se possa decompor em regides mais
simples do tipo M; = x D, com | C R e D C R?.

Exemplo. Seja M = B,(0) C R3 e suponhamos F = (x + y)e;.
Entdo S = OM ¢é a superficie esférica de raio 1.

Como div F = 1, temos [[f,,div F = V(M) = 7r3.

Por outro lado, é ébvio que N, = %(x,y, z) em cada ponto
(x,y,2z) €S. Entdo (F, Ne) = 1(x® + xy).
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Usando a parametrizacio de S usual, z = 41/r?2 — x2 — y2, temos

r
do = ||Ny||dxdy = v

e logo

2
// <F,Ne>da:2// _ XY dkdy
oM D\/r?2—x2—y?

Em coordenadas polares chegamos também a %wr3.
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