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Chapter 1Introdu�
~aoA An�alise Num�eri
a �e uma �area espe
ializada da Matem�ati
a dire
tamente rela
ionada 
om a resolu�
~aode problemas matem�ati
os tendo 
omo ferramenta prin
ipal o 
omputador.Os dois aspe
tos prin
ipais a 
onsiderar no 
�al
ulo 
omputa
ional de solu�
~oes de problemas matem�ati
oss~ao:1. o desenvolvimento e a an�alise de m�etodos 
omputa
ionais para a resolu�
~ao dos problemas2. a implementa�
~ao destes m�etodos 
om o obje
tivo de exe
utar 
�al
ulos 
ient���
os.A estes m�etodos 
hamaremos M�etodos Num�eri
os. Envolvem pro
edimentos e f�ormulas que nos levam�a aproxima�
~ao de um problema matem�ati
o por um problema num�eri
o ou �a resolu�
~ao de um problemanum�eri
o. A An�alise Num�eri
a �e pois o 
ampo que estuda o 
omportamento dos M�etodos Num�eri
os.Tal estudo engloba a existên
ia e uni
idade de solu�
~ao, a 
onvergên
ia, a estabilidade. et
.O desenvolvimento de algoritmos num�eri
os a partir dos m�etodos num�eri
os �e feito tendo em aten�
~aoo tipo e as 
ara
ter��sti
as do problema e o 
ontexto em que surge. O algoritmo deve 
onter todos osdetalhes 
omputa
ionais, nomeadamente em termos das 
ondi�
~oes ini
iais e de paragem do pro
edi-mento. O 
on
eito de m�etodo num�eri
o �e mais geral que o de algoritmo num�eri
o.Alguns dos algoritmos desenvolvidos para resolver problemas matem�ati
os padr~ao en
ontram-se im-plementados e in
orporados em bibliote
as de programas de 
omputa�
~ao num�eri
a. No entanto, eporque para 
erto tipo de problemas podem existir v�arios algoritmos, torna-se ne
ess�ario sele

ionaro algoritmo mais adequado para a resolu�
~ao do problema entre m~aos tendo em 
onta as suas espe
i-�
a�
~oes. Nos 
asos em que o problema matem�ati
o tem 
ertas parti
ularidades que o distinguem dosoutros, pode n~ao existir, nas bibliote
as num�eri
as, um programa que 
al
ule a solu�
~ao desse prob-lema, sendo ne
ess�ario ao utilizador desenvolver o seu pr�oprio algoritmo/software. Nesta situa�
~ao, outilizador ne
essita de fazer um estudo mais pormenorizado sobre a apli
abilidade e estabilidade dast�e
ni
as num�eri
as.De�ne-se algoritmo num�eri
o 
omo sendo um 
onjunto de dire
tivas para exe
utar opera�
~oes matem�ati
as,
riadas para obter a solu�
~ao e um determinado problema matem�ati
o. Um algoritmo n~ao �
a bemde�nido se surgirem d�uvidas quanto �a opera�
~ao que deve ser exe
utada a seguir. Um algoritmo �e poisuma t�e
ni
a num�eri
a para resolver um problema matem�ati
o.Quando implementado 
omo uma rotina ou num pa
kage, o algoritmo torna-se uma pe�
a de software.Quando se 
omparam algoritmos, para determinar o melhor, �e habitual usar uma medida do 
ustodo algoritmo. Essa medida pode ser baseada no n�umero total de opera�
~oes aritm�eti
as exe
utadas,
omo 
ara
teriza a 
omplexidade. A 
omplexidade de um algoritmo est�a rela
ionada 
om o n�umero5
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~oes elementares ne
ess�arias para resolver um tipo de problemas. No entanto, no estudodo desempenho dos algoritmos outras propriedades devem ser in
lu��das tais 
omo: a estabilidade, odom��nio de 
onvergên
ia e a e�
iên
ia.Para a produ�
~ao de rotinas e�
ientes, 
omo elementos essen
iais de software num�eri
o, �e ne
ess�ariopreen
her um 
onjunto de requisitos:1. A primeira etapa diz respeito �a formula�
~ao do problema e 
onsiste na de�ni�
~ao do modelomatem�ati
o, bem 
omo na espe
i�
a�
~ao dos dados do problema, do tipo e da quantidade deresultados que se pretendem obter.2. A segunda etapa envolve a sele
�
~ao do m�etodo a usar. De�ne-se m�etodo 
omo sendo o 
onjuntode f�ormulas matem�ati
as que devem ser usadas par en
ontrar a solu�
~ao do modelo matem�ati
o.Esta sele
�
~ao 
ompreende uma pro
ura entre os m�etodos existentes ou mesmo a 
ria�
~ao dealgum m�etodo, 
aso se torne ne
ess�ario. Nesta etapa temos de de
idir por um m�etodo num�eri
oa
eit�avel isto �e, por um m�etodo que nos resolva o problema de uma maneira t~ao e
on�omi
a epre
isa quanto poss��vel.3. Uma vez de
idido qual o m�etodo a usar, deve passar-se �a ter
eira etapa que 
onsiste em fazer ades
ri�
~ao detalhada do pro
esso 
omputa
ional, gerando o algoritmo num�eri
o.4. A �ultima etapa 
onsiste em 
onverter o algoritmo num elemento de software num�eri
o. �E poisa realiza�
~ao f��si
a do algoritmo. Consiste num programa de 
omputador e devem ser utilizadas,da melhor maneira poss��vel, todas as 
apa
idades 
omputa
ionais do sistema.O utilizador pode usar uma linguagem m�aquina ou uma linguagem orientada para o problema,de alto n��vel, mais simples, 
ujas instru�
~oes est~ao mais perto da linguagem 
orrente falada.De uma forma informal, uma linguagem de programa�
~ao �e um vo
abul�ario espe
ial que um 
omputador
ompreende e que permite ao utilizador 
omuni
ar 
om o 
omputador. Usando este vo
abul�ario, outilizador 
onstr�oi uma sequên
ia de instru�
~oes ou 
omandos os quais 
onstituem um programa quepode ser submetido ao 
omputador para exe
u�
~ao.As linguagens de programa�
~ao est~ao tradi
ionalmente divididas em duas 
lasses: linguagens de baixon��vel e linguagens de alto n��vel. As linguagens de baixo n��vel, referidas muitas vezes 
omo 
�odigom�aquina ou linguagem assembly, s~ao prim�arias e requerem um 
onhe
imento detalhado do fun
iona-mento do 
omputador 
omo uma m�aquina. Para uma tarefa elementar o programa pode requerernumerosas linhas de instru�
~oes em 
�odigo m�aquina. Por este motivo, foram desenvolvidas as lingua-gens de alto n��vel de forma a permitir ao utilizador es
rever es
rever instru�
~oes de forma mais simplessem 
onhe
er os detalhes exa
tos de 
omo o 
omputador fun
iona realmente.As instru�
~oes es
ritas em linguagens de programa�
~ao de alto n��vel s~ao traduzidas ou 
ompiladas em
�odigo m�aquina antes de serem submetidas ao 
omputador para exe
u�
~ao. Algumas dessas linguagensde programa�
~ao de alto n��vel s~ao o FORTRAN, Pas
al ou C.Iremos utilizar um sistema alg�ebri
o 
omputa
ional 
hamado Maple 
omo linguagem de programa�
~ao.Outros sistemas de 
�al
ulo de distribui�
~ao 
omer
ial e 
ompar�aveis ao Maple s~ao, por exemplo, oMatlab, Mathemati
a e Math
ad. No 
aso de distribui�
~ao livre existem o S
ilab (www.s
ilab.org/),O
tave (www.o
tave.org) e Maxima (maxima.sour
eforge.net) entre outros.Um sistema alg�ebri
o 
omputa
ional �e diferente de uma linguagem de alto n��vel no sentido em que �e naverdade um programa es
rito numa linguagem de alto n��vel (
omo o C no 
aso do Maple) que est�a emexe
u�
~ao 
ont��nua em ba
kground aguardando a introdu�
~ao de dados (input) por parte do utilizador.
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os | 1. INTRODUC� ~AO 7Assim, quando submetemos uma sequên
ia de instru�
~oes ao Maple, as instru�
~oes s~ao traduzidas no
orrespondente 
�odigo C o qual �e 
ompilado e exe
utado. Por este motivo, os programas em Maplen~ao s~ao e�
ientes quando se trata de utiliza�
~ao 
ient���ti
a, industrial ou 
omer
ial em larga es
ala.Contudo, o Maple �e muito �util para a aprendizagem dos 
on
eitos b�asi
os de programa�
~ao e para aauxiliar na 
ompreens~ao de 
omo 
onstruir algoritmos 
omplexos.
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Chapter 2Aritm�eti
a 
omputa
ional2.1 Valor aproximado e erroExemplo 2.1 Quando uma 
al
uladora representa o valor de � por 3:141592654 ou o n�umero deNeper, e, por 2:718281828 est�a a efe
tuar um arredondamento.Para a exigên
ia do problema em 
ausa o valor aproximado de � dado por 3.14 poder�a ser su�
iente.Isto quer dizer que o erro que 
ometemos ao 
onsiderar este valor �e negligen
i�avel.V�arios 
on
eitos est~ao envolvidos no exemplo que demos: valor exa
to, valor aproximado, erro.Os dados e parâmetros de um problema s~ao muitas vezes resultado de medi�
~oes experimentais e,portanto, s~ao afe
tados de alguma in
erteza, provo
ando os 
hamados erros inerentes.2.2 Representa
�~ao de n�umeros no 
omputadorOn June 4, 1996 an unmanned Ariane 5 ro
ket laun
hed by the European Spa
eAgen
y exploded just forty se
onds after lift-o�. The ro
ket was on its �rst voyage,after a de
ade of development 
osting $7 billion. The destroyed ro
ket and its 
argowere valued at $500 million. A board of inquiry investigated the 
auses of the explo-sion and in two weeks issued a report. It turned out that the 
ause of the failure wasa software error in the inertial referen
e system. Spe
i�
ally a 64 bit 
oating pointnumber relating to the horizontal velo
ity of the ro
ket with respe
t to the platformwas 
onverted to a 16 bit signed integer. The number was larger than 32,768, thelargest integer storeable in a 16 bit signed integer, and thus the 
onversion failed.http://www.ima.umn.edu/ arnold/455.f97/notes.htmlver James Glei
k, http://www.around.
om/ariane.htmlA maioria dos 
omputadores utiliza o sistema num�eri
o bin�ario ou algumas das suas variantes, tais
omo a base 8 ou a base 16. No entanto, o pro
esso de efe
tuar as opera�
~oes elementares �e exa
tamenteo mesmo, qualquer que seja a base que se 
onsidere. Como exemplo da representa�
~ao bin�aria e da sua
onvers~ao �a base de
imal, 
onsideremos(1101:101)2 = 1� 23 + 1� 22 + 0� 21 + 1� 20 + 1� 2�1 + 0� 2�2 + 1� 2�3= 13:625O primeiro n�umero est�a es
rito em base bin�aria e o �ultimo em de
imal. Visto que vamos trabalharsempre na base de
imal eliminaremos a indi
a�
~ao da base.9
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os | 2. ARITM�ETICA COMPUTACIONALAssim, a representa�
~ao de um n�umero xx = � dndn�1 : : : d1d0 : d�1d�2 : : : d�psigni�
a que a parte inteira 
orresponde adn � 10n + dn�1 � 10n�1 + � � �+ d1 � 101 + d0 � 100
om di 2 f0; 1; : : : ; 9g, i = 0; : : : ; n, e a parte fra

ion�aria 
om p 
asas de
imais �e dada pord�1 � 10�1 + d�2 � 10�2 + � � �+ d�p � 10�p:Normalmente representamos um n�umero real em nota�
~ao 
ient���
a, do seguinte modo,x = � 0: d1d2 � � � dn � � �| {z }mantissa �10t:Esta representa�
~ao de um n�umero n~ao �e �uni
a. Por exemplo,62:3� 10�6 = 623� 10�7 = 0:00623 � 10�2:Diremos que se trata de mantissa normalizada quando 0:1 � m < 1 e d1 6= 0. Quando nos referimosaos d��gitos da mantissa referimo-nos �a mantissa normalizada. No exemplo anterior, dir��amos que amantissa tem três d��gitos e a representa�
~ao normalizada seria 0:623 � 10�4.Quando um n�umero na forma (?) �e armazenado no 
omputador, apenas um n�umero �nito de d��gitospode ser usado para representar a mantissa. Isto �e, a sequên
ia de d��gitos que representa a mantissam = 0: d1d2 : : : dndn+1 : : : deve ser �nita dando origem �a representa�
~ao no formato de ponto 
utuantedo n�umero.Defini
�~ao 2.1 De�ne-se formato de ponto 
utuante de um n�umero x a representa�
~ao
(x) = � 0: d1d2 : : : dp � btonde 0: d1d2 : : : dn de�ne a mantissa do n�umero, 
om p d��gitos, t o expoente. O sistema 
onstitu��dopor todos os n�umeros neste formato e pelo 0 �e identi�
ado por FP(p,q) onde p indi
a o n�umero ded��gitos da mantissa e q o n�umero m�aximo de algarismos do expoente.Um sistema de ponto 
utuante FP(�; p; t1; t2) �e um sub
onjunto �nito de n�umeros ra
ionais, que se
ara
teriza pela base � (usualmente trabalhamos 
om base de
imal, � = 10, mas internamente asm�aquinas usam a base bin�aria, � = 2) pelo n�umeros de d��gitos na mantissa e por uma limita�
~ao nosexpoentes que pode tomar valores entre t1 e t2.Defini
�~ao 2.2 O sistema de ponto 
utuante FP(10; p; t1; t2) �e 
onstitu��do por todos os n�umerosra
ionais x tais que: x = 0oux = � 0:d1d2 � � � dp � 10t; di 2 f0; : : : ; 9g; d1 6= 0; t 2 ft1; : : : ; t2ge designa-se por sistema de ponto 
utuante em base de
imal, 
om p d��gitos na mantissa e expoentesvariando entre t1 e t2.
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os | 2. ARITM�ETICA COMPUTACIONAL 11Exemplo 2.2 O sistema FP(10; 3;�2; 2) 
ompreende o 0 e todos os n�umeros ra
ionais da formax = � 0:d1d2d3 � 10t; di 2 f0; : : : ; 9g; d1 6= 0; t 2 f�2; : : : ; 2g:O maior n�umero represent�avel neste 
onjunto �e ???? e o menor �e ????.Colo
a-se agora a quest~ao de saber, dado um n�umero realx = � 0: d1d2 � � � dn � � � � 10tqual o n�umero aproximado, que denotaremos por 
(x), que o representa num sistema de ponto 
utu-ante FP(10; p; t1; t2)?O formato de ponto 
utuante obt�em-se por dois pro
essos. Um deles 
orta todos os d��gitos queapare
em na mantissa �a direita de dk, da posi�
~ao k, originando
t(x) = � 0: d1d2 : : : dk � btem que k depende do 
omputador utilizado. Este pro
esso �e 
onhe
ido por 
orte (ou trun
atura). Nopro
esso de 
orte a representa�
~ao do n�umero x, no formato de ponto 
utuante normalizado, em queo primeiro d��gito da mantissa d1 �e diferente de zero, �e obtida 
omo sendo a quantidade mais pr�oximade x que se en
ontra entre x e 0. Ou seja,ex = 0:d1d2 � � � dp � 10t:O outro pro
esso 
onhe
ido por arredondamento sim�etri
o, adi
iona 5 unidades ao d��gito k + 1, apli-
ando em seguida o pro
esso de trun
atura a x. Isto �e equivalente a trun
ar, depois do d��gito dk se odk+1 �e menor do que 5, ou adi
ionar uma unidade a dk, se dk+1 for for maior ou igual a 5, trun
andode seguida. Ou seja,ex = ( � 0:d1d2 � � � dp � 10t se 0 � dp+1 < 5� (0:d1d2 � � � dp + 0:00 � � � 01)� 10t se 5 � dp+1 < 10:O Maple tem três estruturas b�asi
as para a representa�
~ao de n�umeros, dependendo se setrata de n�umeros inteiros ou ra
ionais. Estes três tipos s~ao: integer, fra
tion e float.O tipo integer tem v�arios subtipos 
omo por exemplo, nonnegint e posint. Um inteiron~ao-negativo �e representado por uma sequên
ia de algarismos na base de
imal e um inteironegativo �e representado por uma sequên
ia de algarismos na base de
imal pre
edida de umsinal 'menos'. O 
omprimento m�aximo de um integer depende do sistema utilizado. Umsistema de 32 bits limita o 
omprimento a 524 280 algarismos enquanto que num sistemade 64 bits o limite s~ao 38 654 705 646 algarismos.Um n�umero ra
ional �e representado, no tipo fra
tion, 
omo um par de inteiros (nume-rador e denominador) 
om os fa
tores 
omuns removidos e 
om denominador positivo. Otipo rational 
ont�em os tipos integer e rational.Os n�umeros inteiros e ra
ionais podem ser introduzidos no Maple nas suas representa�
~oesna base de
imal ou sob a forma de fra
�
~ao e s~ao ent~ao armazenados internamente 
om ostipos integer e fra
tion, respe
tivamente.Um n�umero ra
ional pode ser tamb�em introduzido usando a nota�
~ao de ponto de
imalou a nota�
~ao 
ient���
a e, neste 
aso, �e armazenado 
om o tipo float. Por exemplo,a:=-63741.8973, b:=637418973E-4 e 
:=6.37418973e4 d~ao o mesmo valor num�eri
oa a, b e 
.
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os | 2. ARITM�ETICA COMPUTACIONAL2.3 Erros na aritm�eti
a em ponto flutuanteUm outro tipo de erro �e o que de
orre da utiliza�
~ao do 
omputador para representar um n�umero.Exemplo 2.3 Quando uma 
al
uladora representa o valor de � por 3:141592654 ou o n�umero deNeper, e, por 2:718281828 est�a a efe
tuar um arredondamento.Defini
�~ao 2.3 (Arredondamento e erro de arredondamento) O pro
esso de substitui�
~ao deum n�umero x pelo formato de ponto 
utuante 
(x) 
hama-se arredondamento. �A diferen�
a 
(x) � x
hama-se erro de arredondamento.Defini
�~ao 2.4 (Erro absoluto e erro relativo) Seja x o valor exa
to duma grandeza real eseja ex um valor aproximado de x.Ao valor � := jx� exj
hama-se erro absoluto de ex em rela�
~ao a x. Se x 6= 0, de�ne-se o erro relativo de ex em rela�
~ao a xpor Æ := jx� exjjxjAo produto 100 Æ expresso em per
entagem, 
hama-se per
entagem de erro.Exemplo 2.4 Cal
ule o erro absoluto e o erro relativoExemplo 2.5 Consideremos os n�umeros x = 1=3 e y = 1=3000, e as aproxima�
~oes ex = 0:3333 ey = 0:0003. Veri�
amos que ex e ey s~ao valores aproximados de x e y, respe
tivamente, 
om o mesmoerro absoluto ��0:333333 � � � � 0:3333�� = ��0:0003333333 � � � � 0:0003�� = 0:0000333 � � �
ontudo, a per
entagem de erro no primeiro 
aso, �e0:0000333 � � �0:3333 � 100 = 0:01% e0:0000333 � � �0:0003 � 100 = 0:10% no segundo 
aso.(unidade de arredondamento)Defini
�~ao 2.5 (algarismos signifi
ativos) Uma aproxima�
~ao ex diz-se ter m algarismos signi-�
ativos em rela�
~ao ao valor exa
to x se m �e o maior inteiro n~ao-negativo para o qual o error relativono n�umero �e 5� 10�m.Exemplo 2.6 (Asaithambi,20) Considere x = 0:02136 e ex = 0:02147. Ent~aojx� exjjxj = 0:000110:02136 � 0:00515 � 5� 10�2:Portanto, ex tem dois algarismos signi�
ativos em rela�
~ao a x.
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a em ponto 
utuante do Maple, o resultado de 
ada opera�
~ao aritm�eti
ab�asi
a, se n~ao for demasiado grande ou demasiado pequeno, �e arredondado 
orre
tamentede a
ordo 
om o valor de�nido pela vari�avel Digits. O n�umero de algarismos usado pararepresentar um float �e de�nido usando a vari�avel Digits.Podemos tentar minimizar os erros de arredondamento nos 
�al
ulos aumentando a pre
is~aodos n�umeros em ponto 
utuante usando a vari�avel Digits. Por defeito, o seu valor �eDigits:=10. [Betounes & Redfern,162℄Defini
�~ao 2.6 (" da m�aquina) O mais pequeno n�umero " em ponto 
utuante que quando adi-
ionado ao n�umero em ponto 
utuante 1:0 produz um n�umero diferente de 1:0 diz-se n�umero epsilonda m�aquina.As propriedades asso
iativa e distributiva n~ao s~ao veri�
adas na aritm�eti
a de ponto 
utuante.Exemplo 2.7 (n~ao asso
iatividade da adi
�~ao) ConsideremosOMaple pode efe
tuar dois tipos de aritm�eti
a: exa
ta e em ponto 
utuante. A aritm�eti
aexa
ta tem a vantagem de n~ao apresentar erro de arredondamento. Contudo, pode serlonga e 
ompli
ada ou mesmo, n~ao elu
idativa. [Betounes& Redfern,162℄2.4 Algoritmos e propaga
�~ao de errosEnquanto que a representa�
~ao de n�umeros em ponto 
utuante resulta num erro de arredondamentoefe
tuar opera�
~oes aritm�eti
as num 
omputador resulta na propaga�
~ao do erro de arredondamento.Isto passa-se prin
ipalmente porque, em geral, o resultado de uma opera�
~ao aritm�eti
a efe
tuadaentre dois n�umeros em ponto 
utuante do mesmo tamanho n~ao �e um n�umero desse tamanho. um errointroduzido num passo durante um 
�al
ulo pode ser ampliado ou reduzido em opera�
~oes posteriores.A isto se 
hama propaga�
~ao do erro.Exemplo 2.8 Se x = 0:300 � 10, y = 0:852 � 10�6 e z = 0:400 � 10 ent~aox+ y = 0:3000000852 � 10 e zx = 0:133 � � � � 10:Sejam x e y os valores exa
tos de dois n�umeros 
om 
orrespondentes representa�
~oes em ponto 
utuanteex := 
(x) e ey := 
(y). Representemos pelo s��mbolo ~ uma das opera�
~oes +;�;�;� . Ent~ao 
(ex~ ey)ser�a o resultado aproximado enquanto que o valor exa
to ser�a x~y. Por 
onseguinte, o erro no 
�al
uloser�a x~ y � 
(ex~ ey) = (x~ y � ex~ ey)| {z }erro propagado + (ex~ ey � 
(ex~ ey))| {z }erro de arredondamentoO erro de arredondamento �e fa
ilmente estimado usando a rela�
~ao (??). Para a estima�
~ao dos errospropagados existem diversos m�etodos. Um desses m�etodos �e a aritm�eti
a de intervalos. Cada n�umero �erepresentado por um par de n�umeros em ponto 
utuante, um minorante e um majorante. O resultadode 
ada opera�
~ao b�asi
a �
a assim 
ompreendido no intervalo 
al
ulado.Exemplo 2.9 (an�alise de intervalos) Suponhamos que x = 0:234 � 10 e y = 0:171 � 10
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os | 2. ARITM�ETICA COMPUTACIONALUm outro m�etodo re
orre ao teorema do valor m�edio para as derivadasDesta an�alise, podemos 
on
luir que os erros absolutos podem propagar-se rapidamente quando mul-tipli
amos por um n�umero muito grande ou dividimos por um n�umero muito pequeno. Por outro lado,para a adi�
~ao e subtra
�
~ao os erros absolutos n~ao se propagam rapidamente. Os erros relativos podempropagar-se rapidamente espe
ialmente quando 
al
ulamos a diferen�
a entre duas quantidades muitopr�oximas, resulatndo na perda de muitos algarismos signi�
ativos.Exemplo 2.10 (
an
elamento subtra
tivo) Consideremos o 
�al
ulo da seguinte express~ao2.5 EstabilidadeDois dos 
on
eitos mais importantes em An�alise Num�eri
a s~ao o de estabilidade matem�ati
a e o deestabilidade num�eri
a. A primeira �e uma propriedade do problema matem�ati
o que vamos resolver ea segunda diz respeito ao algoritmo.Um problema matem�ati
o diz-se bem-
ondi
ionado se pequenas perturba�
~oes introduzidas nos dadosoriginarem apenas pequenas altera�
~oes na solu�
~ao do problema. Neste 
aso, tamb�em se diz que oproblema �e matemati
amente est�avel.Por sua vez, se os resultados se apresentarem muito sens��veis a pequenas perturba�
~oes introduzidasnos dados, o problema diz-se mal-
ondi
ionado ou inerentemente inst�avel.Para problemas bem de�nidos em que os resultados dependem dos dados de uma forma 
ont��nua, �eposs��vel introduzir e de�nir uma medida para determinar o grau de 
ondi
ionamento. Essa medida
hama-se n�umero de 
ondi�
~ao.A estabilidade num�eri
a �e uma propriedade dos algoritmos. Podem existir v�arias maneiras de orga-nizar os 
�al
ulos que levam �a resolu�
~ao de um problema matem�ati
o. Pro
essos num�eri
os distintospara resolver o mesmo problema matem�ati
o podem 
omportar-se de maneira diferente em rela�
~ao �apropaga�
~ao dos erros de arredondamento. Esta sensibilidade maior ou menor relativa �as opera�
~oesde arredondamento 
hama-se estabilidade num�eri
a. Os erros de arredondamento propagam-se deopera�
~ao para opera�
~ao indo in
uen
iar o resultado �nal. Se estes erros in
uen
iam fortemente oresultado �nal o algoritmo diz-se numeri
amente inst�avel.Para a resolu�
~ao de um problema bem-
ondi
ionado e dependendo da maneira 
omo se en
ontramorganizadas as opera�
~oes, um algoritmo pode ser est�avel se os erros inerentes e de arredondamento n~aose a
umularem exageradamente, ou inst�aveis se esses mesmos erros se a
umularem e se se propagaremexageradamente por forma a afe
tarem signi�
ativamente os resultados �nais. Por outro lado, se oproblema for mal-
ondi
ionado nenhum algoritmo 
onseguir�a atenuar a a
umula�
~ao dos erros inerentese de arredondamento.



Chapter 3Resolu�
~ao de equa�
~oes n~ao-lineares3.1 Pro
esso iterativo e ordem de 
onvergên
ia3.2 Lo
aliza
�~ao de ra��zes reais3.3 M�etodo da bisse

�~aoDADOS: f, a, b, "INICIALIZAC�~AO: a(0) := a, b(0) := bCICLO: Para k = 0; 1; : : : fazerx(k) := a(k) + b(k)2Se ��a(k) � x(k)�� � " ou f(x(k)) = 0Ent~ao zerodef := x(k). STOPSen~aoSe f(a(k)) f(x(k)) < 0Ent~ao a(k+1) := a(k), b(k+1) := x(k)Sen~ao a(k+1) := x(k), b(k+1) := b(k)FIM DO CICLOSA�IDA: k, zerodefAlgoritmo 3.1: M�etodo da bisse
�
~aoEste m�etodo tem a vantagem de 
onvergir sempre para uma solu�
~ao e, por outro lado, �e f�a
il determinar15
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~oes neess�arias para garantir uma 
erta pre
is~ao. Por estes motivos,o m�etodo da bisse
�
~ao �e frequentemente usado 
omo uma primeira aproxima�
~ao por outros m�etodosmais e�
ientes.Exer
��
io 3.1 Implemente o algoritmo 3.1 atrav�es de um pro
edimento em Maple.Ao avaliar a 
ondi�
~ao f(a(k)) f(x(k)) < 0 no Maple �e prefer��vel usar a fun�
~ao sinal de�nidapor sgn(x) = 8<: �1; se x < 00; se x = 01; se x > 0;a �m de evitar a o
orrên
ia de over
ow ou under
ow ao ser efe
tuado o produto de f(a(k))por f(x(k)), isto �e, sgn(f(a(k))) sgn(f(x(k))) < 0:Exer
��
io 3.2 (F-B,34) Justi�que porque �e que, para determinar o ponto m�edio do intervalo [a(k); b(k)℄,�e a
onselh�avel usar a express~ao x(k) = a(k) + b(k) � a(k)2 ;em vez da equa�
~ao algebri
amente equivalente,x(k) = a(k) + b(k)2 :3.4 M�etodo da falsa posi
�~aox(k+1) = b(k) � f(b(k)) b(k) � a(k)f(b(k))� f(a(k)) (3.4.1)Fazendo a(k+1) := x(k+1) ou b(k+1) := x(k+1) e mantendo o outro extremo do intervalo inalterado
onforme f(x(k+1)) f(b(k)) < 0 ou f(a(k)) f(x(k+1)) < 0, e pro
edendo de igual modo, podemos obteruma nova aproxima�
~ao do zero x�.Exer
��
io 3.3 Implemente o algoritmo 3.2 atrav�es de um pro
edimento em Maple.Exer
��
io 3.4 O m�etodo da falsa posi�
~ao tende a desenvolver uma 
onvergên
ia lenta quando umdos extremos do intervalo se imobiliza. Modi�que o m�etodo da falsa posi�
~ao de modo a evitar que umdos extremos se imobilize su
essivamente. (Sugest~ao: divida o valor da fun�
~ao por 2 no extremo quese imobiliza.)
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os | 3. RESOLUC� ~AO DE EQUAC� ~OES N~AO-LINEARES 17DADOS: f, a, b, "INICIALIZAC�~AO: a(0) := a, b(0) := b, x(0) := b(0)CICLO: Para k = 0; 1; : : : fazerx(k+1) := b(k) � f(b(k)) b(k) � a(k)f(b(k))� f(a(k))Se ��x(k+1) � x(k)�� � " ��x(k+1)��Ent~ao zerodef := x(k+1). STOPSen~aoSe f(a(k)) f(x(k+1)) < 0Ent~ao a(k+1) := a(k), b(k+1) := x(k+1)Sen~ao a(k+1) := x(k+1), b(k+1) := b(k)FIM DO CICLOSA�IDA: k, zerodefAlgoritmo 3.2: M�etodo da falsa posi�
~ao3.5 M�etodo de Newton-RaphsonNewton expli
ou o seu m�etodo em 1669 atrav�es do uso de exemplos num�eri
os. N~aousou a ilustra�
~ao geom�etri
a de uma 
urva aproximada pela sua tangente, nem no seutrabalho �e apresentada a f�ormula de re
orrên
ia 
orrentemente utilizada hoje me dia.Esta �ultima, que evita a ne
essidade de meti
ulosas substitui�
~oes, foi desenvolvidapor Raphson em 1690, o qual partilha 
om Newton a designa�
~ao do m�etodo.A quest~ao fundamental de saber qual deve ser a 
ondi�
~ao ini
ial de forma a garantira 
onvergên
ia das aproxima�
~oes, s�o foi 
olo
ada expli
itamente em 1768 por Mour-raille1 e, posteriormente, por Lagrange. Neste 
aso, uma abordagem geom�etri
a foij�a utilizada para explorar a quest~ao. [Chabert et al., 170℄No seu Method of Fluxions, Newton d�a uma indi
a�
~ao do n�umero de 
asas de
imaisobtidas em 
ada passo, mas o seu ra
io
��onio �e emp��ri
o e n~ao anal��ti
o.[Chabert etal., 183℄Mourraille, J.-R., Trait�e de la r�esolution des �equations en g�en�eral, London & Marseille,1768.
Exer
��
io 3.5 Implemente o algoritmo 3.3 atrav�es de um pro
edimento em Maple.
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�~ao e Algoritmos Num�eri
os | 3. RESOLUC� ~AO DE EQUAC� ~OES N~AO-LINEARESDADOS: f, xini
ial, "INICIALIZAC�~AO: x(0) := xini
ialCICLO: Para k = 0; 1; : : : fazerx(k+1) := x(k) � f(x(k))f 0(x(k))Se ��x(k+1) � x(k)�� � " ��x(k+1)��Ent~ao zerodef := x(k+1). STOPFIM DO CICLOSA�IDA: k, zerodefAlgoritmo 3.3: M�etodo de Newton3.5.1 Zeros m�ultiplosDefini
�~ao 3.1 Uma fun�
~ao f diz-se ter um zero de multipli
idade m num ponto a se f pode seres
rita na forma f(x) = (x� a)m h(x)onde h veri�
a limx!a h(x) 6= 0.Um zero de multipli
idade m = 1 diz-se um zero simples, enquanto que se m > 1 se diz um zerom�ultiplo. Temos a seguinte 
ara
teriza�
~ao dos zeros m�ultiplos.Teorema 3.1 Um n�umero a �e um zero de multipli
idade m de f se e s�o sef(a) = f 0(a) = � � � = fm�1(a) = 0:Exemplo 3.1 (Asaithambi,95) Mostre que f(x) = e2x�1�2x�2x2 tem um zero de multipli
idade3 em a = 0 (ver �gura ??).O m�etodo de Newton �e um m�etodo linear no 
aso de um zero m�ultiplo.Exer
��
io 3.6 (MC,51) Determinar, apli
ando o m�etodo de Newton, o zero duplo da fun�
~ao poli-nomial f(x) = x3 � 3:08x2 + 3:1236x� 1:03968 
om um erro inferior a " = 5� 10�6. Considere umaaproxima�
~ao ini
ial x(0) = 1.O m�etodo de Newton pode ser modi�
ado para o 
aso de um zero de multipli
idade m re
uperando a
onvergên
ia quadr�ati
a, atrav�es de x(k+1) = x(k) �m f(x(k))f 0(x(k)) (3.5.2)
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��
io 3.7 Resolva o exer
��
io 3.6 apli
ando o m�etodo de Newton modi�
ado 
om a f�ormula deitera�
~ao (3.5.2).Exer
��
io 3.8 (F-B,47) O m�etodo num�eri
o de�nido porx(k) = x(k�1) � f(x(k�1)) f 0(x(k�1))�f 0(x(k�1))�2 � f(x(k�1)) f 00(x(k�1))para k = 1; 2; : : : , pode ser apli
ado em vez do m�etodo de Newton para equa�
~oes 
om ra��zes m�ultiplas.Resolva o exer
��
io 3.6 usando este m�etodo. Compare os resultados 
om os obtidos nos exer
��
iosanteriores.Ver [Mathews,90℄ m�etodo de Halley: 
onvergên
ia 
�ubi
a!3.6 M�etodo da se
anteNo m�etodo da se
ante o zero de f �e aproximado pelo zero da se
ante que passa por dois pontos de
oordenadas (x(k); f(x(k))) e (x(k�1); f(x(k�1))). Estes dois pontos s~ao duas aproxima�
~oes do zero def e os seus valores est~ao su�
ientemente pr�oximos um do outro (Figura ??).DADOS: f, xini
ial, "INICIALIZAC�~AO: x(0) := xini
ial, x(1) := xini
ial + �0CICLO: Para k = 1; : : : fazerx(k+1) := x(k) � f(x(k)) x(k) � x(k�1)f(x(k))� f(x(k�1))Se ���x(k+1) � x(k)��� � " ���x(k+1)���Ent~ao zerodef := x(k+1). STOPFIM DO CICLOSA�IDA: k, zerodefAlgoritmo 3.4: M�etodo da se
ante3.7 M�etodo do ponto fixoExer
��
io 3.9 Implemente o algoritmo 3.5 atrav�es de um pro
edimento em Maple.Exer
��
io 3.10 A 
onvergên
ia do m�etodo iterativo do ponto �xo �e, em geral, linear. No entanto, �eposs��vel a
elerar a 
onvergên
ia por um pro
esso devido a Aitken. Para apli
ar a a
elera�
~ao de Aitken,
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os | 3. RESOLUC� ~AO DE EQUAC� ~OES N~AO-LINEARESDADOS: g, xini
ial, "INICIALIZAC�~AO: x(0) := xini
ialCICLO: Para k = 1; : : : fazerx(k+1) := g(xk)Se ���x(k+1) � x(k)��� � " ���x(k+1)���Ent~ao zerodeg := x(k+1). STOPFIM DO CICLOSA�IDA: k, zerodegAlgoritmo 3.5: M�etodo do ponto �xone
essitamos de três iteradas x(k�1), x(k) e x(k+1). Assim, partindo de uma iterada x(k�1), 
al
ulamosduas novas iteradas x(k) = g(x(k�1)) e x(k+1) = g(x(k)) e depois podemos utilizar a express~aobx(k+1) = x(k�1) � �x(k) � x(k�1)�2�x(k+1) � x(k)�� �x(k) � x(k�1)� (3.7.3)para determinar bx(k+1).Adapte o algoritmo 3.5 apli
ando a a
elera�
~ao de Aitken.3.8 Zeros de polin�omiosNo in��
io do s�e
ulo XIX, aparentemente de forma independente, três matem�ati
osdesenvolveram t�e
ni
as engenhosas para a transforma�
~ao de polin�omios. Foram elesRuÆni (1804), Budan (1807 e 1813) e Horner (1819). Estas t�e
ni
as 
ombinadas
om os resultados de lo
aliza�
~ao dos zeros de um polin�omio, permitiam determinaraproxima�
~oes da ra��z pretendida 
om 
onsider�aveis redu�
~oes nos 
�al
ulos.Apesar de ser poss��vel en
ontrar tra�
os deste m�etodo num texto de Newton, ser�aapenas no s�e
ulo XIX que apare
e um m�etodo sistem�ati
o de en
ontrar todos os
oe�
ientes de um polin�omio transformado Q(x) = P (x+ u).Pare
e ter sido Paolo RuÆni o primeiro, pelo menos na Europa, a formular um algo-ritmo para a transforma�
~ao dos 
oe�
ientes de uma equa�
~ao.O algoritmo de�nido por RuÆni permite-nos usar os m + 1 
oe�
ientes de umpolin�omio P para obter os m+ 1 
oe�
ientes do polin�omio Q(x) = P (x+ u).O algoritmo des
rito por Budan, apare
ido pela primeira vez em 1807, mostra 
omo
al
ular os 
oe�
ientes de um polin�omio Q(x) = P (x + 1), a partir dos m + 1 
o-e�
ientes de um dado polin�omio P , usando apenas adi�
~oes. Budam generalizou om�etodo num trabalho apresentado em 1813.Horner, que apresentou o seu algoritmo em 1819, des
onhe
ia o trabalho de RuÆnimas n~ao o de Budan de 1807. O pro
esso de 
�al
ulo que desenvolveu, determinandosimultâneamente os valores de P (a) e P 0(a) 
om signi�
ativa redu�
~ao no n�umero deopera�
~oes a efe
tuar, fa
ilita 
onsider�avelmente a apli
a�
~ao do m�etodo de Newtonquando apli
ado a equa�
~oes alg�ebri
as. [Chabert et al., 230-231℄
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aliza
�~ao dos zerosO Teorema Fundadamental da �Algebra [fazer referên
ia exterior℄ diz-nos que um polin�omio de grau ntem exa
tamente n zeros, reais e 
omplexos, 
ontando a multipli
idade.Veri�
a-se que os zeros 
omplexos de um polin�omio p de 
oe�
ientes reais o
orrem em pares 
onjugados.Isto �e, se x� = a+ bi, b 6= 0, �e um zero de p ent~ao x� = a� bi �e tamb�em um zero de p.Podemos estimar o n�umero de zeros reais positivos e negativos de um polin�omio p re
orrendo �a regrade Des
artes.Regra dos sinais Des
artes. O n�umero N+ de zeros reais positivos de um polin�omio real p n~aoex
ede o n�umero V de varia�
~oes de sinal dos seus 
oe�
ientes n~ao-nulos e o valor V �N+ �e par.Consideremos o polin�omio q(x) = p(�x). Se x� for um zero de p, ent~ao0 = p(x�) = p(�(�x�)) = q(�x�)pelo que 
on
lu��mos que �x� �e um zero de q. Apli
ando a regra de Des
artes ao polin�omio q obtemosuma estimativa dos zeros negativos do polin�omio p.Exemplo 3.2 (Asaithambi,105) Consideremosp(x) = 2x4 + 3x3 � x2 � 5x� 1:A sequên
ia de sinais dos 
oe�
ientes n~ao-nulos �e f+;+;�;�;�g. Existe apenas uma mudan�
a desinal pelo que V := 1. Para que V �N+ seja par, ter�a de ser N+ = 1. Ou seja, f tem exa
tamenteum zero positivo.Es
revendo agora, q(x) := p(�x) = 2x4 � 3x3 � x2 + 5x� 1;veri�
amos que a sequên
ia de sinais dos 
oe�
ientes n~ao-nulos �e f+;�;�;+;�g. Temos assim 3mudan�
as de sinal, V := 3. Sabendo que o n�umero V �N� tem de ser par, 
on
lu��mos que N� podetomar os valores N� = 1 ou N� = 3.Con
lu��mos que p tem um zero real positivo e três zeros reais negativos ou um zero real positivo, umzero real negativo e dois zeros 
omplexos 
onjugados.3.8.2 M�etodo de Newton para equa
�~oes alg�ebri
asConsideremos a utiliza�
~ao do m�etodo de Newton na resolu�
~ao da equa�
~ao alg�ebri
aanxn + an�1xn�1 + � � �+ a1x+ a0 = 0; an 6= 0: (3.8.4)Com essa �nalidade vamos apresentar uma forma e�
iente de 
al
ular p(x̂) e p0(x̂).O polin�omio p pode es
rever-se na seguinte formap(x) = a0 + x (a1 + x (a2 + � � �+ x (an�2 + x (an + an�1)))) (3.8.5)
onhe
ida por forma de Horner.Com esta forma s~ao ne
ess�arias n adi�
~oes e n multipli
a�
~oes, o que 
onstitui uma n��tida melhoria se
ompararmos 
om as n adi�
~oes e 2n� 1 multipli
a�
~oes que s~ao ne
ess�arias na forma (3.8.4).De�namos agora os seguintes 
oe�
ientes:( bn = anbi = bi+1x+ ai; i = n� 1; n� 2; : : : ; 0
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�~ao e Algoritmos Num�eri
os | 3. RESOLUC� ~AO DE EQUAC� ~OES N~AO-LINEARESDa forma de Horner (3.8.5), vemos que, p(x) = b0:Introduzindo o polin�omio q(t) = bntn�1 + bn�1tn�2 + � � � + b2t+ b1temos que, (t� x)q(t) + b0 = (t� x)(bntn�1 + bn�1tn�2 + � � � + b2t+ b1) + b0= bntn + (bn�1 � bnx)tn�1 + � � �+ (b1 � b2x)t+ (b0 � b1x)= antn + an�1tn�1 + � � � + a1t+ a0:Logo, p(t) = (t� x)q(t) + b0 (3.8.6)onde q(t) �e o quo
iente e b0 �e o resto da divis~ao de p(t) por t� x.Se x �e um zero de p, ent~ao b0 = 0 e p(t) = (t� x)q(t).A rela�
~ao (3.8.6) permite-nos obter p0. Com efeito, derivando em ordem a t, temosp0(t) = (t� x)q0(t) + q(t) (3.8.7a)p0(x) = q(x) (3.8.7b)Para determinarmos p0 basta assim apli
ar a forma de Horner a q:an an�1 an�2 � � � a2 a1 a0x̂ bnx̂ bn�1x̂ � � � b3x̂ b2x̂ b1x̂bn bn�1 bn�2 � � � b2 b1 b0x̂ 
nx̂ 
n�1x̂ � � � 
3x̂ 
2x̂
n 
n�1 
n�2 � � � 
2 
1
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��
ios3.1 (Neide,94) Mostre que as seguintes equa�
~oes possuem exa
tamente uma ra��z. Determine, em
ada 
aso, um intervalo que a 
ontenha.(a) x2 + lnx = 0.(b) x ex � 1 = 0.Determine essas ra��zes 
om dois algarismos exa
tos, usando o m�etodo da bisse
�
~ao.
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Chapter 4Sistemas de equa�
~oes lineares en~ao-lineares4.1 Introdu
�~ao{ do sistema de duas equa�
~oes em duas in
�ognitas no se
und�ario a sistemas de milh~oes de equa�
~oesem milh~oes de in
�ognitas (n ' 108).4.2 Sistemas triangulares4.3 M�etodo de Gauss4.3.1 Algoritmo 
l�assi
o[Kress,11℄Vamos des
rever o m�etodo de elimina�
~ao de Gauss para um sistema de equa�
~oes linearesAx = b;onde A = (aij) �e uma dada matriz n � n 
om elementos reais, b = (b1; : : : ; bn) 2 Rn o ve
tor dostermos independentes e x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn �e o ve
tor solu�
~ao. Mais espe
i�
amente, o sistema deequa�
~oes pode ser es
rito na forma nXj=1 aij xj = bi; j = 1; : : : ; nou seja, a11 x1 + a12 x2 + � � �+ a1n xn = b1a21 x1 + a22 x2 + � � �+ a2n xn = b2... ...an1 x1 + an2 x2 + � � �+ ann xn = bnA ideia em que assenta o m�etodo de elimina�
~ao de Gauss �e usar a primeira equa�
~ao para eliminar aprimeira in
�ognita das n�1 equa�
~oes seguintes, de seguida usar a nova segunda equa�
~ao para eliminar25



26Optimiza
�~ao e Algoritmos Num�eri
os | 4. SISTEMAS DE EQUAC� ~OES LINEARES E N~AO-LINEARESa segunda in
�ognita das restantes n � 2 equa�
~oes e assim su
essivamente. Deste modo, atrav�es den�1 destas elimina�
~oes o sistema linear dado �e transformado num sistema linear equivalente de formatriangular a11 x1 + a12 x2 + � � �+ a1n xn = b1a22 x2 + � � �+ a2n xn = b2... ...ann xn = bnonde aii 6= 0, i = 1; 2; : : : ; n.Este sistema triangular pode ser resolvido re
ursivamente de forma a obtermos xn a partir da �ultimaequa�
~ao, depois obtermos xn�1 da pen�ultima equa�
~ao e assim su
essivamente. Tal pro
esso �e designadopor substitui�
~oes as
endentes. Expli
itamente, �e de�nido porxn = bnann ; xi = 1aii�bi � nXj=i+1 aij xj�; i = n� 1; n� 2; : : : ; 1N�umero de opera
�~oes aritm�eti
as de Gauss4.3.2 Es
olha de pivotInfluên
ia dos erros de arredondamentoPivot par
ialNo passo k do algoritmo de Gauss, os 
oe�
ientes da 
oluna k, a(k�1)ik , i = k; : : : ; n, s~ao 
andidatos apivot. Seja pk um ��ndi
e tal que veri�quejapk;kj = maxk�i�n ���a(k�1)ik ��� :Se pk 6= k pro
edemos �a tro
a das linhas pk e k.Pivot globalTomamos 
omo 
andidatos a pivot no passo k do algoritmo de Gauss, todos os elementos abaixo e �adireita de a(k�1)kk , ou seja, a(k�1)ij , i; j = k; : : : ; n. Determinam-se dois ��ndi
es pk e qk, veri�
ando,japk;qk j = maxk�i;j�n ���a(k�1)ij ��� :Se pk 6= k tro
am-se as linhas k e pk 
omo no 
aso anterior; se, al�em disso, qk 6= k efe
tuamos tamb�ema tro
a das 
olunas k e qk.4.4 Fa
toriza
�~oes triangulares4.4.1 Fa
toriza
�~oes LUFa
toriza�
~ao Cara
ter��sti
as NomeLU lii = 1; i = 1; : : : ; n DoolittleLU uii = 1; i = 1; : : : ; n CroutLLT U = LT ; lii � 0 Cholesky
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os | 4. SISTEMAS DE EQUAC� ~OES LINEARES E N~AO-LINEARES 27DADOS: A, bCICLO: Para k = 1; : : : ; n � 1 fazerCICLO: Para i = k + 1; : : : ; n fazerlik := aikakkCICLO: Para j = k + 1; : : : ; n fazeraij := aij � lik akjbi := bi � likbkFIM DO CICLO jFIM DO CICLO iFIM DO CICLO kCICLO: Para k = n; n� 1; : : : ; 1 fazerxk := bkCICLO: Para j = k + 1; : : : ; n fazerxk := xk � akj xjFIM DO CICLO jxk := xkakkFIM DO CICLO kSA�IDA: xAlgoritmo 4.1: M�etodo de elimina�
~ao de GaussFa
toriza
�~ao de DoolittleFa
toriza
�~ao de CroutFa
toriza
�~ao de Cholesky4.4.2 Fa
toriza
�~ao de Doolittle e m�etodo de GaussResolu
�~ao de sistemas de equa
�~oe baseada na fa
toriza
�~ao LUResolu
�~ao de sistemas 
om a mesma matrizC�al
ulo do determinante de AC�al
ulo da matriz inversa4.5 Refinamento iterativo da solu
�~aoRe�namento iterativo �e uma t�e
ni
a para melhorar a pre
is~ao de uma solu�
~ao forne
ida por um m�etododire
to. [Quarteroni et al., 111℄
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os | 4. SISTEMAS DE EQUAC� ~OES LINEARES E N~AO-LINEARES4.6 M�etodos iterativosOs m�etodos iterativos podem tornar-se 
ompetitivos 
om os m�etodos dire
tos desde que o n�umero deitera�
~oes ne
ess�arias para 
onvergir (de a
ordo 
om uma tolerân
ia dada) ou �e independente de n ou's
ales' sublinearmente em ordem a n. [Quarteroni et al., 123℄4.6.1 M�etodo de Ja
obi4.6.2 M�etodo de Gauss-SeidelConvergên
ia dos dois m�etodos iterativos 
f. EF4.7 Sistemas de equa
�~oes n~ao-lineares4.7.1 M�etodo de Newton4.7.2 M�etodos lineares generalizadosM�etodo de Ja
obi generalizadoM�etodo de Gauss-Seidel generalizado



Chapter 5Interpola�
~ao polinomial e aproxima�
~aode fun�
~oesInterpola�
~ao refere-se a determinar uma fun�
~ao que represente exa
tamente um 
onjunto de valores.O tipo mais elementar de interpola�
~ao 
onsiste em ajustar um polin�omio a um 
onjunto de pontosrepresentando os dados.Teorema 5.1 (Teorema da aproxima
�~ao de Weierstrass,1886) Seja f uma fun�
~ao de�nidae 
ont��nua em [a; b℄. Dado " > 0, existe um polin�omio p de�nido em [a; b℄, 
om a propriedadejf(x)� p(x)j < "; para todo o x 2 [a; b℄:Basi
amente, o que o teorema de Weierstrass nos diz �e que uma fun�
~ao 
ont��nua pode ser aproximadatanto quanto se queira num intervalo fe
hado por um polin�omio.5.1 Polin�omio interpoladorDefini
�~ao 5.1 Sejam x0; x1; : : : ; xn elementos perten
entes ao intervalo [a; b℄ e f(x0); f(x1); : : : ; f(xn)os valores 
orrespondentes de uma fun�
~ao real f de�nida em [a; b℄. Um polin�omio de grau npn(x) = anxn + � � �+ a2x2 + a1x+ a0veri�
ando as 
ondi�
~oes pn(xi) = f(xi); i = 0; 1; : : : ; n (5.1.1)
hama-se polin�omio interpolador de f nos n�os de interpola�
~ao x0; x1; : : : ; xn.Podemos usar dire
tamente esta de�ni�
~ao para determinar o polin�omio interpolador de uma fun�
~ao f
ujos valores s~ao 
onhe
idos nos n+ 1 n�os x0; x1; : : : ; xn num intervalo [a; b℄, apli
ando o m�etodo dos
oe�
ientes indeterminados: avaliando pn(x) em 
ada um dos n�os, vir�a29
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os | 5. INTERPOLAC� ~AO POLINOMIAL E APROXIMAC� ~AO DEFUNC� ~OESObtemos, assim, um sistema de n+1 equa�
~oes lineares em n+1 in
�ognitas, representado matri
ialmentepor, 0BBBBBBBBB�

1 x0 x20 � � � xn01 x1 x21 � � � xn1... ... ... . . . ...1 xn�1 x2n�1 � � � xnn�11 xn x2n � � � xnn
1CCCCCCCCCA
0BBBBBBBBB�

a0a1...an�1an
1CCCCCCCCCA = 0BBBBBBBBB�

f(x0)f(x1)...f(xn�1)f(xn)
1CCCCCCCCCA (5.1.2)

A matriz dos 
oe�
ientes do sistema de equa�
~oes (5.1.2) �e denominada matriz de Vandermonde e �eregular 
aso os xi sejam distintos.Contudo, este pro
esso n~ao �e e�
iente para sistemas de grande dimens~ao.5.2 F�ormula de LagrangeSeja f uma fun�
~ao de�nida num intervalo [a; b℄ e x0; x1; : : : ; xn um 
onjunto de n+1 pontos distintosem [a; b℄.Pretendemos determinar um polin�omio pn de grau n interpolador de f nos n�os x0; x1; : : : ; xn.Defini
�~ao 5.2 Os polin�omiosLi(x) = (x� x0) � � � (x� xj�1)(x� xj+1) � � � (x� xn)(xi � x0) � � � (xi � xj�1)(xi � xj+1) � � � (xi � xn)= nYj=0;j 6=i x� xjxi � xj ; i = 0; 1; : : : ; n
hamam-se polin�omios de Lagrange.Veri�
am a seguinte propriedade:Li(xk) = ( 1; se i = k0; se i 6= k para i = 0; 1; : : : ; n; k = 0; 1; : : : ; n:Deste modo, o polin�omio de grau n pn(x) = nXi=0 f(xi)Li(x); (5.2.3)ao veri�
ar as 
ondi�
~oes (5.1.1), �e um polin�omio interpolador de f nos n�os x0; x1; : : : ; xn. A express~aono segundo membro de (5.2.3) �e denominada f�ormula de Lagrange.5.3 Erro de interpola
�~aoO polin�omio interpolador pn 
oin
ide 
om f nos n�os de interpola�
~ao. Em qualquer outro ponto, �e
ometido um erro quando pretendemos aproximar f po pn.O erro de interpola�
~ao da fun�
~ao f pelo polin�omio pn �e a fun�
~ao Rn de�nida porRn(x) = f(x)� pn(x); x 2 [a; b℄:
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os | 5. INTERPOLAC� ~AO POLINOMIAL E APROXIMAC� ~AO DEFUNC� ~OES 31Teorema 5.2 Seja pn o polin�omio de grau n interpolador de uma fun�
~ao f nos n�os distintos x0; x1; : : : ; xn.Se f tem derivadas 
ont��nuas at�e �a ordem n + 1 em [a; b℄, ent~ao para qualquer x 2 [a; b℄ existe umn�umero � 2 [minfx0; x1; : : : ; xn; xg;maxfx0; x1; : : : ; xng℄ tal que,Rn(x) = f (n+1)(�)(n+ 1)! nYi=0(x� xi): (5.3.4)5.4 Diferen
�as divididasDefini
�~ao 5.3 A diferen�
a dividida de primeirra ordem de f relativa aos argumentos xi e xi+1,i = 0; 1; : : : ; n� 1, representa-se por f [xi; xi+1℄, ou fi;i+1, e 
al
ula-se 
omof [xi; xi+1℄ = f(xi+1)� f(xi)xi+1 � xi :As diferen�
as divididas de f de ordem superior s~ao de�nidas por re
orrên
ia. Assim, a diferen�
adividida de segunda ordem de f relativa aos argumentos xi, xi+1 e xi+2 de�ne-se por,f [xi; xi+1; xi+2℄ = fi;i+2 = f [xi+1; xi+2℄� f [xi; xi+1℄xi+1 � xi :A diferen�
a dividida de ordem m de f relativa aos argumentos xi; xi+1; : : : ; xi+m de�ne-se por,f [xi; xi+1; : : : ; xi+m℄ = fi;i+m = f [xi+1; xi+m℄� f [xi; xi+m�1℄xi+1 � xi :Veri�
a-se a seguinte propriedade,f [xi; xi+1; : : : ; xi+m℄ = fi;i+m = mXj=0 f(xi+j)mYk=0k 6=j(xi+j � xi+k) (5.4.5)Exer
��
io 5.1 Veri�que a propriedade (5.4.5) para o 
aso i = 0, m = 1.Outra propriedade das diferen�
as �nitas �e que o seu valor n~ao depende da ordem pela qual os seusargumentos s~ao es
ritos em f [xi; xi+1; : : : ; xi+m℄.x f(x) f [�; �℄ f [�; �; �℄ f [�; �; �; �℄ : : : f [�; : : : ; �℄x0 f0 f0;1x1 f1 f0;2f1;2 f0;3x2 f2 f1;3 . . .... ... ... ... ... f0;nxn�2 fn�2 fn�3;n . . .fn�2;n�1 fn�3;nxn�1 fn�1 fn�2;nfn�1;nxn fn
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os | 5. INTERPOLAC� ~AO POLINOMIAL E APROXIMAC� ~AO DEFUNC� ~OES5.5 Forma de Newton para o polin�omio interpoladorA adi�
~ao de um novo ponto ao m�etodo de Lagrange requer um a
r�es
imo substan
ial de 
�al
ulo: 
adapolin�omio de Lagrange ne
essita de ser multipli
ado, no numerador e no denominador por um fa
tore um novo polin�omio de Lagrange, 
orrespondente ao ponto adi
ionado, dever�a ser a
res
entado.A f�ormula das diferen�
as divididas evita a ne
essidade de efe
tuar novamente os 
�al
ulos: bastaintroduzir um termo para obtermos um polin�omio interpolador de grau superior.Deste modo, obtemos a denominada forma de Newton para um polin�omio pn de grau n,pn(x) =f(x0) + f [x0; x1℄ (x� x0) + f [x0; x1; x2℄ (x� x0)(x� x1)+ � � �+ f [x0; x1; : : : ; xn℄ (x� x0)(x� x1) � � � (x� xn�1)nos pontos x0; x1; : : : ; xn�1.5.6 Erro de interpola
�~ao e diferen
�as divididasA express~ao (5.3.4) requer o 
onhe
imento da derivada de ordem n+ 1 de f e tem, por esse motivo,interesse limitado na pr�ati
a. Podemos 
ontudo determinar o erro de interpola�
~ao em termos dadiferen�
a dividida de ordem n+ 1 da fun�
~ao f .Suponhamos que o ponto � no qual desejamos 
al
ular o erro �e adi
ionado �a tabela das diferen�
as�nitas para x0; x1; : : : ; xn. Ent~ao o polin�omio pn+1 que 
oin
ide 
om f em x0; x1; : : : ; xn e � �e dadopor pn+1(x) = pn(x) + f [x0; x1; : : : ; xn; �℄ (x � x0)(x� x1) : : : (x� xn)Contudo, 
omo pn+1(�) = f(�), obtemosf(�)� pn(�) = f [x0; x1; : : : ; xn; �℄ (� � x0)(� � x1) : : : (� � xn):Como � �e um ponto arbitr�ario no intervalo [a; b℄ prov�amos o resultado seguinte.Teorema 5.3 Seja pn o polin�omio de grau n interpolador de uma fun�
~ao f de�nida em [a; b℄ nos n�osdistintos x0; x1; : : : ; xn 2 [a; b℄. Ent~ao para qualquer x 2 [a; b℄, tem-seRn(x) = f [x0; x1; : : : ; xn; x℄ nYi=0(x� xi):Exer
��
io 5.2 (a) Construa a tabela das diferen�
as divididas para os seguintes valores tabeladosx 0.1 0.5 1.0 0.2 0.6f(x) 0.100167 0.521095 1.175201 0.201336 0.036654(b) Determine o polin�omio interpolador.(
) Use o polin�omio da al��nea anterior para obter uma aproxima�
~ao do valor de f(0:3). Obtenhauma majora�
~ao para o erro desta aproxima�
~ao.(d) A
res
ente o ponto f(0:8) = 0:888106 ao �nal da tabela e determine o polin�omio interpoladoratrav�es de diferen�
as divididas. Determine novamente uma aproxima�
~ao de f(0:3).
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os | 5. INTERPOLAC� ~AO POLINOMIAL E APROXIMAC� ~AO DEFUNC� ~OES 33x0 f0 f0;1x1 f1 f0;2f1;2 f0;3x2 f2 f1;3 f1;nfn�2;n�1 fn�3;nx4 fn�1 fn�2;nfn�1;nxn fn5.7 Comportamento do erro de interpola
�~ao. Polin�omios de ChebyshevAt�e este momento assumimos sempre que os valores da fun�
~ao a interpolar eram 
onhe
idos em 
ertospontos. Suponhamos agora que t��nhamos a liberdade de es
olher n + 1 pontos num 
erto intervalo.Como dever��amos efe
tuar tal es
olha?Como estamos a interpolar uma fun�
~ao por um polin�omio de grau n podemos es
olher esses n+1 pontosde forma que o maxa�x�b jf(x)� pn(x)j seja m��nimo. Visto que des
onhe
emos fn+1(�) em (5.3.4) omelhor que podemos fazer �e es
olher x̂0; x̂1; : : : ; x̂n de modo que minimize maxa�x�b jQni=0(x� x̂i)j.Este problema pode ser solu
ionado re
orrendo aos denominados polin�omios de Chebyshev.5.7.1 Polin�omios de ChebyshevOs polin�omios de Chebyshev de grau m = 0; 1; 2; : : : de�nem-se por re
orrên
ia do seguinte modo:T0(x) = 1T1(x) = xTm(x) = 2xTm�1(x)� Tm�2(x); para x � 25.7.2 Propriedades dos polin�omios de Chebyshev5.8 Splines5.8.1 Splines de grau um (polin�omios lineares segmentados)5.8.2 Splines 
�ubi
os5.9 M�etodo dos m��nimos quadrados5.10 Aproxima
�~ao trigonom�etri
a5.10.1 Interpola
�~ao de fun
�~oes por polin�omios trigonom�etri
os5.10.2 Aproxima
�~ao de fun
�~oes por polin�omios trigonom�etri
os
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Chapter 6Diferen
ia�
~ao e integra�
~ao num�eri
a6.1 Exer
��
ios1. [M-F,374℄ O 
omprimento de ar
o de uma 
urva y = f(x) num intervalo a � x � b �e dado porL := Z ba p1 + (f 0(x))2 dx:(i) Aproxime o 
omprimento de ar
o de 
ada uma das fun�
~oes usando a regra do trap�ezio
omposta 
om n = 10.(ii) Aproxime o 
omprimento de ar
o de 
ada uma das fun�
~oes usando a regra de Simpson
omposta 
om n = 5.(a) f(x) = x3; para 0 � x � 1.(b) f(x) = sin(x); para 0 � x � �=4.(
) f(x) = e�x; para 0 � x � 1.2. [M-F,374℄ O 
omprimento de ar
o de uma 
urva y = f(x) num intervalo a � x � b �e dado porL := Z ba p1 + (f 0(x))2 dx:(i) Aproxime o 
omprimento de ar
o de 
ada uma das fun�
~oes usando a regra do trap�ezio
omposta 
om n = 10.(ii) Aproxime o 
omprimento de ar
o de 
ada uma das fun�
~oes usando a regra de Simpson
omposta 
om n = 5.(a) f(x) = x3; para 0 � x � 1.(b) f(x) = sin(x); para 0 � x � �=4.(
) f(x) = e�x; para 0 � x � 1.
35
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Chapter 7Optimiza�
~ao Num�eri
aVamos abordar neste 
ap��tulo a minimiza�
~ao de fun�
~oes de uma ou mais vari�aveis.A formula�
~ao b�asi
a de um problema deste tipo es
reve-se da seguinte maneira: dada f : Rn �! R,denominada fun�
~ao obje
tivo, minimizar f(x) em Rn (7.0.1)e �e 
hamado um problema de optimiza�
~ao sem restri�
~oes. O ponto x�, solu�
~ao de (7.0.1), diz-se umminimizador global de f .Um exemplo t��pi
o 
onsiste em determinar a lo
aliza�
~ao optimal de n re
ursos, x1; x2; : : : ; xn, em
ompeti�
~ao entre si e regidos por uma lei espe
���
a. Geralmente, estes re
ursos n~ao s~ao ilimitados;esta 
ir
unstân
ia, dum ponto de vista matem�ati
o, 
onsiste em exigir que o minimizador da fun�
~aoobje
tivo perten�
a a um sub
onjunto 
 � Rn e, eventualmente, que alguma restri�
~oes traduzidasatrav�es de igualdades ou desigualdades devam ser satisfeitas.Quando tais restri�
~oes existem o problema de optimiza�
~ao diz-se 
ondi
ionado e pode ser formuladodo seguinte modo: dada uma fun�
~ao obje
tivo f ,minimizar f(x) em 
 � Rn :7.1 Optimiza
�~ao sem restri
�~oes de fun
�~oes de uma vari�avelPara fun�
~oes diferen
i�aveis um m�etodo elementar para determinar os extremos de uma fun�
~ao �elo
alizar os pontos onde a derivada se anula. Os m�etodo num�eri
os para lo
aliza�
~ao dos zeros podemser adaptados para esta situa�
~ao. Come
emos por re
ordar algumas de�ni�
~oes e teoremas.Defini
�~ao 7.1 Uma fun�
~ao f tem um m��nimo lo
al no ponto x� se existir um intervalo aberto I
ontendo x� tal que f(x�) � f(x) para todo o x perten
ente a I. O ponto x� diz-se um minimizadorde f . Analogamente, diz-se que f tem um m�aximo lo
al em x� se f(x) � f(x�) para todo o x 2 I.Caso f tenha um m��nimo lo
al ou um m�aximo lo
al em x� diremos que f tem um extremo lo
al emx�.Suponhamos que f est�a de�nida no intervalo I.(i) Se x1 < x2 impli
a que f(x1) < f(x2) para todo x1, x2 2 I, ent~ao f �e uma fun�
~ao 
res
ente emI. 37
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a que f(x1) > f(x2) para todo x1, x2 2 I, ent~ao f �e uma fun�
~ao de
res
enteem I.Defini
�~ao 7.2 Uma fun�
~ao f diz-se unimodal em I = [a; b℄ se existe um �uni
o n�umero x� 2 I talque f �e de
res
ente em [a; x�℄f �e 
res
ente em [x�; b℄:Teorema 7.1 Seja f uma fun�
~ao 
ont��nua em I = [a; b℄ e diferen
i�avel em (a; b).(i) Se f 0(x) > 0 para todo o x 2 (a; b), ent~ao f �e 
res
ente em I.(ii) Se f 0(x) < 0 para todo o x 2 (a; b), ent~ao f �e de
res
ente em I.Teorema 7.2 Suponhamos que f est�a de�nida no intervalo I = [a; b℄ e tem um extremo lo
al numponto interior x� 2 (a; b). Se f �e diferen
i�avel no ponto x�, ent~ao f 0(x�) = 0.Teorema 7.3 (Teste da primeira derivada) Seja f uma fun�
~ao 
ont��nua em [a; b℄. Suponhamosque f 0(x) est�a de�nida para todo o x 2 (a; b), ex
epto eventualmente em x�.(i) Se f 0(x) < 0 em (a; x�) e f 0(x) > 0 em (x�; b), ent~ao f(x�) �e um m��nimo lo
al.(ii) Se f 0(x) > 0 em (a; x�) e f 0(x) < 0 em (x�; b), ent~ao f(x�) �e um m�aximo lo
al.Teorema 7.4 (Teste da segunda derivada) Suponhamos que f �e 
ont��nua em [a; b℄ e que f 0 ef 00 est~ao de�nidas em (a; b). Suponhamos ainda que x� 2 (a; b) �e um ponto 
r��ti
o, isto �e, ondef 0(x�) = 0.(i) Se f 00(x�) > 0, ent~ao f(x�) �e um m��nimo lo
al de f .(ii) Se f 00(x�) < 0, ent~ao f(x�) �e um m�aximo lo
al de f .(iii) Se f 00(x�) = 0, ent~ao este teste �e in
on
lusivo.Exer
��
io 7.1 Use o teste da segunda derivada para 
lassi�
ar os extremos lo
ais da fun�
~ao f(x) =x3 + x2 � x+ 1 no intervalo [�2; 2℄.7.1.1 M�etodo da se

�~ao de ouroUm outro m�etodo de en
ontrar o m��nimo de uma fun�
~ao f �e 
al
ular v�arios valores da fun�
~ao embus
a do m��nimo. De modo a reduzir o n�umero de valores a 
al
ular �e importante possuir uma boaestrat�egia para determinar em que pontos xi 
al
ular f(xi). Um dos m�etodos mais e�
ientes usa araz~ao de ouro na sele
�
~ao dos pontos.Consideremos o intervalo [0; 1℄. Se 0:5 < r < 1, ent~ao 0 < 1� r < 0:5 e o intervalo �e dividido em trêssubintervalos [0; 1� r℄, [1� r; r℄ e [r; 1℄. Teremos ent~ao de tomar uma de
is~ao quanto �a es
olha de umdos subintervalos: [0; r℄ ou [1 � r; 1℄. Em seguida, o subintervalo sele

ionado ser�a, do mesmo modo,subdividido em três subintervalos.Pretendemos es
olher r de tal modo que um dos pontos antigos esteja na posi�
~ao 
orre
ta 
omo
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ado na �gura. Isto impli
a que a propor�
~ao (1� r) : r seja a mesma que r : 1. Por 
onseguinte, rveri�
a a equa�
~ao 1�r = r2, ou seja, r2+r�1 = 0. A solu�
~ao veri�
ando 0:5 < r < 1 �e r = (p5�1)=2(denominado n�umero de ouro).Se a fun�
~ao f �e estritamente 
onvexa no intervalo [a; b℄ podemos substituir este intervalo por umsubintervalo no qual f toma o seu valor m��nimo. O m�etodo usando a raz~ao de ouro requer a es
olhade dois pontos interiores 
 = a+(1�r)(b�a) e d = a+r(b�a), onde r �e o n�umero a
ima en
ontrado.Daqui resulta que a < 
 < d < b. A propriedade de f ser estritamente 
onvexa garante que os valoresf(
) e f(d) s~ao inferiores ao maxff(a); f(b)g. Teremos ent~ao dois 
asos a 
onsiderar ilustrados na�gura ??.Se f(
) � f(d), o m��nimo ter�a de o
orrer no subintervalo [a; d℄: substitu��mos b por d e prosseguimosa bus
a no novo subintervalo. Se f(d) < f(
), o m��nimo dever�a o
orrer em [
; b℄ e substitu��mos a por
, 
ontinuando a bus
a neste subintervalo.Exer
��
io 7.2 Determine o m��nimo da fun�
~ao estritamente 
onvexa f(x) = x2�sin(x) no intervalo[0; 1℄:(a) Resolvendo a equa�
~ao f 0(x) = 0 pelo m�etodo da se
ante;(b) Apli
ando o m�etodo da se
�
~ao de ouro. Analise os resultados obtidos.7.1.2 M�etodo de Fibona

i7.2 Optimiza
�~ao sem restri
�~oes de fun
�~oes de v�arias vari�aveisAo longo desta se
�
~ao assumiremos que f �e uma fun�
~ao de 
lasse C1 em Rn .Representamos por grad f(x) = � �f�x1 ; : : : ; �f�xn�o gradiente de f num ponto x. Se f �e uma fun�
~ao de 
lasse C2 em Rn , representamos por H(x) amatriz Hessiana de f 
al
ulada num ponto x
H(x) =

26666666666664
�2f(x)�x21 �2f(x)�x1�x2 : : : �2f(x)�x1�xn�2f(x)�x2�x1 �2f(x)�x22 : : : �2f(x)�x2�xn... ... . . . ...�2f(x)�xn�x1 �2f(x)�xn�x2 : : : �2f(x)�x2n

37777777777775Vamos 
onsiderar o 
aso parti
ular n = 2. Deste modo, o gradiente e a matriz Hessiana ter~ao aseguinte representa�
~aograd f(x) = 26664 �f�x�f�y 37775 H(x) = 266664 �2f(x)�x2 �2f(x)�x�y�2f(x)�y�x �2f(x)�y2
377775
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onjunto dos pontos do plano tais que a sua distân
ia ao pontox� = (x�; y�) �e inferior a R, isto �e,BR(x�) = �(x; y) 2 R2 j (x� x�)2 + (y � y�)2 < R	:Dada uma fun�
~ao f : R2 �! R, pretendemosminimizar f(x) em R2 : (7.2.2)Diremos que a fun�
~ao f tem um m��nimo lo
al em x� (ou que x� �e um minimizador lo
al de f) seexistir R > 0 tal que f(x�) � f(x); para todo o x 2 BR(x�):Analogamente, a fun�
~ao f tem um m�aximo lo
al em x� se existir R > 0 tal quef(x) � f(x�); para todo o x 2 BR(x�):Teorema 7.5 (Teste das derivadas de segunda ordem) Seja x� um ponto 
r��ti
o de f , isto �e,gradf(x) = 0 () �f�x (x) = �f�y (x) = 0Suponhamos que f e as suas derivadas de primeira e segunda ordem s~ao 
ont��nuas em BR(x�). Ent~ao,(i) Se �2f(x�)�x2 �2f(x�)�y2 � �2f(x�)�x�y > 0 e �2f(x�)�x2 > 0, ent~ao f(x�) �e um m��nimo lo
al de f ;(ii) Se �2f(x�)�x2 �2f(x�)�y2 � �2f(x�)�x�y > 0 e �2f(x�)�x2 < 0, ent~ao f(x�) �e um m�aximo lo
al de f ;(iii) Se �2f(x�)�x2 �2f(x�)�y2 � �2f(x�)�x�y < 0, ent~ao f(x) n~ao tem extremo lo
al em x�.(iv) Se �2f(x�)�x2 �2f(x�)�y2 � �2f(x�)�x�y = 0, ent~ao o teste �e in
on
lusivo.Exer
��
io 7.3 Determine o m��nimo da fun�
~ao f(x; y) = x2 � 4x+ y2 � y � xy.Vamos abordar em seguida m�etodos que permitem resolver o problema (7.2.2) exigindo apenas quea fun�
~ao f seja 
ont��nua. Estes s~ao designados por m�etodos dire
tos. Noutra se
�
~ao trataremos os
hamados m�etodos de des
ida que envolvem tamb�em o 
�al
ulo das derivadas de f e têm, em geral,melhores propriedades de 
onvergên
ia.Os m�etodos dire
tos s~ao empregues quando f n~ao �e diferen
i�avel ou quando o 
�al
ulo das derivadas �eparti
ularmente dif��
il. Podem, por outro lado, ser utilizados para en
ontrar uma solu�
~ao aproximada,que ser�a tomada 
omo 
ondi�
~ao ini
ial para um m�etodo de des
ida.



Optimiza
�~ao e Algoritmos Num�eri
os | 7. OPTIMIZAC� ~AO NUM�ERICA 417.2.1 M�etodo de Hooke-JeevesPro
uramos o minimizador de f partindo de um ponto x(0) dado e exigimos que o erro do residualseja inferior a uma 
erta tolerân
ia �xada ". O m�etodo de Hooke e Jeeves 
al
ula um novo pontox(1) usando os valores de f 
al
ulados em pontos adequados segundo as dire
�
~oes determinadas pelas
oordenadas ortogonais em torno de x(0). O m�etodo 
onsiste em dois passos: um passo de explora�
~aoe um passo de avan�
o.O passo de explora�
~ao 
ome�
a por 
al
ular f(x(0) + h1e1) onde e1 = (1; 0), o primeiro ve
tor da base
an�oni
a de R2 e h1 �e um n�umero real positivo es
olhido adequadamente.Se f(x(0) + h1e1) < f(x(0)) ent~ao deslo
amos o ponto ini
ial para x(0) + h1e1, a partir do qualpro
edemos de forma idênti
a relativamente ao ponto x(0) + h1e1 + h2e2 onde e2 = (0; 1) e h2 �e umn�umero real positivo.Se, pelo 
ontr�ario, f(x(0) + h1e1) � f(x(0)) efe
tuamos uma pesquisa an�aloga em x(0) � h1e1. Casotenhamos agora f(x(0) � h1e1) < f(x(0)) passamos a investigar o 
omportamento de f na dire
�
~ao e2partindo deste novo ponto. No 
aso de insu
esso, o m�etodo passa dire
tamente a examinar a dire
�
~aoe2 mantendo x(0) 
omo o ponto de partida para o passo de explora�
~ao.Para obtermos uma 
erta pre
is~ao, os 
omprimentos dos passos hi devem de ser es
olhidos de tal modoque as quantidades ���f(x(0) � hjej)� f(x(0))��� ; j = 1; 2tenham tamanhos 
ompar�aveis.O passo de explora�
~ao termina assim que as 2 
oordenadas 
artesianas s~ao examinadas. Deste modo,o m�etodo gera um novo ponto y(0) ao �m de, no m�aximo, 5 
�al
ulos da fun�
~ao. Apenas duas possi-bilidades podem su
eder:1: y(0) = x(0). Neste 
aso, se maxi=1;2fhig � " o m�etodo termina e en
ontra a solu�
~ao aproximadax(0). Caso 
ontr�ario, o 
omprimento dos passos de explora�
~ao hi �e reduzido a metade e um novopasso de explora�
~ao �e exe
utado partindo de x(0);2: y(0) 6= x(0). Se maxi=1;2fhig < ", ent~ao o m�etodo termina dando y(0) 
omo solu�
~ao aproximada;
aso 
ontr�ario, 
ome�
a o passo de avan�
o.O passo de avan�
o 
onsiste em deslo
ar y(0) segundo a dire
�
~ao y(0) � x(0) (que �e a dire
�
~ao queregistou o maior de
r�es
imo de f durante o passo de explora�
~ao), em vez de tomar simplesmente y(0)
omo o novo ponto de partida x(1).Este novo ponto de partida �e, portanto, 2y(0) � x(0). A partir deste ponto ser�a efe
tuada uma novas�erie de movimentos de explora�
~ao. Se esta explora�
~ao 
onduzir a um ponto y(1) tal que f(y(1)) <f(y(0) � x(0)) ent~ao est�a en
ontrado o ponto de partida para o passo de explora�
~ao seguinte, 
aso
ontr�ario, o 'palpite' ini
ial para as explora�
~oes seguintes �e dado por y(1) = y(0) � x(0).O m�etodo est�a agora pronto para re
ome�
ar a partir do ponto x(1) re
�em-
al
ulado.7.2.2 M�etodo de Nelder-MeadNelder e Mead des
obriram um m�etodo de simplex para determinar um m��nimo lo
al de uma fun�
~aode v�arias vari�aveis. Para o 
aso de duas vari�aveis, um simplex �e um triângulo e o m�etodo 
onsiste
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omparar os valores da fun�
~ao nos v�erti
es desse triângulo. O v�erti
e pior, onde f toma o maiorvalor, �e rejeitado e substitu��do por um novo v�erti
e. Forma-se ent~ao um novo triângulo e repete-se apesquisa. Assim, �e 
onstru��da geometri
amente uma su
ess~ao de triângulos (que podem tomar difer-entes formas) para os quais os valores da fun�
~ao nos v�erti
es �e 
ada vez menor.O m�etodo gera uma su
ess~ao de aproxima�
~oes de x�, partindo de x(k) usando apenas três trans-forma�
~oes poss��veis: re
e
�
~oes relativamente a um ponto, expans~oes e 
ontra
�
~oes.Seja f : R2 �! R a fun�
~ao a minimizar e sejam dados os v�erti
es dum triângulo, fx(k)g, k = 1; 2; 3.A fun�
~ao f �e 
al
ulada em 
ada um dos pontos x(k).Passo 1. Determinamos uma aproxima�
~ao x do minimizador x� dada porx = 13 3Xk=1x(k)e averiguamos se x est�a su�
ientemente pr�oximo de x�. Para tal, vamos exigir que o desvio-padr~aodos valores f(x(1)), f(x(2)), f(x(3)) relativamente af = 13 3Xk=1 f(x(k))seja menor ou igual que uma dada tolerân
ia ", isto �e,12 3Xk=1�f(x(k))� f�2 < ": (7.2.3)Se a aproxima�
~ao en
ontrada veri�
ar (7.2.3) o algoritmo termina.Passo 2. Renomeamos os pontos x(k) de a
ordo 
om os valores da fun�
~ao: x(M) o v�erti
e onde afun�
~ao toma o menor valor, x(P ) o v�erti
e onde a fun�
~ao toma o seu maior valor e x(B) o v�erti
e ondea fun�
~ao toma o valor interm�edio.Determinamos o ponto m�edio x(m) do lado que une x(M) a x(B), de�nido porx(m) = x(M) + x(B)2 :N~ao sendo x uma aproxima�
~ao veri�
ando (7.2.3), o ponto x(P ) ser�a re
e
tido relativamente a x(m),ou seja, en
ontramos um novo ponto x(R) dado porx(R) = 2x(m) � x(P ):Passo 3. Se f(x(M)) � f(x(R)) � f(x(B)), o ponto x(P ) �e substitu��do por x(R) e o algoritmo regressaao Passo 1.Passo 4. Se f(x(R)) � f(x(M)) o passo de re
e
�
~ao produziu uma nova aproxima�
~ao do minimizador.Isto signi�
a que o minimizador poder�a estar fora do triângulo 
onsiderado. Por 
onseguinte, vamosexpandir o triângulo determinando um novo v�erti
e x(E) dado porx(E) = 2x(R) + x(m)Antes de regressarmos ao Passo 1 duas possibilidades podem o
orrer:
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os | 7. OPTIMIZAC� ~AO NUM�ERICA 43(4a) Se f(x(E)) < f(x(M)) ent~ao x(P ) �e substitu��do por x(E);(4b) Se f(x(E)) � f(x(M)) ent~ao x(P ) �e substitu��do por x(R) visto que f(x(R)) < f(x(M)).Passo 5. Se f(x(R)) > f(x(B)) ent~ao o minimizador en
ontrar-se-�a provavelmente no interior dotriângulo e, assim, duas abordagens diferentes podem ser efe
tuadas para 
ontrair o triângulo.Se f(x(R)) < f(x(P )), a 
ontra
�
~ao gera um ponto x(C) da formax(C) = 0:5x(R) + 0:5x(m);
aso 
ontr�ario, x(C) = 0:5x(P ) + 0:5x(m):Por �ultimo, antes de regressarmos ao Passo 1,(5a) Se f(x(C)) < f(x(P )) e f(x(C)) < f(x(R)) ent~ao o ponto x(P ) �e substitu��do por x(C);(5b) Se f(x(C)) � f(x(P )) ou se f(x(C)) � f(x(R)) ent~ao s~ao gerados dois novos pontos x(k), k = 1; 2dividindo por dois as distân
ias dos pontos x(B) e x(P ) a x(M).Exer
��
io 7.4 Comparar os resultados obtidos atrav�es do m�etodo de Hooke e Reeves e do m�etodo deNelder e Mead para minimizar a fun�
~ao de Rosembro
kf(x) = 100 (y � x2)2 + (1� x)2:O ponto ini
ial para ambos os m�etodos �e x(0) = (�1:2; 1), sendo o tamanho dos passos h1 = 0:6 eh2 = 0:5. A tolerân
ia " no 
�al
ulo do residual �e igual a 10�4.7.2.3 M�etodos de des
idaNesta se
�
~ao introduzimos m�etodos iterativos que s~ao mais so�sti
ados que os examinados na se
�
~aoanterior. Podemos formul�a-los do seguinte mododado um ve
tor ini
ial x0 2 R2 , 
al
ular para k � 0 at�e obter 
onvergên
iaxk+1 = xk + �kdk;onde dk �e uma dire
�
~ao es
olhida adequadamente e �k �e um parâmetro positivo (designado 
ompri-mento do passo) que mede o passo segundo a dire
�
~ao dk.7.3 Exer
��
ios1. (FB422) Aplique o m�etodo da des
ida mais a
entuada para aproximar o m��nimo da seguintefun�
~ao, iterando at�e que kxk � xk�1k1 < 0:005,f(x; y) = 
os(x+ y) + sinx+ 
os y:
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