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Distribuic&o normal

Muito importante em estatistica porque
Véios fendmenos podem ser aproximadamente
descritos por distribuic&o normal
E distribuicgo base em inferéncia estatistica
Caracteristicas da distribui¢éo normal
Tem formade sino e é simétrica
Moda, mediana e média coincidem
Muito provéavel obter valores pouco af astados da
média ;i
Aproximadamente 2/3 das observaces distam da
média menos do que 1 desvio-padréo
Aproxi majanmte 95% dgs observages distam X N(W.82)
damédiamenos de 2 desvios padroes ?
S6 depende da média e do desvio padréo

média  variancia |

Distribui¢do normal estandardizada

E umanormal com média= 0 e desvio padréo =1
Existem tabelas que nos indicam a probabilidade de uma variavel
aleatéria com distribuicdo N(0,1) tomar um valor inferior ou igual a
um dado valor.

Qual é aprobabilidade de tomar um valor inferior ou igual a0?

Qual éaprobabilidade de tomar um valor inferior ouigual a1.6?
Se uma variavel seguir a distribuicdo N(,s2) podemos
estandardiza-la

Z=(X-ws

Z tem distribui¢do N(0,1), podemos usar tabela.
Exemplo notas tém distribuicéo N(13,2)

Qual é percentagem de alunos que tem mais de 17?

Qual a percentagem de alunos com nota entre 11 e 15?

Distribuicdo normal estandardizada

AAA,

« A probabilidade de Z - -
« A probabilidade de Z estar « A probabilidade de Z estar

Distribuicdo t

ser superior a1.645 é ’ -
50 entre -1.96 e 1.96 & 95%. entre -2.575 e 2.575 é 99%.
« Por simetria, a Estes valores (1.645, 1.96, 2.575) sdo valorescriticos.

probabilidade de Z ser . . L,
inferior a-1.64565% | Valor critico z, € o valor davariavel normal tal que

* A probabilidede de Z | a probabilidade de estar acima desse valor éa.

estar entre -1.645 e

+1.645 € 90%

Tal como anormal N(0,1), adistribuigéo t € simétrica em
torno do zero e tem formade sino.

Tem mais &rea nas abas e menos area no centro que a
normal.

A distribuicéo t depende apenas dos graus de liberdade

A medida que o n° de graus de liberdade aumenta at fica
mais proximadaN(0,1).
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Estimadores

Parametros da populacéo
(0 que queremos realmente saber)

Distribui¢do por amostragem

Estimadores
(calculados usando a amostra)

Média na populagéo — pt

Proporg¢ao na populacéo — p

Média naamostra—X_

Proporgéo naamostra- [

Diferencade Médias— py- [

Variancia na populagéo —s2

Diferencade médias naamostra

Varianciana amostra— &
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Os estimadores sdo variaveis aleatdrias. Porqué? Porque o valor do
estimador depende da amostra.

Exemplo: quero estimar aidade média dos alunos de métodos
quantitativos usando amostra de 5 alunos. A idade média na
amostra depende dos 5 alunos seleccionados.

Se os estimadores sdo variaveis al eatérias € muito importante saber
qual é asuafuncéo de distribuicéo. Sera que seguem uma normal?
Serdque éumat?...

Toda ainferéncia estatistica é baseada na distribui¢éo do
estimador.

Diferenca entreestimador (regra de célculo) e estimativa (valor do
estimador para uma amostra em concreto).
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Distribuicdo da média na amostra - s? é conhecido

Se a populagéo tiver uma distribuicdo normal N(p,s2) entdo o
estimador média na amostra tem distribuicéo normal:

2

S— o
X ~ N(u, T
(1)

X—p
o/

n
=~ N(O,1)

+ A média das médias na amostra é igual & média na populacéo.
+ Quanto maior for adimensédo da amostra (maior n), menor éa
variabilidade do estimador média na amostra. Ou seja, quanto maior n
Maior é apreciséo com que a média na amostra estima amédia

na popul agéo.

* Resultado verifica-se mesmo para pequenas amostras.
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Distribuicio da média na amostra - s? é conhecido

Sejaqual for adistribuigdo da populagéo (pode ser normal ou
n&o) se a dimens&o da amostra for elevada, entéo o estimador
média na amostra tem distribuig&o aproximadamente normal:

2

— o
X~ N(u, 2
(/un)

« Este resultado chama-se Teorema do Limite Central

« Resultado s6 é verdadeiro para amostras grandes

« Este resultado admite que s2 é conhecido. Se ndo for conhecido, pode
calcular-se a variancia na amostra e usa-la como estimador de s2.

Em grandes amostras ndo ha problema.
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Distribuicso da média na amostra - s? desconhecido

Quando a variancia na popul agéo é desconhecida, temos de a
estimar com base na variancia na amostra. Qual € a distribuicéo
do estimador média na amostra quando se usa S$2?

* Se aamostra for grande a distribuicéo da média na amostra é

aproximadamente normal.

« Para amostras pequenas, so se a populacéo for normal é que sabemos
adistribuicdo. O estimador média na amostra segue uma distribuicéo t

com n-1 graus de liberdade.
« Porqué n-1 graus de liberdade?
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Distribuicdo dapropor¢do naamostra

Para amostras grandes, a propor¢éo na amostra segue uma distribuicéo
aproximadamente normal. Estandardizando:

Proporgéo \f) —-p
naamostra —F—————segueumaN(0,1)
P(1—-P)/n

Variancia na amostra

» A média das proporcdes na amostra é igual & proporcéo na populacéo
« A variancia na populag&o no caso da proporgao é p(1-p)
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Propriedades desgjaveis de estimadores

Né&o enviesamento —amédia do estimador éigual ao parametro da
populacéo que queremos estimar. Ou seja, em média o estimador
esta correcto (s vezes sobrestima o parametro, outras vezes
subestima, mas em média esta correcto)

Consisténcia— A medida que a dimensdo da amostra se torna mais
elevada, o estimador d&-nos umaideia cada vez mais precisa de
qual é o verdadeiro valor do parametro

Eficiéncia — No conjunto de estimador ndo enviesados o mais
eficiente é aquele que tem menor variabilidade (que é mais
preciso)
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Estimagao por intervalos

Exemplo: queremos construir um intervalo que contenha a médiana
populagdo com probabilidade 95%. Sabe-se que a populagéo é normal e
tem variancia= 16 e que vai ser recol hida amostra com 100 observagdes.

+ Média naamostra tem média p e variancia 16/100
+ A probabilidade de Z estar entre -1.96 e 1.96 é 95%

P(—l%i );’lg jl%):o% = P(Y—l%x

S

Nivel de confianca

Valor critico (1-a)
ZaQ
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Estimagao por intervalos

Um estimador por intervalo é umaregra para determinar um intervalo que
com certa probabilidade contém o parametro da populagdo em que
estamos interessados.

Exemplo: se avariancia da populagéo for conhecida e a populagéo for
normal ou se aamostra for grande, o intervalo com o nivel de confianga
de 100(1-a)% para p é:

() Tl

« Ointervalo é centrado namédia - soma-seesubtrai-e ﬁ)

* Quanto maior o nivel de confiancadesgjado (maior (1-8)) maior éo valor
critico de z. Logo, maior é amplitude do intervalo (menor precisio).

* Quanto maior adimensdo daamostra, menor éaamplitudedointe rvalo (maior
preciséo).

15

Exemplo de um intervalo de confiangaparapt

Precisamos de estimar o consumo médio de gasolina para um novo modelo
de automével, com um nivel de confianga de 99%. Obteve-se informagéo
sobre 100 automéveis deste modelo. O consumo médio para nestes 100
automoveis foi 6.12 e o desvio padrdo na amostra foi 0.4.

Como a amostra é grande podemos usar anormal. Valor critico é 2.575.

[6.12 - 2.575%x0.4/10, 6.12 + 2.575x0.4/10]

[6.017 ,6.223)

O intervalo seriamaior ou menor se nivel de confianca fosse 95%?
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Outro exemplo de um intervalo de confianca para [t

Precisamos de estimar o consumo médio de gasolina para um novo modelo
de automével, com um nivel de confianga de 99%. Sabe-se que o consumo
de gasolina segue uma distribuigéo normal. Obteve-se informagéo

sobre 6 automéveis deste modelo. O consumo médio para estes 6
automoveis foi 6.07 e o desvio padréo na amostrafoi 0.18.

Como a amostra é pequena e a popul acéo é normal a distribuigéo ausar é
at comn-1=5 grausde liberdade. O valor critico ty g5 com 5 graus de
liberdade € 4.032.

[6.07 —4.032x0.18/v6 , 6.07 + 4.032x0.18M6 |
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Testedehipoteses

Como é que ainformag&o na amostra pode ser usada para testar
«conjecturas» ou «hipéteses» sobre os pardmetros da popul agéo.
Exemplo: quero testar se amédia do salério é amesma para
homens e mulheres (assumindo igual qualificacéo e experiéncia)
Exemplo: quero testar se a proporcéo de eleitores que vai votar
num dado candidato € superior a 50%.
Hipdtese nula— é a hipdtese que temos sobre a populacéo e que
continuaremos a admitir an&o ser que a evidéncia na amostra
I sugira que essa hip6tese é falsa.

No caso do salério a hipétese nula é que ndo ha descriminagéo.
Hipdtese alternativa
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Testedehipbteses

Suponhamos que queremos testar Hy: p = 10.

Recolhemos uma amostra e cal culamos a média na amostra.

A ideia é: se amédianaamostra é proximade 10, ndo rejeitamos a
hipétese nula. Se a média na amostra émuito afastada de 10
rejeitamos a hipétese nula (a evidéncia na nossa amostra sugere
que Hy é falsa).

O que é« afastado» de 10? O afastamento deve ser medido em
termos de desvios padrdes da variavel (2 desvios padroes é
afastado, 3 € mesmo muito af astado)

Definir regi&o critica— regi&o em que se rejeita a hipétese nula.
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Testedehipbteses

Testeda hipétesenulaHg: ? = 2,

Distribuig&o do estimador

4
NamrN\ A
L3 l . atan \B
Se estimador cair nesta Se estimador cair nesta

zonarejeitamos Hy Se estimador cair nesta zonarejeitamos Hy
zona n&o rejeitamos Hy
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Exemplo — Peso das embal agens de detergente

Um produtor de detergentes argumenta que o peso médio de cada
embalagem do seu detergente é 500 gramas. Sabe-se que 0 peso segue uma
distribuigéo normal com desvio padréo igual a12.5.

Numa amostra de 20 caixas 0 peso médio foi 485 gramas. Sera que o
produtor tem razéo?

Hp : p=500
Hy:pu? 500

Intuitivamente, devemos rejeitar a hipétese nula se amédia na anostra for
muito diferente de 500.

Teste de hipéteses ndo sdo 100% correctos

Num teste de hipdteses ha alguma probabilidade de tirarmos
conclusdes erradas (porqué?)
Podemos rejeitar hipétese nula, quando narealidade elaé
verdadeira (ainformag&o na nossa amostra sugere que a hipétese
nula é falsa, mas Hy € mesmo verdadeira).
A probabilidade desse erro chama-se nivel de significancia do teste
-a
Podemos néo rejeitar a hipétese nula quando narealidade elaé
falsa (ainformag&o na amostra sugere que H, é verdadeira, mas na
realidade n&o é).
A probabilidade deste erro depende da hipétese alternativa—
designa-se por 3.
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Passos no teste de hip6teses Passos no teste de hipoteses
1 Identificar a distribuicao seguida pelo estimador ) 3. Calcular ovalor da estatistica z com base nos resultados na amostra e
Neste exemplo, como apopulagéo € normal e avariancia é conhecida, verificar se o seu valor cai ou ndo na regio de rejeigao.
a média na amostra tem distribuic&o normal. Neste exemplo o valor dez &
2. Determinar regiao critica.

A regido critica depende do nivel de significanciado teste.
Para a=0.05, devemos rejeitar a hipdtese nulase

z<-1.96 ousez>1.96 w
&
2% 1
v w7
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Este valor cai na
485 - 500
z=—— " -.537— Regifocritica
125/v20

Conclusdo: como -5.37 < -1.96, rejeitamos a hipdtese nula de que o
peso médio das embal agens é 500 gramas. A evidéncia sugere que
O peso médio éinferior a500.
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Exemplo — Poluicéo baixou?

Uma empresa produtora de papel tomou medidas para reduzir descarga
de poluentes na &gua. Antes dessas medidas a média era 400ppm. Para
testar se amédia baixou a empresa recol heu amostras de &guaem25
dias consecutivos. Para essas observacdes a média foi 208.8 e o desvio
padréo foi 115.5. Como testar se a poluicéo baixou?

Ho : p=400
Hj: p <400 (teste unilateral)

Intuitivamente, devemos rejeitar a hipétese nula se amédia na anostra for
muito inferior a400.
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Exemplo — Poluicéo baixou?

Identificar a distribuicéo do estimador

Admitindo que a populagéo é normal, a distribuicao apropriada

é at-student com n-1 graus de liberdade

(porque a variancia na popul agéo é desconhecida e amostra é pequena).

Deter minar regido critica

Como o teste é unilateral s6 devemos rejeitar para valoresmuito
baixos de t. Paraa= 0.01, o valor critico de umat com

n-1=24 grausde liberdade é
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Exemplo deteste de hipGteses

3. Calcular estatisticat usando resultados na amostra e verificar se cai
ou ndo na regido critica.

X-u _ 2088-400  _

svn 115.15/5

t=

Conclusdo: como -8.3 < -2., rejeitamos a hipétese nula de que a
polui¢&o ndo baixou. A evidéncia sugere que a empresa consegui
reduzir a poluiG&o na dgua.
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