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Capitulo 1

Representacéo gra..ca de dados

1.1 Variaveis discretas e continuas

e Populacdo designa um conjunto de todos os elementos com alguma caracteristica
comum e com interesse para o estudo concreto que se esta a fazer. Por vezes,
distingue-se entre populagéo objectivo e populagédo inquirida. A
populacéo objectivo inclui a totalidade dos elementos que estdo sobre estudo. Se nédo
for possivel construir uma amostra da populacéo objectivo e esta for selecionada a
partir de uma outra populacdo essa é a populagdo inquirida. = designamos por N
0 numero de elementos da populagéo.

A amostra € um subconjunto ..nito da populagdo =- designamos por n 0 nimero de
elementos da amostra.

e E importante notar que mesmo que uma dada caracteristica seja qualitativa, ha
formas de representa-la quantitativamente. Por exemplo, se estivermos interessados
no sexo de um individuo podemos decidir representar por 0 se o sexo for masculino
e por 1 se for feminino.

e Vamos supor que temos uma coleccdo de elementos, ou amostra. E vamos supor que
conhecemos o valor de um conjunto de caracteristicas para cada um dos elementos
da coleccdo. Cada caracteristica pode ser representada por uma variavel. Exemplo:

Observ. | Rendimento | Idade | Sexo | Anos de escol.
1 500 45 0 20
2 300 30 1 15
3 450 35 0 20
4 150 25 0 15
5 150 32 1 10




2 Anélise de dados para negécios

= cada linha representa um caso (uma observacéo)

= cada coluna representa uma variavel

e As variaveis podem ser de dois tipos: discretas ou continuas.

— Uma variavel é discreta se s6 puder tomar um n°..nito de valores ou uma in-
..nidade numeravel de valores.

= exemplos: n°de divisdes por unidade de alojamento,

— Uma variavel é continua se puder tomar qualquer valor dentro dum intervalo
de ndmeros reais

= exemplos: tempo de vida de uma méaquina, despesa do agregado familiar.

1.2 Distribuicbes de frequéncia ou empiricas

1.2.1 Variaveis discretas

e Um exemplo: Num inquérito aos orcamentos familiares (1989-90), numa amostra
de 9640 unidades de observacdo obtiveram-se 0s seguintes dados sobre o nimero de
individuos por agregado doméstico:

N°de individuos | Frequéncia Absoluta | Frequéncia Relativa
1 1138 0,118

2 2748 0,285

3 2304 0,239

4 2082 0,216

5 848 0,088

>6 520 0,054

Total 9640 1

e O numero de vezes que um acontecimento ou fendmeno é observado na amostra
desina-se por frequéncia absoluta.

e Consideremos uma variavel discreta que pode tomar um de & valores diferentes (a1,
g, -+, ay). Sejan 0 nUmero todas de observagfes na amostra e designemos por ny
0 nimero de observagdes que registaram o valor o, por n2 0 nimero de observacdes
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com o valor as, e por ai adiante. As frequéncias absolutas sdo exactamente nj,
N9, - -. Note-se que

ni+na+ o tng=n

e O numero de vezes em gque um acontecimento é observado em relacdo ao ndmero
total de dados desina-se por frequéncia relativa.

£ =2

4
n
Repare-se que:

nmtn+-tng=n=fit+fot+--+fr=1

e Uma outra nocdo importante é a de funcdo cumulativa das frequéncias relativas.
F(x) indica-nos a frequéncia relativa de observa¢des com um valor igual ou inferior
a x. Deste modo, se considerarmos uma variavel discreta que pode tomar um de &
valores diferentes (a1, o, -+, az), obtemos:

0 ser <o
1 sea; << a9
fitfe sear<z<os

fitfo+-+fi sea; <z <aupr

1 e T > q
1.2.2 Variaveis continuas

e Neste caso o processo para construir o quadro de frequéncias é um pouco mais
moroso. H& dois passos essenciais:

— de..nicdo das classes de valores — intervalos de classe. Os intervalos devem ser
disjuntos, I;N I, = (). E a sua unido deve conter todos os valores possiveis que
a variavel pode tomar.
Para de..nir os intervalos, basta de..nir os limites inferior e superior do interva-
lo. Uma possibilidade é considerar intervalos abertos a esquerda e fechados a
direita:
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= a diferenca [; —[;_1 € a amplitude da classe j.
= € normal considerar classes com amplitude constante. Mas, pode haver casos
em que esse procedimento nao é adequado.

— contagem dos valores pertencentes a cada classe

= note-se que ao agruparmos em classes ha sempre perda de informagéo, porque
deixamos de observar a variabilidade dentro de cada classe.

e Exemplo de umasituacdo em que ndo é pratico considerar classes de igual amplitude.
O quadro a seguir apresenta dados das exploragéoes agricolas de Tras os Montes,
relativamente a superficie agricola utilizavel:

Classes (ha) Frequéncias Absolutas | Frequéncias Relativas
0<s<0,5 4391 0,0546
0,6 <s<1,5 8557 0, 1064
1,6 <s<2,5 17104 0,2126
2,56<s<5H 22900 0, 2846
5<s< 10 14684 0, 1825
10 <s<20 8694 0, 1080
20 < s <50 3467 0,0431
50 <5 < 100 497 0, 0062
s > 100 163 0, 0020

Total 80457 1

= Neste exemplo, por causa da frequéncia de exploragbes agricolas de pequena
dimensdo é conveniente de..nir VArias classes entre 0 e 10 hectares, para se ver com
maior detalhe a distribuicdo. Mas, ja ndo teria interesse estar a distinguir, por
exemplo, entre exploragdes com 100 ou com 102 hectares.

= Deve evitar-se 0 uso de classes abertas, como a ultima classe neste exemplo, onde
nao € claramente de..nido o limite superior. Isto pode levantar problemas em certos
calculos (como médias).

e Um outro exemplo com dados classi..cados — peso de 500 cigarros SG ..Itro (em
miligramas)
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Peso Freq. Absol. | Freg. Relativa
760-780 | 4 0,008
780-800 | 43 0,086
800-820 | 118 0,236
820-840 | 168 0,336
840-860 | 117 0,234
860-880 | 39 0,078
880-890 | 11 0,022

e Quando se passa dos dados originais para uma tabela de frequéncias ha sempre perda
de informac&o, uma vez que deixamos de considerar a variabilidade dentro de cada
classe.

e Tal como ..zemos para as varidveis discretas, também podemos de..nir a fungéo
cumulativa das frequéncias relativas. F(x) indica-nos qual é a frequéncia relativa de
valores iguais ou inferiores a x. A funcdo F'(x) tem as seguintes propriedades:

— 0<F(x)<1lcom —c0 <z < +00
— F(x) é uma funcdo ndo decrescente

— F(~00) =0, F(+00) =1

1.3 Representacéo gra..ca

1.3.1 Variaveis discretas

e A distribuicdo de frequéncias pode ser representada gra..camente usando o diagrama
de barras. No eixo das abscissas representam-se os varios valores que a variavel pode
tomar. Depois tragam-se barras cuja altura é igual a frequéncia.

= fazer o diagrama de barras no exemplo do niimero de individuos do agregado
familiar.

e Funcéo cumulativa
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Nede individuos | Freg.Absoluta | Freq. Relativa | Freq. Acumulada
1 1138 0,118 0,118

2 2748 0, 285 0,403

3 2304 0,239 0, 642

4 2082 0,216 0, 858

5 848 0, 088 0, 946

>6 520 0, 054 1

Total 9640 1

= reparar que temos uma funcdo em escada, que varia entre 0 e 1, e que é ndo
decrescente.

1.3.2 Variaveis continuas

e A representacdo gra..ca de distribuicdes de frequéncia de variaveis continuas é feita

pelo histograma. Um histograma é uma colecg¢éo de rectéangulos adjacentes, cuja base

é um intervalo de classe e a altura é a frequéncia relativa ou absoluta dividida pela

amplitude da classe. Desta forma a area do rectangulo é igual a frequéncia relativa
ou absoluta.

Ay =hyx L= g ou ay=hy x =,

J 'j h; hj:J

= Quando as classes tem todas igual amplitude é normal fazer a altura do rectangulo
igual a frequéncia relativa ou absoluta.

= Se aumentarmos inde..nidamente o nimero de classes, tendendo a amplitude das
classes para zero, o histograma tende para uma curva continua. A essa curva chama-
se curva de frequéncias e é representacdo gra..ca da funcéo de frequéncias.

e Uma representacéo alternativa é feita pelo poligono de frequéncias que resulta de se
unirem por segmentos de recta os pontos medios dos lados superiores dos rectangulos

e A funcdo cumulativa de frequéncias relativas também pode ser representada gra..ca-
mente — é o poligono integral.
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Medidas de localizacao e disperséao

2.1 Medidas de localizacao

2.1.1 Meédia

e A média é muitas vezes usada como valor representativo de uma amostra. A média
é 0 «centro» da distribuicio. E comum falar-se em rendimento médio, média das
idades, nota média,...

e A média de uma amostra constituida pelos n valores x1,xzs,--- , x, de.ne-se pela
expressao:

T1+Ta+- -+ Tp
n

T =

e Se sO dispusermos dos dados classi..cados, podemos calcular a média usando a
hipotese de que os valores de cada classe sdo todos iguais ao ponto médio da classe.
Designemos por x; 0 ponto médio da classe j (é igual ao limite inferior da classe +
metade da amplitude da classe). A média é dada por

nixy +noxh + - - - + Nl
n

T =

= isto € uma média ponderada, cada valor € ponderado pela frequéncia com que
ocorre.

e Propriedades da média — designemos por m(x1,x2, - , z,) a funcdo média

— Se adicionarmos um constante £ a cada um dos valores da amostra, a média
também aumenta k.

m(xy +k,xo +ky - 2, + k) = m(xy, 29, ,x,) + K
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Se multiplicarmos cada um dos valores por &, a média também sera multiplicada
por k

m(kxy, kx, - - kxy) = km(z1, 22, , xp)

A média da soma de duas variaveis é igual a soma das médias

m(z1 +y1,22 + Y2, 5 Tn +Yn) =M1, T2, T0) FM(YL, Y2, Yn)

= pode generalizar-se para mais variaveis

Se as n observacdes de uma amostra estiverem repartidas por k& subamostras
podemos calcular a média como funcdo das médias da subamostras:

niT1 +noxo + - - + N Tk
n

T =

A média dos desvios em relacdo a média é zero:
m(x1 —T,x2 — T, , Ty — T)

e A média é o centro de gravidade da distribuico. Se considerarmos os desvios posi-
tivos em relagcdo a média, e os desvios negativos em relacdo a média, eles compensam-
se exactamente. Mas, é importante notar que duas distribuicdes que tenham a mesma
média podem ser muito diferentes.

= E importante estudar também a dispersdo dos valores em torno da média
= «Se eu comer um frango e tu comeres zero, em media comemos meio frango»

e A média tem a vantagem de incluir no seu calculo todos os valores da amostra. Mas
por essa razao é sensivel a existéncia de valores extremos na amostra.

= 0s valores aberrantes costumam designar-se por outliers.

Média geométrica

e A média geométrica é adequada quando estamos interessados em calcular médias de
variaveis que tém um efeito multiplicativo, como taxas de crescimento ou taxas de
juro quando se admite capitalizacéo.

Suponha-se que se conhecem as taxas de crescimento anuais do PIB entre 1990 e
1995
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Taxa

1991

1992 | 1993

1994 [ 1995

%

2

3

1

4

5

= 0 PIB de 1995 pode ser calculado uma vez conhecido o PIB de 1990 fazendo:

PIB199s

PIByggo(1+0,02)(1+0,03)(1+0,01)(1 +0,04)(1+ 0, 05)
1,1587P1B1o90

= A questdo é qual é a taxa de crescimento anual média? Qual ¢é a taxa tal que
se 0 PIB crescer todos os anos aquela taxa obtemos o mesmo crescimento que o
veri..cado?

PIBlggo(l —|—g)5 =1, 1587PI Biggg < (1 —|—g)5 =1,1587T & g = \5/1.1587— 1

= a taxa de crescimento média foi de 0.02989.

e No caso geral, se designarmos por g; a taxa de crescimento do ano 7, temos:

2.1.2 Mediana

n

g:

H(l + 9i)

=1

1
n n
—-1=7 H(l‘i‘gz‘)—l
=1

e A mediana é o centro posicional. Em termos aproximados, a mediana é o valor que
tem 50% de observacdes com valores mais baixos e 50% das observacgbes com valores

mais elevados.

e Para se calcular a mediana tem que se ordenar as observagdes, da mais pequena para

a maior:

1 <22 <<y

Designando a mediana por M, temos que:

Th+1 sen=2k—+1
Tp + T

5 sen =2k
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e No caso de dados classi..cados pode calcular-se a mediana usando a fun¢do cumu-
lativa. De facto, o valor da fungéo cumulativa é igual a 1 se o argumento for a

mediana.

. N N 1
F(M) =freq. relativa de valores inferiores ou iguais a M = 5>

e Exemplo do calculo da mediana com valores classi..cados

Peso Freq. abs. acum. | Freq. Relativa | Freqg. rel. acumul.
760-780 | 4 0,008 0,008

780-800 | 47 0,086 0,094

800-820 | 165 0,236 0,330

820-840 | 333 0,336 0,666

840-860 | 450 0,234 0,900

860-880 | 489 0,078 0,978

880-890 | 500 0,022 1

=- veri..camos imediatamente que a mediana se situa na classe 820-840. Fazendo
interpolacdo linear (a ideia é que os valores se distribuem uniformemente na classe)
obtemos:

M—-80  0.5—-0.333

310 820 _ 0.666 0333 =800

e A mediana é menos sensivel do que a média a valores aberrantes.

o A mediana é uma estatistica de ordem. Existem muitas outras estatisticas de ordem:

— O valor maximo e o valor minimo.

— Os quartis — O primeiro quartil é valor tal que tal que 25% dos observagdes tém
um valor inferior aquele valor, o segundo quartil € a mediana, o terceiro quartil
é o valor com 75% das observagdes com valores mais baixos.

— Os decis,...

2.1.3 Moda

e A moda é o valor mais frequente.

=- em amostras pequenas a moda ndo faz muito sentido porque é natural ndo haver
repeticoes.
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= em amostras grandes pode ser uma medida com algum interesse.
= podemos ter mais que uma moda

e No caso de dados classi..cados €é facil identi..car a classe modal, ou seja a classe com
maior frequéncia.

2.2 Medidas de dispersao

e Como ja referimos, para se caracterizar uma dada distribuicdo é importante ndo s6
conhecer a média, mas também a dispersédo dos valores em torno da média. A Figura
2.1 ilustra a ideia da dispersdo em relacdo a média de um conjunto de observagGes.
Nesta seccdo vamos falar de medidas de disperséo.

2.2.1 Desvio padréo e variancia

e Qual é o comportamento do conjunto de desvios em relagdo a média? Quando ha
pouca dispersado os desvios sdo globalmente pequenos, se houver muita disperséo os
desvios sdo globalmente grandes. Como medir a dispersédo?

A

v

Figura 2.1: Média e dispersdo em torno da média.

N&o podemos limitar-nos a somar os desvios em relagcdo a média, porqué?

= porque a soma dos desvios em relagdo & média é zero (os desvios positivos e
negativos compensam-se).

Por isso temos que considerar uma medida que ndo leve em conta o sinal dos desvios,
sO leve em conta a sua magnitude.
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= uma forma de fazer isto € considerar o quadrado dos desvios (ao elevar ao quadrado
obtemos sempre nimero positivo)

= outra forma de fazer isto é considerar o valor absoluto dos desvios.

e A variancia é a média dos desvios quadrados em relacdo a média:

§2 — 2‘(% —5)2

n

Se os dados forem classi...cados:

D DI
n

S

e O desvio padréo é a raiz quadrada da variancia:

> (i —7)?

n

S =

¢ No caso de amostras pequenas devem calcular-se a variancia e desvio-padrao corrigi-
dos. A formula é idéntica excepto que se divide por n — 1:
2 2 (@i —7)°
S =
n—1

e Propriedades da variancia

2_ 2% =

_S:n T

o wi—z)? X (af - Zwa +77)

=T _
_ I @Y P _Ned
n n

T
n n

— Se as n observacdes de uma amostra estiverem repartidas em k& subamostras,
as variancias das subamostras estdo relacionadas pela expressao seguinte:

kon k k
ns? = ZZ($N —-7)? = ansjz —i—an@j —7)?
j=1 j=1

j=1i=1
onde zj; designa o i-ésimo elemento da subamostra j.

= A interpretacdo desta expressdo é que a variagao total no conjunto de todas
as subamostras € igual a soma das variagdes dentro de cada subamostra mais a
variacdo entre subamostras.

e Exemplo de célculo da variancia
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2.2.2 Desvio—médio

e O desvio médio é a média dos valores absolutos dos desvios em relagdo a média:

= =11 =]
n

e Tanto o desvio padrdo como o desvio médio sdo medidas sensiveis a existéncia de
outliers.

2.2.3 Extremos-quartos e mediana

e As estatisticas de ordem podem também ser utilizadas para avaliar a dispersdao. Uma
medida possivel é a diferenca entre os extremos (valor maximo—valor minimo). Mas
a diferenca entre os extremos n&o é uma medida resistente. E preferivel usar a
dispersao quartal que é a diferenca entre o terceiro e o primeiro quartil. Representa
a amplitude do intervalo onde se situam as observac¢des centrais (50%).

2.2.4 Medidas de dispersao relativas

e O desvio padréo, o desvio médio e dispersdo quartal sdo todas medidas de dispersdo
que sdo expressas na mesma unidade que a variavel esta a ser expressa. Se a unidade
de medida for alterada, o valor da medida de dispersdo tambeém vira alterado (ex-
emplo dos cigarros - mudar de miligramas para quilos). Estas medidas de disperséo
sao designadas por medidas de dispersdo absoluta.

e Por vezes, é conveniente dispor de medidas de dispersdo que sejam independentes
das unidades de medida. Um caso em que isso acontece é quando se pretendem
fazer comparagGes entre distribui¢cdes. Vamos por isso estudar medidas de dispersao
relativa.

e A medida de dispersdo mais usada é o coe..ciente de disperséo:

21w

por vezes é apresentado em %, multiplicando por 100 o coe..ciente de disperséo.
Nessa forma é designado por coe..ciente de variagao.

e Uma outra medida de disperséo relativa € dada pelo racio da disperséo quartal e da
mediana.
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2.2.5 Indice de concentracdo e curvas de Lorenz

e Nalguns fendmenos econdémicos ha interesse em estudar o grau de concentracéo de
uma dada variavel pelos varios elementos. Por exemplo, se conhecermos a riqueza
total de um pais podemos estar interessados na forma como essa riqueza esta dis-
tribuida pelos cidad&@os desse pais. Pode acontecer que a riqueza esteja igualmente
distribuida por todos os individuos, mas também pode acontecer que uma fracgdo
substancial da riqueza esteja nas maos de uma pequena fraccao de individuos.

e Consideremos o0 exemplo das exploracdes agricolas. Uma primeira ideia da concen-
tracdo pode ser obtida comparando o andamento das frequéncias acumuladas com a
area acumulada em percentagem da area total.

Classes (ha) Freq. Abs. | Area Total | Fre. rel acum. | Area acum.
0<s<0,5 4391 2646 0, 054575 0,0040904
0,5<s<1,5 8557 10295 0, 160930 0, 020023
1, <s<2,5 17104 38366 0, 373516 0, 079388
2,5<s<5 22900 108352 0, 658140 0, 247043
5<s< 10 14684 136584 0, 840647 0, 458383
10 <s <20 8694 150401 0, 840647 0,691101
20 <s <50 3467 124220 0,9487505 0, 883310
50 < s < 100 497 41484 0, 991796 0, 947499
s > 100 163 33930 1 1
Total 80457 6462781 | 1 1

= interpretacdo: 5,5% das explorages agricolas possuem 0,4% da superficie agricola,
16,1% das explorag@es agricolas possuem 2% da superficie agricola,...

e Consideremos uma distribuicdo de frequéncias com k classes. Seja ¢; o total do
atributo correspondente aos n; elementos da classe j. Se de..nirmos:

. ZZZ':l " _ ZZZ':1 tj
> j=1" > j=11t;

ou seja, p; representa a proporcdo de elementos com um valor do atributo inferior
ou igual ao limite superior da classe i. A variavel ¢; representa a proporgao da
totalidade do atributo que é possuida pelos mesmos elementos.

= Note-se que p; > ¢;, variando ambos entre 0 e 1.
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2.3

= fazendo (po, qo) = (0,0) e unindo por segmentos de recta os pontos (p;, ¢;) obtemos
uma linha poligonal, que quando se consideram um ndmero in..nito de pontos tende
para curva de Lorenz.

= se a distribuicao for equitativa, temos que p; = g; e a curva de Lorenz é a diagonal
do quadrado unitério.

= quanto mais afastada estiver a curva de Lorenz da diagonal, maior é a concen-
tracdo, maior é a desigualdade na distribuicdo do atributo.

O indice de concentracéo de Gini € baseado na ideia de que quanto maior for a area
entre a curva de Lorenz e a diagonal, maior € a concentracdo. O indice é dado por:
k—1
G — L=l (pi — qi)

- k—1
> ie1 Pi
= (G =0 se houver igual reparticéo

= (G = 1 quando existe concentracdo méxima, isto é quando ¢; = 0 para todas as
classes excepto a ultima.

= 0 < G < 1 e cresce com a concentracao.

Assimetria

e A ideia da simetria tem a ver com a forma como os valores se distribuem em torno

do «centro», se se distribuem de forma simétrica ou nao.

Nas distribui¢cdes simétricas a média, a mediana e a moda coincidem. Nas dis-
tribuicOes assimétricas a média é «puxada» para o lado mais longo da distribui¢éo.
= se a distribuicdo é assimétrica positiva temos média > mediana > moda.

= se a distribuicdo é assimétrica negativa temos média < mediana <moda.

= 0 grau de assimetria de Pearson é baseado nesta ideia

T — mod
g=—""".
s

Uma outra medida de assimetria, proposta por Bowley é baseada na ideia que em
distribuigdes simétricas os quartis estdo a igual distancia da mediana, ou seja:

(Fy =M) = (M - F) =0
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O grau de assimetria de Bowley é de..nido por:

, (Fu=M)— (M- F)
I = (Pa— M)+ (M- F)

= se a distribuicdo é assimétrica positiva (F,, — M) > (M — F}) logo ¢’ > 0.
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Algumas distribuicoes

3.1 Distribuicdo normal

e A distribuicdo normal é extremamente importante em estatistica por varias razoes:

— Vérios fendmenos parecem seguir uma distribui¢do normal, ou podem ser aprox-
imadamente descritos por uma distribui¢cdo normal.

— Addistribuicdo normal pode ser usada para aproximar varias distribuicdes disc-
retas.

— E a distribuicio base em inferéncia estatistica.

¢ Afuncao densidade de probabilidades normal tem varias caracteristicas interessantes:

h

&

v

Figura 3.1: Funcdo densidade da normal estandartizada.

— Tem uma forma de sino e é simétrica.

— As medidas de localizagdo central (média, moda e mediana) sdo todas iguais.



18

Anélise de dados para negécios

— O intervalo inter-quantis esta contido em [M — %U,,u + %a], onde ;. € a média e
o é 0 desvio padrao.

— A variavel aleatoria (v.a. continua) pode tomar qualquer valor entre —oo e
+00.
= notar que a maior parte da probabilidade esta concentrada em torno da
média.

e Recordar que como a v.a. é continua a probabilidade de um valor particular de x

ocorrer é zero. Contudo, é possivel calcular a probabilidade de = estar entre a e b.
b
Pa <z <b) :/ f(x)dx
a

= em termos geométricos isto é igual & area abaixo de f(z) entre a e b.

= como P(—oo < x < +00) =1 a area abaixo da funcéo densidade tem de ser igual
al Ouseja, [7 f(z)dr=1

Em aplicacBes praticas é natural que as propriedades da normal ndo sejam exacta-
mente veri..cadas: é possivel que ndo haja perfeita simetria, € possivel que a variavel
aleatéria ndo varie num intervalo in..nito. Na préatica é natural que a v.a. tome
valores que se situam no intervalo [ — 30, 1 + 30]

A funcéo densidade de probabilidade da distribui¢do normal é dada por:

1 _e—w?®
f(a:):mae 202, COM —oo <z <00

onde e ~ 2.71828, w ~ 3.14159, 1 é 0 valor esperado da variavel aleatéria x e o é 0
desvio-padréo.

= se uma v.a. segue uma distribuicdo normal, ela é completamente caracterizada
por y e o, s8o 0s Unicos dois parametros da distribuigao.

= em termos de notagdo diz-se que x ~ N(u,o) (lé-se: = segue uma distribui¢éo
normal com média e desvio-padréo o).

= mostrar duas distribui¢cbes normais com o0 mesmo desvio-padréo mas média difer-
entes

= mostrar duas distribuicfes normais com a mesma média mas desvios-padrdes
diferentes.
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3.2

= note-se que seria bastante trabalhoso ter que usar a expressdo anterior para cal-
cular a probabilidade de x tomar um valor num certo intenvalo. Felizmente néo é
nessario fazermos essas contas, como veremos ja de seguida.

A normal estandartizada
A distribuicdo normal estandartizada é a normal no casoem que u=0e o = 1. Se
z~ N(0,1) a funcdo densidade é:

1 2
)=

Ha varias tabelas para a normal estandartizada. Na maioria dos casos, essas tabelas
indicam-nos a P(z < a).

= mostrar os diferentes tipos de tabelas

= Qual é P(0.5 <z <1.2)?

= Qual é P(0.2 <z <0.5)?

= Qual é P(—0.5 <2z <0.5)?

= Qual é P(—0.5 <z <0.5)?

Se tivermos uma variavel aleatéria =z com uma distribuicdo normal com média p e

desvio padrdo o é possivel «estandartizar» essa variavel. Para tal, basta de..nirmos
uma nova variavel z que resulta de «transformarmos>» a variavel x de acordo com:

T —pu
z =
g

Intuicdo: ao retirarmos p a cada um dos valores da variavel aleatoria x, vamos obter
uma v.a. com média zero (o que estamos a fazer é a «deslocar» a distribuicdo de
forma a ..car centrada em 0. De forma semelhante, ao dividirmos pelo desvio padréo
estamos a alterar a dispersdo em torno da média de forma a que o, = 1.

Formalmente:
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€
2 . 21 _ 2 (QU—M)Q
o7 = El(z—E(2)’]| =E(z*)=E =
2
= TE[(x—M)Q}Z%Zl

= A estandartizagdo pode ser vista como um «reescalar> da variavel original, sendo
a nova unidade de medida o desvio padrao.

= 0 valor da variavel z indica-nos quantos desvios padrdes é que estamos afastados
da média. Por exemplo, se a varidvel = ~ N(15,2) o valor x = 19 corresponde:

19 —15
2

=2

z =
Ou seja, x = 19 esta dois desvios padrdes acima da média, 19 = p+20 = 15+2 x 2.

Qual é a vantagem de estandartizarmos a variavel com distribuicdo N(u,0)? a
vantagem € que depois de estandartizada podemos usar as tabelas da normal es-
tandartizada para calcular probabilidades.

= Para qualquer distribuicdo normal, a probabilidade da variavel aleatoria distar
da média menos que um desvio-padréo é 68.26%.

= A probabilidade da v.a. distar da média menos de dois desvios padrdes é 95.44%
= A probabilidade da v.a. distar da média menos de trés desvios padrdes é 99.73%.

Exemplo: as notas numa cadeira de Estatistica seguem uma distribui¢cdo aproxi-
madamente normal com média 13 e desvio padao 2.

— Qual é percentagem de alunos que passa na cadeira (isto é, nota é superior ou
igual a 9.5)?

— Qual é a probabilidade de um aluno escolhido aleatoriamente ter mais de 17?

— Qual € a percentagem de alunos com notas entre 11 e 15?

Também se pode usar a tabela da normal para encontrar os valores da v.a. que
correspondem a uma dada probabilidade. No exemplo anterior, podiamos querer
calcular qual é o intervalo inter-quartis da variavel aleatdria. Entre que notas é que
se situam 50% de notas «centrais».
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= na normal estandartizada o valor & tal que:

P(z>k) =025 < k=067

Mas como:

2= & r=up+zo

g

temos que o valor do terceiro quartil da v.a. x é:

r=13+2x0.675=14.35

e o0 valor do primeiro quartil é:

z=13-2x0.675=11.65.

3.2.1 Como testar a normalidade

e Uma boa ideia é comparar a distribuicdo empirica e as suas propriedades com a
distribuicdo normal:

— Construir histograma e poligono de frequéncias da variavel que se esté a analisar

e comparar com a fungdo densidade de uma v.a. normal.
Calcular medidas descritivas e comparar as suas propriedades com a de uma
distribuicdo normal

= calcular média, mediana, moda, midrange e veri..car se estas medidas tem
valores proximos uns dos outros.

= Calcular o intervalo de variacdo da varidvel aleatoria e ver se ele é aproxi-
madamente igual a 6 vezes o desvio-padrdo da variavel.

= veri..car se o intervalo inter-quartis é aproximadamente igual a 1.33 vezes o
desvio padréo.

Testar como é que as observagGe se distribuem:

= ver se aproximadamente —§ das observacdes distam da média menos de 1
desvio-padréo.

= ver se aproximadamente 95% das observacdes distam da media menos de 2
desvios-padraes.
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e Ha testes formais da normalidade, que eventualmente referiremos quando falarmos
de testes de hipdteses. Estes testes sdo baseados em medidas de simetria e de achata-
mento. A simetria é medida usando:

Zn (zi—7)3
=1

n

3
Esta medida designa-se por skewness em inglés.Se a distribuicdo da variavel em
estudo for simétrica esta medida seré igual a zero. Se a variavel apresentar assimetria
positiva 0 que acontece € que teremos desvios positivos com valores elevados, e
desvios negativos com valores menos elevados. Como ao elevarmos ao cubo o sinal
dos desvios se vai manter, o que acontece ao elevarmos ao cubo, é que a soma dos
desvios positivos vai «dominar>» a soma dos desvios negativos ao cubo, obtendo-se
um valor positivo para a medida de assimetria.

Como a normal n&o €é a Unica distribuicdo simétrica, para veri..carmos o ajustamento
a normal temos de analisar também o achatamento da distribuicdo. O achatamento
esté relacionado com 0 «peso» das abas. O achatamento, ou kurtosis, da distribuigdo
é dado por:

>, it
1=

n

A
Para uma variavel normal o achatamento é igual a 3.

O teste de Bowman-Shelton é baseado na proximidade da skewness a 0 e na prox-
imidade da kurtosis a 3.

3.3 Distribuicdo do X2

Se Z é uma v.a. com distribuicdo N(0,1), entdo Z2 é uma v.a. com distribuicdo qui-
quadrado com 1 grau de liberdade:

72 ~ X%(1).

Um resultado importante é que a soma de varidveis aleatérias independentes com dis-
tribuicdo qui-quadrado também segue uma distribui¢do qui-quadrado, em que os graus de
liberdade séo iguais @ soma dos graus de liberdade.

Em termos mais formais: Sejam X1, Xo,- - , Xy variaveis aleatorias X2 (r1), X2(r2), - -, X2 (1),
respectivamente. Se X, X, -- -, X}, forem independentese Y = X; + X5 +- - -+ X, entdo
Y éX2(r +ro+- -+ 1)
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Uma consequéncia do resultado anterior é que se 71, Zs, - - - , Z, forem variaveis aleatdrias
N(0,1) e mutuamente independentes, entdo W = Z? + Z2 + --- + Z2 tem distribuicéo
X2(r).

%)
+ XQ(B) »

Figura 3.2: Func¢ado densidade da qui-quadrado com 8 graus de liberdade.

E de realcar que uma variavel aleatoria com distribuicdo qui-quadrado, s6 pode tomar
valores maiores ou iguais a zero. Para além disso, a distribuicdo qui-quadrado depende
apenas dos graus de liberdade. Quanto mais elevado for o nimero de graus de liberdade,
menos assimétrica e a distribuicéo.

3.4 A distribuicéo ¢

A distribuicdo ¢ é muito importante em Estatistica e Econometria porque é a distribuicdo
da média na amostra quando a variancia da populacdo ndo é conhecida.
Se Z é uma v.a. com distribuicdo N(0,1), U é umav.a. X%(r) e Z e U sdo indepen-
dentes, entdo
g ——
U/r

tem uma distribuicdo ¢—student com » graus de liberdade.

Observacoes:

e Tal como a normal estandartizada, a distribuicdo ¢ € simétrica em torno do zero e
tem forma de sino.

e Tem mais area nas abas e menos area no centro que a normal. A intuicédo é que na ¢
ndo se conhece o desvio-padréo da populagéo, usando-se o desvio padrdo da amostra
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para o estimar. Essa incerteza sobre o valor de o faz com a ¢t seja mais variavel do
que z.

e Converge para N(0,1) quando o nimero de graus de liberdade aumenta. Mostrar
gra..co comparando para diferentes valores de n.

e f.d.p. é funcdo s6 dos graus de liberdade. Mostrar tabela.

Exemplo 3.1 Seja 7" uma variavel com distribui¢do ¢ com 7 graus de liberdade entéo:

P(t < 1.415) = 0.9¢

3.5 A distribuicao F

Se U e V sdo variaveis aleatorias independentes com distribui¢cdo qui-quadrado com r; e
ro graus de liberdade, respectivamente, entdo

F =

sk R

tem uma distribuicdo F' com r; e r» graus de liberdade. A Figura 3.3 apresenta a fungao
distribuicdo F' com (10,6) graus de liberadade.

A

)

2T RESRE

Figura 3.3: A funcdo densidade F' com (10,6) graus de liberdade.

Observacoes:

e f.d.p. é funcdo s6 de r; e ro. Mostrar tabela.

e Mostrar gra..cos da F
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Amostragem e estimacao

4.1 Populacao e amostra

Uma parte importante da estatistica relaciona-se com o problema da fazer inferéncias
acerca da populacgéo relevante com base na informacéo de um subconjunto dessa populacéo,
com base numa amostra.

Exemplo 4.1 Queremos conhecer a distribuicdo etaria em Portugal mas ndo temos din-
heiro para fazer um census a populacdo toda. Colhemos informagdo sobre uma amostra
da populacdo e tentamos inferir o que se passa na populacio.4¢

Exemplo 4.2 Sondagens eleitorais. ¢
e Porqué amostras?

— Obter informacéo sobre toda a populacido = custos + elevados (custos)
— E mais rapido obter informag&o sobre amostra (tempo).

— Amostra permite aumentar a qualidade da informag&o obtida (precisdo)
e Como escolher a amostra?

— A amostra tem que ser representativa da populacdo = principio da aleato-
riedade

— Amostra aleatéria simples: amostra de dimensdo n de uma populacdo de N
objectos, todas as amostras possiveis de n objectos tém igual probabilidade de
serem escolhidas.

x exemplo de por N objectos num chapéu e tirar grupo de n objectos
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+ tabelas de nimeros aleatorios.

— Qutros procedimentos: amostra estrati..cada.

e Passos de uma sondagem:

Qual a informacdo que se quer obter

Qual é a populagéo relevante

Como escolher a amostra

Como ¢ que a informagao é obtida

Como é que a informag&o na amostra pode ser usada para fazer inferéncias

Que conclusdes podem ser retiradas sobre a populacao

4.2 Distribuicao por amostragem

Normalmente estamos interessados em fazer inferéncias sobre certas caracteristicas da
populacdo como amédiae a variancia. A ideiaé fazer essas inferéncias usando a informagao
na amostra (calculando, por exemplo, a média e a variancia na amostra, X e S2). Mas
devemnos estar conscientes que, se amostra fosse diferente a média e variancia na amostra
também seriam diferentes. Por outras palavras, devemos olhar para X e S como variaveis
aleatdrias (o seu valor depende da amostra recolhida).

A questdo seguinte é: qual é a funcdo densidade de probabilidades destas estatisticas ?
Qual é a sua distribuicdo por amostragem? E importante salientar que é o conhecimento
da distribui¢@o por amostragem que nos permite fazer inferéncias sobre a populagéo.

Comecemos por de..nir o conceito de estatistica. O que é uma estatistica? Uma
estatistica € uma funcdo da informagdo da amostra, isto €, posso calcular o valor da
estatistica uma vez conhecidas as observacdes da amostra. Por exemplo:

y:ZfﬂXi e S2 — ?:1(Xi_y)
n n—1

sdo estatisticas.

Em termos de notagdo usaremos sempre letras maisculas para designar as estatisticas
e letras minusculas para nos referirmos a valores particulares dessas estatisticas. Por
exemplo, Xe 52 designam as varidveis aleatérias média na amostra e desvio-padrdo na
amostra, enquanto que T e s®> se referem a valores que essas variaveis aleatorias tomam
para uma amostra em particular.
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O que é distribuicio por amostragem de uma estatistica? E a distribuicio de probabil-
idades dos valores que essa estatistica poderia tomar para todas as amostras de tamanho
n que é possivel escolher da populagao.

Exemplo 4.3 Seis empregados, variavel de interesse é anos de experiéncia

24 6 6 7 8 =pu=55

Suponha-se que escolhemos aleatoriamente um grupo de 5 trabalhadores. Qual é a dis-
tribuicdo de X? Admitindo que a amostragem é feita sem reposicdo, ha seis amostras
possiveis com 5 elementos

Amostra Média na Amostra

4,6,6,7,8 6.2
2,6,6,7,8 5.8
2,4,6,7,8 5.4
2,4,6,7,8 5.4
2,4,6,6,8 5.2
2,4,6,6,7 5.0

Qual e a funcdo densidade de probabilidades de X2

Exemplo 4.4 Suponhamos que a populacdo sdo 4 amigos. A variavel é a idade deles:
x1 = 18,19 = 20, x3 = 22, x3 = 24. Qual é a distribuicdo por amostragem da média, se a
dimensdo da amostra for n = 2?

Estas contas assumem que ndo ha reposicdo (uma vez escolhido um elemento da pop-
ulacdo, ele ndo pode pode voltar a sair naquela amostra)

Samples | z1, 22 | z1,23 | 21,24 | 22,23 | 22,24 | 73,24
T 19 20 21 21 22 23

Mais uma vez vemos que X é uma variavel aleatéria. ¢

Porgue € que estamos interessados na distribuicdo da estatistica? Quando fazemos
inferéncia temos s6 uma amostra com n elementos. Podemos olhar para esta amostra
como uma das amostras possiveis no conjunto de todas as amostras de dimensdo n retiradas
da populacdo em questdo. Para a amostra que dispomos podemos calcular a estatistica
em que estamos interessados. Depois, levando em conta o nosso conhecimento sobre a
distribuicAo por amostragem da estatistica, podemos fazer inferéncias sobre a populagéo.
Isto sdo as ideias basicas de inferéncia estatistica.
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4.2.1 Distribuicdo da média da amostra

Suponhamos que a populagdo tem média u e variancia o2. O que podemos dizer sobre a
distribuicdo amostral de X?

e A média da distribuicdo amostral de X é igual & média da populacéo:

EX)=p

e A variancia da distribuicdo amostral de X é igual a:

2

A=

Estas propriedades resultam das propriedades do valor esperado e da variancia e da
de..nicdo de uma amostra aleatéria. Um aspecto curioso € que a variancia da média na
amostra decresce com a dimensdo da amostra. Isto signi..ca que, a medida que dimenséo
na amostra aumenta a média na amostra é um estimador cada vez mais preciso da média
na populacao.

As propriedades anteriores sdo interessantes, mas nédo nos indicam qual é a distribugédo
por amostragem de X. Sera que podemos dizer alguma coisa sobre a funcéo densidade de
X?

Se a variavel que estamos a estudar tiver uma distribui¢do normal na populacéo, entdo
a distribuicdo da média da amostra segue também uma distribuicdo normal (veja a Figura
4.1):

E se ndo conhecermos a distribuicdo na populagdo da variavel, ou se a distribuicdo na
populacdo ndo for normal, que podemos dizer sobre a funcdo densidade de X?

Um resultado muito importante em estatistica diz-nos que, qualquer variavel aleatéria
X, com média p e variancia o2, seja qual for a sua distribuicdo, se a dimensdo da amostra
for elevada, entdo X tem aproximadamente uma distribuicdo normal com média p. e desvio
padréo ﬂf Este resultado é o famoso Teorema do Limite Central.

Os resultados anteriores sdo baseados na hipétese de que a amostragem é feita com
reposicdo. Contudo, na préatica, a maioria dos estudos sdo feitos sem reposi¢cdo. Nestas
condicdes, se a populacédo for ..nita e a dimensdo da amostra nédo for pequena em relacdo
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Figura 4.1: Distribuicdo de X para duas amostras de dimensdo diferente (ny > ny).

a dimenséo da populacédo, no calculo do desvio padréo da distribuicdo da média amostral
deve usar-se uma factor de corregdo para populacdes ..nitas:
o 0?’N-—n o [N-—n

XTUN_1 T T RV N1

onde N é a dimensdo da populacdo e n é a dimensdo da amostra.

Normalmente, se n < 0.05N (a dimensdo da amostra e inferior a 5% da dimensdo da
populagdo) nédo se usa o factor de correcéo.

Repare-se que o factor de correcdo é sempre inferior a 1. Logo, o desvio padrdo
corrigido da média na amostra € inferior. Isto estd de acordo com a intuicdo porque
estamos a considerar casos em que a amostra é uma fraccao relativamente elevada da
populagéo.

4.2.2 Distribuicdo da diferenca entre duas médias

Vamos supor que estamos interessados em estimar a diferenca na média de uma deter-
minada variavel para duas populagdes diferentes (por exemplo: homens versus mulheres,
portugueses versus americanos,...).

Seja n; a dimensdo da amostra retirada da primeira populagéo e np a dimensdo da
amostra retirada da segunda populacdo. Sejam p; € uy as médias em cada uma das
populacdes e o2, o3 as respectivas variancias. A distribuicdo amostral da diferenca das
médias tem as seguintes propriedades:

o B(Xy —X3) =iy — 13

— — 2 2
° VaI(Xl—XQ):Zl—f—%
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Tal como no caso da média, se as populacdes tiverem distribui¢cdo normal a distribuicao
por amostragem da diferenca de médias também é normal. Para além disso, independen-
temente da distribui¢é@o das populagdes, se n; e na forem elevados entéo a distribuicéo por
amostragem da diferenca de médias é aproximadamente normal.

4.2.3 Distribuicdo da proporcao

Suponhamos que estamos interessados em estimar a fracgdo da populacdo que possui
uma determinada caracteristica (fuma ou ndo, tem olhos azuis ou ndo, usa a internet
ou ndo, vota num dado candidato ou ndo...). Note-se que este tipo de variavel pode ser
representado por 0 ou 1. A populacdo tem uma distribuicdo Bernoulli.

Vamos admitir que a proporcdo da populagdo com a caracteristica em causa € p. Se
recolhermos uma amostra com dimensédo n e calcularmos a proporcao da amostra com a
caracteristica obtemos a estatistica P, com as seguintes propriedades:

oE[ﬁ}:p

4.2.4 Distribuicao de fn;aﬁ)ﬁ

Se X, X5, -+, X, forem as observacdes de uma amostra aleatoria de dimensdo n retirada
2 n —X)2 ,
de uma populagdo normal N(u, 02) entdo ("‘012)5 = T’*‘(jgz X ¢ x2 (n—1)

Notar que o nimero de graus de liberdade é n — 1. Isto é bastante intuitivo, ao
estimarmos X perdemos um grau de liberdade.

4.3 Estimacéo

Nesta seccdo vamos abordar a questdo de fazer inferéncias sobre a populagdo quando
temos informacdo para uma amostra dessa popula¢do. Muitas das vezes a distribuicdo da
populacdo depende sé de alguns parametros (por exemplo: se soubermos que a distribui¢éo
é normal basta saber média e variancia) ou entdo nés estamos interessados sé em certos
parametros. A questdo é: «serad que podemos inferir algo sobre o valor desses parametros
de interesse com base na informacdo da amostra?>» O nosso objectivo é arranjar uma forma
de estimar o valor do paréametro.
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Um estimador de um paréametro 6 da populacdo é uma variavel aleatéria que depende
da informac&o da amostra, e que é usada para estimar o valor de 6. O valor do estimador
para uma amostra especi..ca chama-se estimativa.

Exemplo: X =% & um estimador, & = 5 é uma estimativa.

4.3.1 Propriedades desejaveis dos estimadores

Mas qual é o critério para escolher estimadores? Se 6 é um estimador de 6, que propriedades
é que 0 deve ter para ser um bom estimador?

e N&o enviesamento

Consisténcia

E..ciéncia

Erro quadrado médio minimo

Nao enviesamento

Um estimador & diz-se ndo enviesado se a média desse estimador for igual ao valor do
parametro 6 que queremos estimar, ou seja

E@0) =0
O que é que esta propriedade nos diz? E preciso ndo esquecer que 9 é uma variavel
aleatoria. O valor de 0 depende de qual é a amostra que é recolhida. O que a propriedade
nos diz € que se nos repetissemos 0 processo de amostragem muitas vezes a média das
estimativas obtidas € igual ao valor do pardmetro na populagdo. A Figura 4.2 ilustra
gra..camente o que signi..ca um estimador ser ndo enviesado.
Vejamos alguns exemplos:

e X é um estimador ndo enviesado de

" X; 1
E#] = F

=1

EX)=E

e 52 é um estimador nido enviesado de o>

(X -X)H 1
Z n—1 ]_n—lE

=1

E(S?)=E
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Figura 4.2: (a) 6 é um estimador n&o enviesado de 0. (b) 8 é um estimador enviesado de 6.

0 que é equivalente a

- nilE (G = 1)+ (p = X = 2(X — ) (X — pr))
i=1 J
mas isto é
n - “E | D (X = ) (= X)? —2(X — )y (Xi—p)
i=1 i=1 -
ou seja
=g DK==l —7@2] =5 ot = nojn] = o

Neste exemplo dividimos a soma dos desvios ao quadrado por n — 1. n — 1 sd0 0S
graus de liberdade na estimagdo da variancia (perdemos um grau de liberdade ao
estimar ).

Consisténcia

Esta propriedade refere-se ao comportamento do estimador a medida que a dimensao da
amostra se aproxima de in..nito. Em termos intuitivos é desejavel que a medida que a
amostra se torna maior o estimador esteja cada vez mais proximo do parametro. Con-
sisténcia signi..ca que quando o tamanho da amostra é muito elevado a distribuicdo da
estatistica ..ca muito muito concentrada em torno do parémetro da populacéo.

A Figura 4.3 ilustra gra..camente a ideia da consisténcia. A ..gura apresenta a fungao

densidade para trés amostras de dimenséo diferente (n3 > n2 > nj). Quanto maior a
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Figura 4.3: Funcéo densidade do estimador ] para amostras com dimenséo ns > ng > nq.

amostra mais «concentrada» ¢é a funcao densidade em torno do valor do parametro.Em
termos um pouco mais formais: seja 6,, 0 estimador quando a amostra é de dimenséo n
e seja e um qualquer nimero positivo (tdo pequeno quanto nds quizermos), o estimador
diz-se consistente se
Tim P |0 —0) <] —1.

Ou seja, se o estimador for consistente, quando » tende para in..nito o estimador converge
(em probabilidade) para o verdadeiro valor do parametro. Ou ainda, é possivel aproxi-
mar, tanto quanto desejarmos, o estimador do verdadeiro valor do parametro desde que a
amostra seja su..cientemente grande.

Um estimador pode ser enviesado mas ser consistente. Este facto € ilustrado na Figura
4.4, onde estéo representadas as fungdes densidade do estimador com amostras de dimen-
sdo diferentes (n3 > no > ng). O estimador 0 é um estimador enviesado de 6 (isto é
particularmente visivel para amostras de pequena dimensdo). Contudo, a medida que a
dimensdo da amostra aumenta a fungdo densidade concentra-se cada vez mais em torno
do valor do parametro. Repare-se que a medida que n se torna maior o enviesamento do
estimador ..ca cada vez mais pequeno e tende para zero quando n tende para in..nito.

Exemplo 4.5 o estimador

é um estimador enviesado de o2 mas, no entanto, é consistente.¢

Em contrapartida, um estimador pode ser ndo enviesado e ndo ser consistente. Isto
acontece se a a variancia do estimador ndo tender para zero quando n tender para in..nito.
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\4

Figura 4.4: 6 é um estimador enviesado mas consistente.

E..ciéncia

Podem existir muitos estimadores ndo enviesados. Como escolher entre eles? E natural
escolher o estimador cuja f.d.p. esta mais concentrada em relagédo ao valor do parémetro da
populacdo. Ou seja aquele que tem menor dispersdo em torno da média. Se nos tivermos
dois estimadores ndo enviesados de 6, 91 e 52, baseados em amostras de igual dimensao,
entdo dizemos que o estimador 01 é mais e..ciente se

Var(@l) < Var(@)

e a e..céncia relativa de um estimador em relagdo ao outro é

~

(02)

o ) Var
e..ciéncia relativa = ——~
Var(6;)

Na Figura 4.5 estdo representadas as funcdes densidade de dois estimadores ndo en-
viesados do parametro 6. O estimador 9 é mais e..ciente que o estimador 9. E importante
sublinhar que a e..ciéncia é uma propriedade relativa (estamos a comparar estimadores).
No entanto a comparacao € feita s6 entre estimadores que sdo ndo enviesados.

Exemplo 4.6 A média e a mediana sdo ambos estimadores ndo enviesados de . quando
a distribuic@o é normal. No entanto a média tem menor variancia

1.5702/n

e..ciéncia relativa = 5
o2/n

= 1.57.4
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Figura 4.5: O estimador 9 é mais e..ciente que o estimador 9.

Erro quadrado médio minimo

Embora a propriedade de ndo enviesamento seja desejavel pode acontecer que nenhum dos
estimadores ndo enviesados seja muito preciso, pode acontecer que todos eles tenham uma
variancia elevada em torno de . E possivel que haja estimadores desse parametro que
tenham algum enviesamento mas que tenham menor variancia. Nestes casos ndo é 6bvio
gue o estimador ndo enviesado seja 0 mais apropriado. Esta ideia é apresentada na Figura
4.6 onde estdo representadas as fungbes densidade de dois estimadores de 6. O estimador
6 é um estimador enviesado de ¢, mas tem um variancia relativamente pequena. Em
contrapartida, o estimador 6 é um estimador ndo enviesado de f, mas tem um variancia

relativamente elevada. Qual dos dois estimadores é melhor?

A

¥

/

8 5.5

Figura 4.6: O estimador 0 tem um erro guadrado médio inferior ao estimador 0.

Um critério que a partida parece bastante l6gico para decidir nestes casos é escolher
0 estimador que em média tem um menor erro quadrado (porqué quadrado?). O erro
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quadrado médio de um estimador 9 é dado por
EQM() = E [(5 - 9)2}
Pode mostrar-se que:
EQM () = Var(d) + Env?
Isto resulta de

E {(@- B@) + B(@) - 6) 2} _ B {(@- B@) + (BO) -0) +2 (0 - 2@) (5O) - 9)}

Isto sugere que se queremos minimizar EQM pode ser preferivel um estimador enviesado,
desde que a variancia desse estimador seja mais pequena e que mais que compense pelo
enviesamento (veja a Figura 4.6).

E interessante notar que, se estivermos a considerar so estimadores no enviesados a
minimizacdo de EQM corresponde a minimizagdo da variancia. Logo obteremos o esti-
mador mais e..ciente.

4.3.2 Como encontrar estimadores?

Até aqui enunciamos algumas propriedades desejaveis de um estimador. Mas, ha tantas
funcBes que é possivel construir com base em X3, X»,---, X,,! Como encontrar possiveis
estimadores? H& muitos métodos: método dos momentos, método da méxima verosimil-
hanca, método dos minimos quadrados.

Método dos momentos

Se existirem k paréametros que tém que ser estimados, o método dos momentos, consiste
em igualar os primeiros £ momentos da amostra aos primeiros £ momentos da populagéo.
Os k£ momentos da populagédo dependem dos & parametros a estimar. Obtemos assim um
sistema com & equag0es e k incognitas e resolvendo o sistema encontramos os estimadores
dos k£ parametros.

Exemplo 4.7 Consideremos uma v.a. X com distribuicdo N(u, 02). Neste caso

EX)=p e EX? =024
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Dada uma amostra de dimens&o n os dois primeiros momentos na amostra séo dados por:

1 1 e »
ml—Ele e mQ_Tsz’
=1
igualando os momentos da amostra aos momentos na populagéo obtemos

1 n —
nzi:y%’z— %

1 2 2 2
i1 Ty =0+

e a solucdo deste sistema em relacdo a p e o2 da-nos os estimadores do método dos
momentos:

MZ‘}LZ?lez' =z

2 _1xwn .2 =2
0" =5 2ui=1 % ¢

Método da maxima verosimilhanca

Seja X, Xo, -+, X;, uma amostra aleatoria retirada de uma distribuicdo com func¢éo den-
sidade de probabilidade f(x;601,02,--,0%) em que 61,02, --- .0, S80 pardmetros descon-
hecidos, com (61,602, -+ ,0,) € € (espaco dos pardmetros - conjunto de valares que os

parémetros podem tomar).
A funcéo densidade de probabilidade da amostra aleatoria é

L(017027"' 79k) = f(x1;017027"' 70k)f(x2’ 017027"' 70k)f($k)017027 79'n)

quando interpretada como func¢éo dos parametros é chamada a funcéo de verosimilhanca.
Repare-se que a f.d.p. da amostra aleatoria depende dos valores dos parametros. Dada
uma amostra em particular aquilo que se pergunta é: quais séo os valores de 61,6, -- ,0x
que com maior probabilidade geraram esta amostra. Ou seja, queremos encontrar 0s
valores dos parametros que maximizam o valor da f.d.p. da amostra.

Suponhamos que as fun¢des wi(x1,x2, -« ,Zn), - ,uk(x1,22, -+, z,) Maximizam o
valor da funcéo de verosimilhanca. Entdo os estimadores de maxima verosimilhanca sao

91 = ul(x1a$27' o axn)
{ O = ug(x1,22, -+ ,Tn)

| -~
| ek: Uk($1,$2," : axn>
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Exemplo 4.8 Seja X, Xs, -+, X,, uma amostra aleatoria retirada de uma distribuicao
exponencial com f.d.p.

—_

f(x,e)zge*??, 0<z<o0, #cQ={0:0<0< o0}

Recorde-se que o valor esperado desta variavel é 6 e a variancia é 6°. A funcio de

verosimilhanca é
L(G) — <—;6_L91> <—ée_%> ... <_é€_179n> — 0—1716_249&‘

Se tomarmos o logaritmo desta funcéo, como o logaritmo é uma funcéo crescente a solucéo
do problema de maximizacado sera a mesma (e como isto envolve produtos, logaritmo ajuda
porque ..camos com somas)

n .
InL(0) = —nlnf — Z%

Para encontrarmos 0 méaximo derivamos e igualamos a zero

C“n_L(9>__2+Zuﬂ:0@_nH+in:0@0:Z=n]ﬂ
=1

0 0 P
logo o estimador de maxima verosimilhanca de # é a média na amostra.¢

4.3.3 Estimacao pontual versus estimacao por intervalos

Quando escolhemos uma amostra e calculamos o valor do estimador para essa amostra
obtemos uma estimativa. Uma estimativa € simplesmente um dos muitos valores que o
estimador poderia tomar. Contudo, as nossas inferéncias sobre o parametro da populacéo
sdo baseadas nessa estimativa. Por exemplo, as observacoes x1,z2,- -+ , x, corresponde
a estimativa z. Se usarmos T como estimativa de p estamos a fazer estimacdo pontual
(obtemos um certo valor que supostamente é um bom palpite do valor de 1). Mas, qual é 0
nosso grau de con..anga nessa estimativa? Por exemplo: se na sondagem sobre as elei¢des
presidenciais se obteve que 54% dos individuos da amostra pretende votar no partido A,
qual é o grau de con..anca de que a verdadeira percentagem de votos esteja entre 51% e
57%7? Este tipo de perguntas leva-nos a pensar em estimagédo por intervalos.

Um estimador por intervalos de um parametro da populagdo é uma regra para deter-
minar um intervalo que com certa probabilidade contém o parametro da populacdo em
que estamos interessados. Naturalmente, hd um trade-o@ entre o grau de con..anca e 0
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tamanho do intervalo. Quanto maior for o grau de con..an¢a (quanto mais certos nés
quisermos estar de que o verdadeiro valor do parametro esta no intervalo) maior tera de
ser o intervalo (menos precisa sera a nossa estimativa).

Para construirmos intervalos de con..anca devemos relembrar-nos (mais uma vez) que o
estimador € uma variavel aleatoria. A precisdo do estimador depende da sua distribui¢do =
para construir intervalos de con..anga precisamos de conhecer a distribuigdo = importancia
da distribuigdo por amostragem.

Vamos ver isto usando um exemplo. Consideremos uma populacdo normal em que
a média da populacdo é desconhecida, mas o2 é conhecido e que queremos estimar .
Consideremos o estimador X, sabemos que X tem distribuicdio N(u, o2/n), ou ainda que

z2=2"E N,
o/\/n
usando a tabela para a normal estandartizada, dada a probabilidade 1 — o é possivel
encontrar o valor critico z,/, tal que

P <—za/2 Sf/—\/?i; gza/2> =1—-a«
E claro que o valor critico Zq /2 depende de «. Por exemplo: se 1 —a = 0.95, entéo
20025 = 1.96, se 1 —a = 0.90, entdo zp o5 = 1.645. Na Figura 4.7 esta representada a
funcado densidade da normal estandartizada e indicados os valores criticos necessarios para
0s trés niveis de con..an¢a mais usados na pratica: 90%, 95% e 99%. Note-se que quanto
mais elevado for o nivel de con..ang¢a desejado maior é o valor critico.

& ) fiv)

Figura 4.7: Distribuicdo normal para determinar valor de z,/, necessario para um nivel de
con..anca de (a) 90%, (b) 95% e (c) 99%.
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Mas, isto é equivalente a:

P()_(—Za/2‘0/\/7_1§MSJ_(-I-za/g-U/\/E) =1—-«a

ou por palavras, a probabilidade que o intervalo aleatério

T () s ()
contenha 1 é 1 — . Outra forma de dizer, é que se repetirmos a amostragem muitas
vezes e construirmos o intervalo de con..anga para cada amostra em 100(1 — «)% dos casos
0 intervalo contém o verdadeiro valor do parametro. Este intervalo é um intervalo de
con..anga de 100(1 — o) % de p.

A interpretacdo do conceito de intervalo de con..anca € ilustrada na Figura 4.8. Nesta
..gura estéo representados os intervalos de con..anca da média na populagdo, ., para dez
amostras diferentes mas com igual dimensdo. Como a média obtida em cada uma das
amostras é diferente, os intervalos de con..anca vao também ser diferentes para as varias
amostras. No exemplo da Figura 4.8, o intervalo de con..anga para uma das amostras ndo
contém p. Como o nivel de con..anca é 90%, se 0 processo de amostragem fosse repetido
um numero muito elevado de vezes, 90% dos intervalos conteriam o verdadeiro valor do
parametro da populagéo e 10% dos intervalos ndo incluiriam .

Alguns comentérios sobre o intervalo de con..anca [Y — Zas2 (ﬁ) , X + 202 (—ﬁﬂ

e 1 — o chama-se o coe..ciente de con..ancia.

e Ointervalo de con..anga € centrado emT e obtém-se subtraindo e somando z, 0/ N

e A amplitude do intervalo depende de n, de o e de a:

Quanto maior for a variabilidade na populagdo, o, maior é a amplitude do
intervalo = menos precisa é a estimativa.

— Quanto maior for n, menor é o//n e logo menor é a amplitude do intervalo
correspondente a um dado nivel de con..anga = mais precisa é a estimativa.

— Quanto maior for o nivel de con..an¢a, 1 — «, maior é o valor de z,/, € logo
maior é a amplitude do intervalo. Isto é l6gico, se quizermos estar mais certos de
que o intervalo contém p teremos que, para uma mesma dimensao da amostra,
aumentar a amplitude do intervalo. Maior grau de con..an¢a = menos preciséo
na estimativa.

— ldeia do trade-oxn.
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Figura 4.8: Intervalos de con..anga de 90% para a média na populagdo, considerando dez
amostras diferentes.

4.4 Intervalos de con..anca para a media

4.4.1 \ariancia conhecida

Quando estudamos distribui¢des por amostragem vimos que ha dois casos em que utilizar
a normal como distribuicdo de X é apropriado:

e Se a populacgdo for normal N(u,02) = T ~ N(u,0%/n)

e Se a populagdo tem média . e variancia o2, independentemente da sua distribuic&o,
quando a amostra é grande a distribuicdo de X é aproximadamente normal pelo
teorema do limite central.

Nestes casos se conhecermos o2 é possivel construir intervalos de con..anca para g,
com base na estimativa da média na amostra. Isto é precisamente aquilo que ..zemos
anteriormente quando introduzimos o conceito de intervalo de con..anca.

Resumindo: se tivermos uma amostra de dimensdo n de uma populacdo com média . e
variancia o2 , se o2 for conhecido e x for a média observada na amostra, ent&o o intervalo
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de 100(1 — «)% de con..anga é dado por

Foen () 7 e (7))

Exemplo 4.9 Seja x a duragdo de uma lampada de 60-watts comercializada por um
certo produtor. A experiéncia passada permite concluir que a distribuicdo da duracao
de ldampadas é normal com variancia 1269. Numa amostra aleatoria de 27 lampadas de
60-watts veri..cou-se que a duracdo média foi de 1478 horas. Construa um intervalo com
um nivel de con..anca de 95% para a duragdo média das lampadas de 60-watts daquele
produtor.

O intervalo é:

36 36
1478 —1.96 ( —= |, 1478 +1.96 | ——= 1464 42,1491, 58
<¢'27> " <¢ ) ] A

4.4.2 \/ariancia desconhecida

Na maior parte dos casos a variancia da populagdo é tdo desconhecida quanto a média. Se
a variancia for desconhecida teremos que estimar a variancia da populagdo se quizermos
construir intervalos de con..anca para a média.

Se a distribuicdo da populagdo for normal, pode mostrar-se que

X —p
S/ t(n—1)

ouU seja a dlstrlbun;ao SN é uma ¢t comn — 1 graus de liberdade. Se n for grande a ¢t e a
normal sdo praticamente idénticas e pode construir-se o intervalo usando a normal. Mas,
se t for pequeno (n < 30) deve usar-se a distribuig&o ¢.

Sabendo isto é facil construir o intervalo de con..anga.

P —~topn— <topn—1))=1-a
S/\/'

depois de manipulacdes semelhantes as feitas acima obtemos
P(X ~tap SINN< u<X +top- S/vn) =1-a

Logo intervalo aleatério:

{7_ faya(n — 1) (%) K ttapln =1 <%>}
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contém o verdadeiro valor do parametro com probabilidade 1 — a.
O intenvalo de con..anca para uma amostra concreta de dimensdo n, com média = e

desvio-padrao s é:
{7— toja(n —1) (%) , Tt —1) (%)] .

Exemplo 4.10 Uma amostra aleatéria de seis automaoveis com o mesmo modelo e ano foi
recolhida e o seu consumo médio de gasolina registado: 6.0, 6.2, 5.9, 6.1, 6.2, 6.3. Construa
um intervalo de con..anga a um nivel de con..anca de 90% para o consumo médio deste
modelo de automoveis.

A meédia naamostra € 6.12, o desvio padrdo na amostraé 0.177, o valor de ¢5 o5 = 2.015,
logo o intervalo de con..anga é

1 1
{6.12 — 2015 <O—Z7> .6.12 + 2.015 <0—Z7>} =[5.9744, 6.2656] ¢
V6 NG

4.5 Intervalos de con..anca para diferenca de médias

Muitas vezes estamos interessados em comparar as médias de duas populagfes. Por ex-
emplo, um produtor tem dois fornecedores diferentes e quer testar se ha ou ndo diferenca
na qualidade do produto fornecido por ambos os produtores.

4.5.1 Variancias conhecidas

Se as populagdes de onde as amostras sd@o retiradas forem independentes e tiverem dis-
tribuicdo normal, a diferenca entre as médias tem também distribui¢cdo normal, com média
{1, — 1, € Variancia o2 /n; + o2 /n,. Isto implica que:

P((X =)= zapp\[02/na+03/ny < iy =1ty < (X =) 4 20/ /02 /na+ 03 /my ) = 1 -

4.5.2 Variancias desconhecidas — amostra grande

Se as variancias ndo forem conhecidas temos que estima-las com base nas amostras. Se
as amostras forem grandes a distribuicdo normal ser4& uma boa aproximacdo para a dis-
tribuicéo de (z — y). Isto signi..ca que

[T

e um intervalo de 100(1 — a)% de con..anca de s, — 14,
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Exemplo 4.11 Num estudo sobre as consequéncias do tabaco no trabalho recolheram-se
duas amostras aleatorias independentes de fumadores e ndo fumadores. Nos 96 fumadores
0 absentismo médio por més foi de 2.15 horas, com o desvio padrdo na amostra igual a
2.09. Nos 206 empregados nao fumadores o absentismo médio foi de 1.69 horas por més
com um desvio padrdo de 1.91 horas por més. Construa um intervalo de con..anca de 99%
para a diferenca das médias das duas populagdes.

Solugdo: Os resultados nas amostras sdo 0s seguintes:

T=215 ny,=96 s,=2.09
169 n,=206 s, =1.91

Como as amostras sao grandes podemos utilizar a distribuicao normal. O valor de z, /5 =
20,005 = 2.575. O intervalo de con..anga e

(2.09)2 n (1.91)2
96 206

(2.15 — 1.69) + 2.575\/
ou seja
—19<p, —p, <111

como o valor zero esta incluido neste intervalo a evidéncia na amostra contra a hipdtese
de que as duas médias sdo iguais ndo é muito forte.4

4.6 Intervalos de con..anca para proporc¢oes

Queremos estimar qual € a propor¢do da populacdo que tem um certo atributo. Um
estimador que pode ser utilizado para este efeito é a propor¢cdo na amostra com aquele
atributo. A questdo que se coloca é: «qual é a distribuicao desse estimador?>
Se a amostra for grande a distribuicdo do estimador é aproximadamente normal. Seja
n a dimensdo da amostra e seja Pa fracgdo de elementos da amostra com o atributo em
causa. Para n grande
P—p

P(1—P)/n

tem uma distribuicdo aproximadamente N (0, 1).
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e Logo, o intervalo
. pd—p - pd—p
[p_za/Q\/A( n /ja p+za/2\/ ( n )]

€ um intervalo de 100(1 — «)% nivel de con..anca de p.

Exemplo 4.12 Numa certa campanha eleitoral um dos candidatos manda realizar uma
sondagem (aleatoria) entre a populacdo com capacidade de voto. Os resultados foram
que em 351 eleitores 194 dizem favorecer o candidato. O candidato deve ou n&o sentir-se
con..ante que vai ganhar?

Solugdo: A proporcéo de eleitores na amostra favorecendo o candidato é p = éﬂ% =
0.553. Se construirmos um intervalo de con..anga de 95% obtemos

. 44
0.553 £1.96 %;107 < [.501, 0.605]

como este intervalo estd todo acima de 50% o candidato pode sentir-se relativamente
con..ante de que ganha. Mas, repare-se que se o nivel de con..anca for maior a amplitude
do intervalo serd maior e logo a possibilidade de ter menos de 50% dos votos existe.¢

4.7 Intervalos de con..anca para variancia

4.7.1 Intervalo para variancia de populacdo normal

Nesta sec¢do vamos estudar intervalos de con..ancia para a variancia de uma populagéo
normal. Naturalmente este intervalo é baseado na variancia da amostra

n )2

$2=3 (X; — X)

: n—1

=1
onde usamos o facto de (n — 1)S?/0? ser X%(n — 1) para de..nirmos os intervalos de
con..anga. Se designarmos por Xf_1 /2 0 valor b tal que a probabilidade de a v.a. com

distribuicdo qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade ser maior ou igual que b € igual a
«/2, entdo temos

2 (n—1)8? 2
P |:Xn—1,1—a/2 < 2 S qap = 1-a &
—1)82 —1
Xn—l,oz/Q Xn—l,a/2
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Exemplo 4.13 Um produtor esta preocupado com a variabilidade nos niveis de impureza
contidos na matéria-prima recebida de um fornecedor. Uma amostra aleatéria de 15
encomendas mostrou um desvio padréo de 2.36% no nivel de concentragdo de impurezas.
Assuma que a populacdo é normal. Encontre um intervalo de con..anca de 95% para a
variancia na populagéo.

O valor de X775 =5.629 € X7, (5 = 26.12 € 14(2.36) = 77.974 logo

77.974 9 T7.974
<o <————
26.12 — T 5.629

= 299< 0%2<13.85¢

4.7.2 Intervalo para récio de variancias de popula¢cfes normais indepen-
dentes

Se estivermos interessados em comparar a variancia de duas populacfes normais indepen-
dentes podemos fazé-lo construindo um intervalo de de con..anga para %

Como (ny — 1)S% /o% e (ny, — 1)S% /0% tém ambas distribui¢do qui-quadrado, com
n; —1 e ny —1 graus de liberdade, respectivamente, se tomarmos o réacio delas divido pelos
respectivos graus de liberdade obtemos uma variavel aleatéria com distribuicéo F;,
Ou seja

x_lan’y_l.

(ne—1)5% S%
(nxfl)a%: . E%L _F
(0% 52
(ny—1)o% o%

tem distribuigcao Fo,—1n,-1-

Exemplo 4.14 Sejam X e Y a quantidade (em miligramas) de nicotina em cigarros com
.Itro e sem ..Itro, respectivamente. Assuma que as distribuicbes de X e Y sdo normais

N(ux,0%) e N(py,0%). Considere as duas amostras aleatérias independentes: uma
amostra de 9 elementos de X

09 1.1 0.1 0.7 0.3 0.9 0.8 1.0 04
e uma amostra de 11 elementos de YV

1509 16 0514191012 1316 21

. 2
encontre um intervalo de con..anca de 95% para %} ¢
Y
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4.8 Escolha da dimensdo da amostra

Qudo grande deve ser a amostra para estimar um parametro com um certo nivel de pre-
cisdo? A resposta a esta pergunta depende da variabilidade na populacdo. Por exemplo, se
quizermos estimar a média da populacdo e soubermos que a variancia na populagdo é nula
basta n = 1 para estimar com exactiddo a média da populacdo. Mas, se a variancia na
populacdo for elevada e desejarmos estimar com bastante precisdo p a amostra necessaria
seré elevada.

A dimensdo da amostra depende também do nivel de precisdo com que queremos
estimar o parametro. Se quizermos obter uma estimativa mais precisa (isto €, com menor
amplitude do intervalo de con..anga) teremos que ter uma amostra mais elevada.

Se a variancia da amostra for conhecida é facil calcular qual é a dimenséo da amostra
que nos garante uma dada amplitude do intervalo de con..anca. De facto, n6s sabemos

que
Foen () 7o ()

é o intenvalo de 100 (1 — «) % nivel con..anca da média da populagdo. Este intervalo esta
centrado na média observada na amostra e expande-se ZQ/Q\J/%' para cada um dos lados.
Suponha-se que queremos garantir que

2 <

Isso implica que
n > <—LZO‘ 20>2
-\ L

Como seria de esperar, quanto menor for a amplitude do intervalo que desejamos maior
terd que ser n (maior precisdo = maior n). Para além disso, quanto maior for a variancia
na populacdo, maior terd que ser n.
Um outro caso com interesse é o da proporcdes. Vimos atras que o intervalo de con...-
anca para a propor¢ao é centrado na proporcdo na amostra e extende-se
p(1—p)

2o f2
o/ n

para cada lado. O problema aqui é que ndo é possivel saber a amplitude do intervalo
sem primeiro estimar a propor¢cdo na amostra. Contudo, é possivel escolher n de forma
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a garantir que a amplitude ndo ultrapassa um certo valor. Basta notar que o valor mais
elevado que p(1 — p) pode tomar é 0.25. Logo, se escolhermos

025><z§
’ /2
n>—2

temos a certeza que o intervalo se estende para cada lado num valor ndo superior a L.



Capitulo 5

Teste de hipoteses

5.1 Conceitos basicos

No capitulo anterior vimos como a informacdo na amostra pode ser usada para estimar
paréametros da distribuicdo da populacdo. Neste capitulo vamos estudar como é que a in-
formagao na amostra pode ser utilizada para testar a validade de conjecturas, ou hipéteses,
que tenhamos formado sobre a populagéo.

Por exemplo, sou um produtor de um certo produto e gostaria de assegurar que menos
de 2% dos produtos produzidos sdo defeituosos. Podemos testar se neste momento a
quantidade de produtos defeituosos é inferior ou igual a 2% fazendo uma veri..cacao a
uma amostra aleatéria de produtos e decidir depois com base nos resultados obtidos nessa
amostra. Outro exemplo, testar se o salario € o0 mesmo para mulheres e homens com
mesma quali..cagdo e experiéncia.

Resumindo, temos uma certa hip6tese sobre a populagdo, conclui-se sobre o mérito ou
néo da hipdtese usando informagéo na amostra.

Seja 6 o parametro de interesse (as ideias podem ser generalizadas para um vector
de parametros) e suponhamos que temos uma certa hipotese formada sobre o valor do
parametro, hipo6tese essa que continuaremos a admitir a ndo ser que haja forte evidéncia de
que a hipdtese ¢ falsa. A esta hipotese, que designaremos por Hy, chama-se em estatistica
a hipotese nula.

Se a hipdtese nula ndo for verdadeira entdo alguma hipétese alternativa tera de o ser.
Ao efectuarmos um teste de hipdtese formulamos sempre qual € a hipotese alternativa em
relagdo a qual a hipotese nula esta a ser testada. A hipotese alternativa é designada por
Hi.

Tanto a hipdtese nula como a alternativa podem ser simples ou compésitas. Uma
hipotese é simples se especi..car um valor Unico para o parametro, é composita se especi..car
um conjunto de valores.
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Uma outra distin¢do com interesse é entre testes unilaterais e bilaterais. Por exemplo,
0 teste de Hy : u = p, contra Hy : pu # pp € um teste bilateral porque a hipotese
alternativa considera valores do parametro inferiores e superiores aos valores do parametro
se a hipotese nula for verdadeira. Isto é, a hipotese alternativa considera valores a esquerda
e a direita de 1.

Depois de especi..cadas as hipdteses nula e alternativa e de termos recolhida uma
amostra temos que decidir se devemos ou ndo rejeitar a hipotese nula com base na infor-
macdo da amostra. Temos que ter algum critério para decidir. Consideremos o exemplo
de testar se ha ou ndo discriminacdo nos salarios. O parametro de interesse € a diferenca
entre média de salarios das mulheres e homens. Podemos formular Ho : pyy — p43, = 0
e Hy : pg — upyr # 0. Em termos intuitivos se obtivermos uma diferenca das médias
na amostra muito elevada é natural que rejeitemos a hipdtese nula, se obtivermos uma
diferenga pequena talvez ndo haja evidéncia para a hip6tese de ndo discriminacdo ser
rejeitada. Mais a frente, veremos que o critério de decisdo tem uma base estatistica: nao
é sO a diferenca das médias na amostra que é importante, também temos de levar em
consideracéo a variabilidade do estimador X i — X .

Antes de avancarmos, ha um pormenor de linguagem que gostaria de discutir. Qual
€ a expressdo mais correcta — «aceitar a hipdtese nula» ou «ndo rejeitar hipotese nula»?
N&o rejeitar a hipdtese nula estd mais de acordo com o estatuto de Hy como hipotese
mantida.

Como a nossa decisdo é baseada s6 numa amostra, ndo é possivel conhecermos o valor
do parametro na populacédo, logo ndo é possivel ter a certeza se Hy € falsa ou verdadeira.
Nestas circunstancias, pode acontecer que a decisdo tomada sobre a rejeicdo ou ndo da
hip6tese nula seja errada. Ha dois tipos de erros que podem ocorrer: um é rejeitarmos a
hipotese nula quando ela é verdadeira, este é chamado erro do tipo I. O outro erro que
podemos cometer é ndo rejeitar a hipdtese nula quando ela é falsa, este é chamado erro
do tipo Il. Resumindo em tabela:

Hy Verdadeira Hy Falsa
N&o Rejeitar Decisdo correcta Erro tipo 11
1—a I6}
Rejeitar Erro do tipo | Decisao Correcta
o} 1-0
nivel de signi..cancia | poténcia do teste
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A Figura 5.1 ilustra gra..camente a regido de ndo rejei¢do e de rejeicdo para um teste
bilateral. A zona em que H, é rejeitada é também chamada regido critica. Nesta ..gura
estd representada a funcdo densidade de probabilidade do estimador se a hipétese nula
for verdadeira. A hipdtese nula é rejeitada se a estimativa na amostra divergir muito
do valor do parametro sendo H, verdadeira. O erro do tipo I, é a probabilidade de a
hipdtese nula ser rejeitada quando ela é verdadeira. Por outras palavras, o erro do tipo
| é a probabilidade do valor do estimador cair na regido critica, quando Hy é verdadeiro.
Na Figura 5.1 o erro do tipo | é dado pela area a cinzento.

Valor 8, Valar
critico critico

Figura 5.1: Regido critica e regido de ndo rejeicdo num teste bilateral.

A Figura 5.2 ilustra os conceitos de erro do tipo Il e da poténcia do teste. Na parte
superior da Figura é determinada a regido critica para um teste unilateral com um nivel
de signi..cancia a. Se a hipotese alternativa for verdadeira, a distribuigdo por amostragem
da estatistica é a apresentada na parte inferior da ..gura. Logo, a probabilidade de ndo
rejeitar Hy quando esta hipotese é falsa é dada pela area a cinzento. Ou seja, 0 erro do
tipo 11 é dado por 5. A poténcia do teste, ou seja, a probabilidade de rejeitar a hipétese
nula quando ela e falsa, € a area em branco abaixo da func¢do densidade.

A Figura 5.2 pode ser usada para mostrar que existe um tradeo= entre o e 3. Se
gueremos baixar « isso implica que 8 aumenta. De facto, um « menor implica uma
regido critica mais pequena (o valor critico dimimui no exemplo do gra..co). Mas isso
faz aumentar a probabilidade de se cometer um erro do tipo Il, faz aumentar 5. Tendo
em conta este trade-oo, uma questdo interessante é: «como escolher o valor de a?» O
valor 6ptimo de « depende dos custos associados aos dois tipos de erros. Se o custo de
cometermos um erro do tipo I for muito elevado relativamente ao custo do erro do tipo 1,
é preferivel optar por um valor de o muito pequeno.
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Figura 5.2: Erro do tipo Il e poténcia do teste.

Na discussdo anterior sobre o trade-om entre o e § admitimos que a dimenséo da
amostra é .xa. Contudo, é importante realgar que, se aumentarmos a dimensdo da
amostra, é possivel diminuir simultaneamente o e (.

A poténcia do teste é a probabilidade de rejeitar a hipotese nula quando a hipotese
alternativa é verdadeira. A poténcia do teste depende da valor do parametro na hipdtese
alternativa. A funcéo que relaciona o valor do parametro com a poténcia do teste chama-se
funcéo poténcia. Uma funcdo poténcia bem comportada assume valores mais baixos para
valores do parametro préximos da Hp e aumenta a medida de que verdadeiro valor do
parametro se afasta mais do valor de Hj.

Exemplo 5.1 Eu tenho uma hip6tese que é a de que a proporcao de pessoas que prefere
0 Sporting ao Ben..ca é maior ou igual a 1/2. Hy 2;2 e H < ;2 Vamos imaginar que eu
pergunto a 20 pessoas, escolhidas aleatoriamente qual dos clubes preferem. O critério de
decisdo é o seguinte: se 0 nUmero de pessoas que dizem preferir o Sporting for inferior ou
igual a 6 rejeito a hipotese nula.

Solugdo: Assumindo que p é a proporcdo de pessoas que prefere o Sporting, entdo
0 numero de pessoas que prefere o Sportingn, Y, numa amostra de 20 pessoas segue a
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distribui¢do binomial b(20,p) Calculemos:

1. Probabilidade do erro do tipo I — nivel de signi..cancia:

6

a=P <Y <6;p = é) =) () (1/2)*¥(1/2)? = 0.0577

y=0

2. Probabilidade do Erro do tipo Il - depende qual dos valores da alternativa é que
consideramos. Se escolhermos p =1 o valor de 3 é :

1 20
B=P (7 <Y <20;p= Z) =3 () (1/4¥(3/4)°7 = 0.2142
y=T7

enguanto que se p = 1—10 o0 valor de ( é:

20
=P (7 <Y <20;p = 1—10> = Z (2°) (1/10)¥(9/10)*°7¥ = 0.0024
y=T7

3. Funcdo Poténcia - o que queremos aqui € 1 — 3 para os diferentes valores de p que
constituem a hipotese alternativa

6

K(p)=1-8(p)=>_ () p’(1—p)*

y=0

K(1/2) = a=0.0577, K(1/4) = 0.7858, K(1/10) = 0.9976. \eri..ca-se que quanto mais
baixo for o valor de p relativamente a hipo6tese nula p = % maior é a poténcia do
teste. ¢

Um outro conceito muito importante é o de valor de probabilidade do teste ou valor p.
O valor p é a probabilidade de obter um valor da estatistica tdo ou mais extremo do que
0 resultado obtido, se Hj for verdadeiro. Na determinagdo do valor de p é importante ter
em conta se o teste é unilateral ou bilateral. A Figura 5.3 ilustra o conceito de valor p
num teste bilateral da hipotese Hy : ;1 =y contra a alternativa Hy : p # pg. O valor da
média na amostra foi de z. A probabilidade da média na amostra ser superior ou igual a
T ou inferior ou igual a —z, quando a média na populacdo € y, € igual a p. O valor p é a
area a cinzento na ..gura. A Figura 5.4 ilustra o conceito de valor no teste unilateral de
Hy : = g contra a alternativa Hy : > pg.
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LY

A\ 4

Figura 5.3: O valor p num teste bilateral.

v

Figura 5.4: O valor p num teste unilateral.

O valor p pode ser usado no teste de hipdteses. De facto, se o valor p for inferior ao
nivel de signi..cancia entdo devemos rejeitar a hipétese nula. Caso contrario, se o valor
p for superior ao nivel de signi..cancia pretendido, ndo se deve rejeitar a hipdtese nula.
Aliés, é frequente de..nir o valor p como o valor minimo do nivel de signi..cancia para o
qual Hy é rejeitado tendo em conta o valor da estatistica. Por exemplo, se o valor p é
0.005 isso signi..ca que a hipotese nula é rejeitada mesmo para que o nivel de signi..cancia
seja 0.5%.

5.2 Ensaio de hipdteses sobre a media

5.2.1 Populacdo normal, variancia conhecida

Na maior parte dos casos a hipdtese nula é simples. Queremos testar:

Hy : = py
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contra uma das trés alternativas

i) Hi:p# po
i) Hy:p < g
i) Hy:p > g
Se retirarmos uma amostra aleatoria da populacao e calcularmos a média na amostra,
podemos usar essa média para testar a hipdtese. Se a média na amostra divergir pouco de
Lo podemos considerar a evidéncia em favor de Hy, se a média na amostra divergir muito
de 1, podemos considerar isso evidéncia contra a Hy. O divergir muito ou pouco deve ser
avaliado em termos do desvio padrdo da média na amostra (da variabilidade de X).
Estamos fartos de saber que, se a populacdo for normal ou se n for grande:

X—n
T N(,1).

Se a hipotese nula for verdadeira, isso implica que

Z:%NN(OJ)

Esta informacdo é su..ciente para podermos determinar a regido critica, para um dado
nivel de signi..cancia, a. A regido critica, em cada um dos casos, é:

1. Hi:p#

Queremos escolher a regido critica de forma a que a probabilidade de rejeitar a
hipdtese nula quando ela é verdadeira é a. Como na alternativa o valor do parametro
pode estar acima ou abaixo de yq isto equivale a escolher o valor z,/, tal que
P (Z < —Za/2 0U Z > Za/g) = «a. Ou seja, a regido critica é dada pelos valores
de Z abaixo de —z,/, e pelos valores de Z acima de z, /o.

Dada uma amostra em particular a regra de decisdo é: rejeitar Hy se f—;\% < —Zq)2
ou se j—;ﬁ > —24/2- Isto € equivalente a rejeitar Hy se T < g — za/2a/\/ﬁ ou se
T >y + za/2a/ﬁ. Na Figura5.5 esta representada a regido critica para um nivel
de signi..cancia de 5%.

2. Hi:p < g
Queremos escolher a regido critica de forma a que a probabilidade de rejeitar a
hipdtese nula quando ela é verdadeira é a. Como na alternativa o valor do parametro
esta abaixo de 1, isto equivale a escolher o valor z, tal que P (Z < —z,) = a. Neste
caso Hy € rejeitado se ﬁ—;ﬁ < —Za, OU equivalentemente, se 7 < ug — za0/\/1.
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o — 1.96 o/2"’ M K+1560m" T

Figura 5.5: Regido critica num teste bilateral de Hy : u = g, com a = 5%.

3. Hi:p < py
Queremos escolher a regido critica de forma a que a probabilidade de rejeitar a
hipétese nula quando ela é verdadeira é «. Como na alternativa o valor do parametro
estd abaixo de 1 isto equivale a escolher o valor z, tal que P (Z > z,) = .. Neste

teste H, é rejeitado se ﬁ > 24, OU equivalentemente, se T >y, + 2,0//n.

Exemplo 5.2 Um produtor de detergentes argumenta que a média do peso das caixas
do seu detergente é 500 gramas. Sabe-se que a distribuicdo do peso é normal, com desvio
padrdo igual 12.5 gramas. Numa amostra aleatoria de 20 caixas o peso médio foi de 485
gramas. Teste o argumento do produtor contra a alternativa que o peso é inferior a 500
gramas, para um nivel de signi..cancia de 5%.

Solugdo: O valor critico z, tal que P (Z < —z,) =0.05 é —1.645. Por conseguinte a
hipotese nula deve ser rejeitada se Z < —1.645. Para a amostra recolhida o valor de =z é:

485 — 500
= ——— = _537.
12.5/+/20

Logo, a hipétese nula é rejeitada. 4

5.2.2 Populacdo normal, variancia desconhecida

Se a variancia ndo for conhecida teremos que estima-la usando a amostra. Neste caso
sabemos que se a hipdtese nula for verdadeira,
X

SN
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isto sugere que 7" seja uma estatistica apropriada para usar no teste de Hy : u = o contra
a alternativa Hy : po # pg. Com p = py Sabemos que

P (T < _ta/2,n—1 ouTl > ta/Z,n—l) =

Dada uma amostra especi..ca de dimensdo n com média = e desvio padrdo s a regra de
decisdo e: rejeitar Hy : p1 = Se e SO se

T — g T — [
5 < _ta/2,n71 ou 5 > toz/Q,nfl
Vs /n NE

Se a alternativa fosse Hy : < pg ou Hy : pu > g € facil por paralelo com o que ..zemos
atras construir o teste com nivel de signi..cancia a.

Exemplo 5.3 Uma empresa produtora de papel tomou varias medidas para reduzir a
descarga de poluentes num rio vizinho. Os responsaveis da empresa acreditam ter reduzido
0 conteudo de poluentes nas descargas de uma média anterior . = 500 (avaliando a
poluigdo na agua em ppm). Para testar se a média baixou a empresa pensa fazer leituras
do nivel de poluicdo da agua em 25 dias consequtivos. Tratando estes 25 valores como
uma amostra aleatoria, construir um teste com o = 0.01. Suponha que depois de feitas as
leituras se obteve 7 = 308.8 e s = 115.15.

O teste mais apropriado é Hy : 1 = 500 contra a alternativa Hy : i < 500. Neste caso
0 teste é s6 de um dos lados da hipdtese nula. A hipo6tese nula deve ser rejeitada se e s6 se

L — Ho
t= < —t = —2.492
S/\/2_5 > 0.01,24
Para a amostra recolhida o valor da estatistica ¢ é
308.8 — 500
= - _ _83
115.15/+/25

logo a hipdtese nula é rejeitada e aceitamos a hipotese de que p < 500.
A resposta anterior ndo nos diz se o decréscimo na poluigdo é tanto quanto o desejavel.
Talvez seja interessante construir o intervalo de 99% nivel con..anga para p:

308.8 £ 2.797 x 1l

= [244.2,373.4] ¢
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Observacoes:

e Se aamostra for grande e a variancia desconhecida a distribui¢do normal é apropriada
quer a populacédo tenha distribuicdo normal ou néo.

e Se a hipotese nula fosse do tipo Hp : i < 1, contra a alternativa Ho : p > pi 0
teste € 0 mesmo que se Hy : u = o contra a alternativa Hp : 1 > pg. Qual é a
intuicAo? Se a média da populacdo for exactamente p a probabilidade de rejeitar
a hipdtese nula com o teste proposto € a. Mas, se a média da populagao for inferior
a o a probabilidade de a estatistica cair na regido critica é ainda menor. Ou seja,
a probabilidade do erro do tipo 1 € no maximo a.

5.3 Ensaio sobre a variancia de uma populagdao normal

Tal como seria de esperar estes ensaios sdo baseados na variancia da amostra s?. A base
para o teste é o facto da variavel aleatéria

(n—1)5?

2
X = 2

ol
ter distribuicio qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade.

Imaginemos que queremos testar a hipotese de que a variancia na populacéo é igual
a um certo walor, Hy : 0 = o2 Se a variancia da populagio for de facto o2 entdo
a estatistica (n — 1)5?/03 tem uma distribuicdo qui-quadrado. Dada uma amostra em
particular com variancia s2, se o valor de s? for muito diferente de o2 rejeitamos a hipétese
nula. Por exemplo, no caso do teste bilateral com nivel de signi..cancia « a regra de deciséo

é: rejeitar a hipdtese nula se e so se:

(n—1)s? 9 (n—1)s? 9
2 Xy 1a/2 OU PERE X110/
0 0

= Questdo: Como seria se a alternativa fosse H : 02 > 03? E se Hy: 02 < 03?

Exemplo 5.4 Um professor de psicologia argumenta que a variancia nos testes de in-
teligéncia (1.Q.) para estudantes universitarios é de 100. Para testar este argumento
resolveu construir-se uma amostra com 30 estudantes que foram submitidos ao teste de
inteligéncia. Nesta amostra s?> = 147.82. Faca o ensaio da hipotese H, : o2 = 100 contra
a alternativa H : 02 # 100, para o = 0.05.
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Na tabela da Qui-quadrado podemos veri..car que X3, g5 = 45.72 € que X5y g g75 =
16.05. O valor da estatistica na amostra é

(30 — 1) x 147.82

100 =42.86

Logo com base nesta amostra ndo é possivel rejeitar a hipétese nula de que o2 = 100.
Se construirmos o intervalo de con..anca (95%) para a variancia obtinhamos

(80— 1) x 147.82 _ (30 —1) x 147.82

45.72 - 16.05

= [93.76,267]

ou seja o intervalo de con..anca contém 100, o que é consistente com o resultado do teste.4

5.4 Ensaio sobre proporcdes

Muitas vezes estamos interessados em testar hipoteses sobre a propor¢cdo de elementos
da populacdo que possuem uma certa caracteristica. O teste é baseado na proporgao
de elementos na amostra que possui a caracteristica e no facto de sabermos que, para n
elevado, a variavel aleatdria

~

go_P-p
Vp(l=p)/n
ter uma distribuicdo que se aproxima da N (0, 1).
Seja Hy : p = po a hipdtese nula. Se a proporcdo na populacéo for de facto p, sabemos
que

~

P —po
po(1—po)/n

tem distribuicdo normal. Se a hipdtese nula estiver a ser testada contra a alternativa
Hy : p # po e o0 nivel de signi..cancia desejado for «, a regra de decisdo é: rejeitar a
hipdtese nula se

P — ol

\/p0(1 —po)/n

Exemplo 5.5 Numa amostra de 802 compradores, 378 foram capazes de dizer qual era o
preco do produto que tinham acabado de colocar no carrinho de compras. Faga um ensaio
da hipotese de que pelo menos 50% dos compradores sdo capazes de dizer correctamente

> Za/2
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0 preco contra a alternativa de que aquela proporcao na populacdo é inferior a 50% com
um nivel de signi..cancia de 10%. Encontre também o valor-p deste teste.
Solugdo: Queremos testar Hy : p > 0.5 contra a alternativa H; : p < 0.5. A regra de
decisdo é rejeitar a hipdtese nula se
P—po
v/Po(1—po)/n
Mas o valor da estatistica na amostra é
 P-m _41l-5
~ Vpo(l—po)/n /5 x.5/802
logo a hipdétese nula é rejeitada.
O valor p do teste € a probabilidade de Z ter um valor inferior ou igual ao valor de
z = —1.64 obtido na amostra, ou seja, P(Z < —1.64) = P(Z > 1.64) = 0.0505. Ou seja, a
hipotese nula é rejeitada desde que o nivel de signi..cancia do teste seja superior a 5.05%. ¢

< —z,=-128

z

5.5 Ensaio sobre igualdade de médias

5.5.1 Variancia conhecida com popula¢cdes normais ou amostra grande

Se tivermos uma amostra de dimenséo n, de uma populacdo com distribuicdo normal
N(ux,0%) e uma amostra de dimens&o n, de uma populagdo com distribuicio normal
N(py,0%) sabemos que a variavel aleatéria

X —Y) — (ux —py)

2 2
9x 4 %y
Ny Ny

tem distribuicdo N(0,1). Se as variancias das duas populacdes forem conhecidas podem
fazer-se ensaios de hipoteses baseados neste resultado. Mesmo que as variancias nao
sejam conhecidas desde que as amostras sejam grandes é possivel substituir a variancia
na populagdo pela variancia na amostra e continuar a usar a distribuicdo normal (pelo
teorema do limite central) e isto é verdade mesmo que a populagdo ndo seja hormal.

Seja Hy : 1y — ity = dy a hipotese nula que queremos testar contra Hy : iy — iy # dy
entdo a regra de decisdo é: rejeitar Hy se

(& —7) — do

2 2
Ix 4 Iy
Na Ny

> Za/Q
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Nos testes para os casos das alternativas Hi : pux —puy < do € Hy : pux — py > do basta
retirar o moédulo do numerador e a estatistica tem que ser menor que —z, no primeiro
caso e maior que z, ho segundo caso.

Exemplo 5.6 Num inquérito a administracdo publica pediu-se aos funcionarios inquiridos
para classi..carem numa escala de 1 (discorda completamente) a 5 (concorda plenamente)
aa..rmacdo “As mulheres na administracédo publica sdo afectadas ao mesmo tipo de tarefas
que os homens.” Numa amostra de 186 funcionarios masculinos a resposta média foi 4.059
e 0 desvio padrdo 0.839. E numa amostra independente de 172 funcionarias publicas a
resposta média foi 3.680 e o desvio padrdo 0.966. Teste a hipGtese de que a percepcéo
média sobre o tratamento das mulheres na fungdo publica é a mesma para funcionarios
e funciondrias publicas contra a alternativa de que os funcionarios tém uma meédia mais
elevada.

Solucdo: Designando por px a média para os funcionarios e py a média para as
funcionarias, queremos testar Hy : puy — py = 0 contra Hy : pix — ity > 0. A regra de
decisdo é: rejeitar a hipdtese nula se

T3
> = > 2a
Sz 5
Ny Ny

para as amostras recolhidas o valor da estatistica é

4.095 — 3.680
=3.95
\/( .839)2
186 172

Mesmo escolhendo um nivel de signi..cancia muito baixo a hipotese nula é rejeitada. Por
exemplo, para « = 0.0001 (ou seja .01%) o valor de z, = 3.75 0 que signi..ca que a hipGtese
nula deve ser rejeitada mesmo a este nivel de signi..cancia. ¢

5.5.2 Amostras pequenas

Se as amostras forem pequenas e se for razoavel admitir que a variancia das duas popu-
lacOes € a mesma podemos usar o facto de a variavel aleatoria

T (X —Y) — (ux —py)
S\/M

NaNy

ter distribuicdo ¢ com (n, +n, — 2) graus de liberdade, e onde S é

ng —1)S% +(ny — 1S§

SQ:: (
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5.6 Ensaio sobre a igualdade da variancia de duas popu-
lacGes normais

Tomemos duas varidveis aleatorias independentes com distribuicdo normal N(uy,0%) e
N(uy,0%). Queremos testar a hipdtese Hy : 0% = 0% (0 que é equivalente a Hy :
%E;‘- = 1). Para testar esta hipdtese podemos construir amostras aleatorias independentes
de X e Y, calcular a variancia em cada uma das amostras. Acontece que, se a hipdtese
nula for verdadeira, o racio das variancias nas amostras tem uma distribuicdo F' com
(nz — 1), (ny — 1) graus de liberdade.

(nz—1 SQJ; izz 52
(na—1)0?

e )% _2£ _ =X
— 52 52 = para Hy= F %
(ny—1)o2 0'3,

Os valores extremos da regido critica dependem do tipo de teste que desejamos efectuar
(se hipotese alternativa tem que estar s6 para um dos lados da nula ou se o teste é bilateral).

Exemplo 5.7 Um biologista que estuda aranhas esta convencido que, numa certa espécie
de aranhas, as fémeas sdo mais compridas que o macho e que o comprimento nas fémeas
varia mais do que o comprimento nos machos. Assumindo que o comprimento é uma var-
iavel aleatéria normal e que o comprimentos das fémeas, X, e machos, Y, sdo indepentes
teste a hipdtese de que a variancia no comprimento das fémeas é igual a variancia no
comprimento dos machos contra a alternativa de que é a variancia no comprimento das
fémeas é maior com base em amostras de 30 fémeas e 30 machos para um nivel de sig-
ni..cancia o = 0.01. Os resultados nas amostras foram os seguintes: = = 8.153, s2 = 1.410,
7 =5.917, 52 = 0.4399.

Solugdo: Queremos testar H, : %zf =1 contra a alternativa H; : % > 1. A estatistica

F
2 1.410
85 0.4399 3.2053 > 0,01( 9, 9)

Logo a hipotese nula e rejeitada. A evidéncia suporta o biologista.4



Capitulo 6

Regressdo e correlacéo simples

QTOmarkbothmyheadings

Neste e nos préximos capitulos estamos interessados em problemas involvendo duas ou
mais variaveis. Vamos discutir duas técnicas de analise: correlagdo e regresséo.

A analise de correlacdo é usada para medir o grau de associagdo entre variaveis quan-
titativas. Em contrapartida, a analise de regressao é usada para prever o valor da variavel
dependente ou explicada, tendo em conta o valor de uma ou varias variaveis independentes
ou explicativas. Neste capitulo concentramos a nossa atencdo em modelos de regresséo
linear simples, onde s6 ha uma variavel explicativa e onde se admite a existéncia de uma
relacdo linear entre a variavel explicativa e a variavel explicada. Mais tarde exploraremos
0 caso em que hé varias variaveis explicativas - regressdéo multipla.

6.1 Diagrama de dispersao e correlacéao

Até aqui ..zemos andlise de dados de uma variavel. Mas pode acontecer estarmos interessa-
dos em analisar duas ou mais variaveis numa determinada amostra. Nestas circunstancias,
para aléem do estudo individual de cada uma das variaveis, podemos ter interesse em es-
tudar eventuais relacdes entre as variaveis.

A relacdo a que nos estamos a referir € uma relagéo estatistica. Por exemplo, consid-
eremos a relacdo entre a idade do marido e a idade da mulher. Embora n&o exista uma
relagdo exacta entre a idade do marido e da mulher, em termos médios quanto mais velho
¢ o marido, mais velha é a mulher. As variaveis «idade do marido» e «idade da mulher»
sdo positivamente correlacionadas.

O ponto de partida para se estudar a relagdo entre duas variaveis € termos uma colec¢do
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de observagGes das duas variaveis:

($17y1) ) (xQ,yZ) [N (:ETMyn) .
N—— N— N—
laobservacdo 22observagéo neobservacéao

Se representarmos gra..camente 0s n pontos no plano (num dos eixos temos a variavel z,
no outro a variavel y podemos ..car com uma primeira ideia sobre a forma coma as duas
variaveis se relacionam. Essa representacdo é chamada diagrama de disperséo.

Exemplo 6.1 Considere a seguinte amostra de 10 casais:

Idade marido | ldade mulher
Casal 1 32 30
Casal 2 25 27
Casal 3 50 30
Casal 4 45 40
Casal 5 20 20
Casal 6 35 32
Casal 7 60 55
Casal 8 42 34
Casal 9 27 28
Casal 10 30 28

Construa o respectivo diagrama de dispersao. ¢

Se, no diagrama de dispersdo, o conjunto de pontos da amostra estiverem mais ou
menos agrupados ao longo de uma linha recta, isso sugere que as duas variaveis aleatorias
estdo linearmente relacionadas.

Se conhecermos a distribuicdo conjunta das duas variaveis e quisermos medir a associ-
acao entre as duas variaveis de uma forma nimerica podemos calcular a covariancia entre
rey

Cov(z,y) =FE [(l’ — i) (Y — My)]

0 problema da covariancia é que o seu valor € sensivel as unidades de medidade X e Y
e, nesse sentido, ndo mede bem o grau de associacéo linear das duas variaveis. Mas, se
dividirmos a covariancia pelo desvio padrdo de X e desvio padrdo de Y obtemos uma
medida que n&o depende das unidades - € o coe..ciente de correlacdo

Cov(z, y)

p = Corr(z,y) =
O20y
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O coe..ciente de correlagdo toma valores entre -1 e +1. Se p = 1 signi..ca que had uma
associacao linear perfeita entre as variaveis = e y e que essas v.a. sd0 positivamente
relacionadas. Se p = —1 as variaveis sdo negativamente relacionadas sendo a relagéo
linear entre elas perfeita. Se p = 0 ndo héa relacdo linear entre as variaveis (elas podem,
contudo, ser relacionadas de outras formas). As Figuras 6.1, 6.2 e 6.3 ilustram varios
€casos.
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Figura 6.2: Correlacdo linear negativa: (a) p=—-1¢e (b) p> —1.

Na préatica aquilo de que dispomos é uma amostra. O coe..ciente de correlacdo na
amostra pode ser estimado usando

_ Z?ﬂ(%‘ —7)(yi —Y)
Vi i =92 Y (4 — T

que é uma estimador pontual. E possivel mostrar que, se a distribuicdo conjunta das

r
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Figura 6.3: Correlacdo linear nula.

varidveis x e y for normal bivariada, o estimador

V(1=12)/(n-2)

Podemos usar este facto para testar a hipdtese nula Hy: p = 0.

E importante sublinhar que a existéncia de correlagdo entre duas variaveis por si so
nada nos diz sobre a existéncia de uma relacdo causal entre as variaveis. Ou seja, um valor
elevado de r ndo signi..ca que x seja causa de y ou que y seja causa de x. As variaveis x
e y podem ser linearmente correlacionadas por muitas razoes:

~ tn_9.

e Pode existir uma relacdo causal unilateral: a producdo de trigo é afectada pela
pluviosidade.

e Pode existir interdependéncia: é o 0 que se passa no exemplo da idade do marido e
da idade da mulher.

e Pode existir uma dependéncia indirecta quando as variaveis estdo associadas pelo
facto de estarem sujeitas a infuéncia de uma causa comum. Exemplo: a forte corre-
lagdo entre o nimero anual de casos de insolagdo e a producdo de trigo é explicada
pelo facto de verdes quentes originarem simultaneamente muitos casos de insolagoes
e boas producdes de trigo.

Um outro aspecto importante € que o facto de duas variaveis ndo serem linearmente
correlacionadas nada nos diz sobre a existéncia de outro tipo de relacdo. As duas variaveis
podem estar relacionadas de forma n&o-linear. Normalmente, a observagdo do diagrama
de dispersdo é muito Gtil para identi..car o tipo de relacdo que existe entre as variaveis (se
existir).
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6.1.1 Teste de correlacdo de Spearman

O coe..ciente de correlagdo da sec¢do anterior € muito sensivel a existéncia de outliers.
Para além disso, a validade dos teste baseados naquele estimador depende da hipétese
da normalidade. E possivel obter medidas de correlagio menos sensiveis a presenca de
outliers e que sdo validos seja qual for a funcdo distribuicdo da populacéo.

O teste de correlagdo de ordem de Spearman € um teste ndo paramétrico. A ideia
base é muito simples: comegcam por ordenar-se de forma ascente as observagdes de = e as
observagBes de y. Para cada observacdo (x;,y;) ..camos assim a conhecer a ordem de x; e
a ordem de y;. A partir daqui podemos calcular o coe..ciente de correlacdo entre as ordem
dos x; e a ordem dos y;.

6.2 Regresséo linear simples

A ideia essencial nesta secgao é a de estudar a dependéncia entre duas variaveis aleatorias,
X eY. Seav.a X toma um certo valor, qual € o valor que esperamos que Y tome (0
valor de X infuencia o valor de Y).

Podemos interpretar isto no contexto da distribuicdo conjunta das variaveis X e
Y. Aaquilo em que estamos interessados é na distribuicdo condicionada de Y dado X,
E[Y|X = z|. Em particular, a pergunta feita anteriormente refere-se ao valor esperado
de Y dado X (o valor esperado da distribui¢cdo condicionada). Exemplo, X = tempo de
estudo, Y = nota.

O objectivo da regressdo é modelar a relag3o referida. A partida o valor esperado de Y
dado X pode assumir qualquer forma funcional (linear, exponencial, log-linear,...). Mas,
muitas vezes é razodvel admitir que esta relagdo € linear no intervalo relevante

E[Y|X =a] = By + Bo

onde o parametro (3, € a interseccdo na origem e [, é o declive da recta.

Se a dependéncia linear entre X e Y ndo for perfeita o valor de Y divergira do seu
valor esperado condicionado. Por outras palavras o0 modelo da populagdo que estamos a
admitir é:

Yi = By + 017 + €

onde ¢; tem média zero. Uma interpretacdo do termo ¢; € que ele incorpora a infuéncia
de uma variedade de pequenos factores independentes que infuenciam Y, para além de
X.
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Um aspecto muito importante na relagdo anterior € a interpretacdo de 3;. O parametro
(3, mede a sensibilidade da variavel Y a variagfes em X. Se X aumentar de 1 unidade o
valor de Y aumenta (3; unidades.

Por sua vez, o parametro 3, indica-nos qual é o valor esperado da variavel Y quando
X = 0. Contudo, é de realcar que embora esta interpretacdo esteja correcta do ponto de
vista matematico ela pode nao fazer sentido em termos econémicos. Em termos econémicos
pode ndo fazer sentido o caso em que X = 0. Para além disso, a hipotese de que a relagdo
entre Y e X é linear pode veri..car-se para um certo intervalo de valores de X, mas ndo
se veri..car para valores de X muito afastados daquele intervalo, e em particular ndo ser
valida na vizinhanga do ponto X = 0.

A Figura 6.4 ilustra o modelo da populacdo que estamos a admitir. O valor da variavel
dependente, y;, pode divergir do seu valor esperado tendo em conta x;. Essa diferenca é o
termo residual ;.

»
>

5

Figura 6.4: Recta de regressao de y sobre z.

O modelo de regressédo da populacdo € muito interessante. Contudo, na pratica, nun-
ca 0 poderemos determinar de forma completamente precisa. Na prética, aquilo que
fazemos é usar uma amostra para estimar o modelo anterior. A questdo que se colo-
ca a seguir é. «como estimar este modelo com base na informacdo de uma amostra
(x1,y1), (x2,42),- -+, (Tn,yn)»?. Teremos que estimar os parametros 5, e (;, para isso
podemos utilizar o método dos minimos quadrados. Se soubermos qual a distribui¢éo
conjunta de ¢; (normalmente assume-se normal multivariada) podemos também utilizar o
método da maxima verosimilhanca.

Exemplo 6.2 Fun¢do consumo keynesiana
Na seu livro General theory (1936) Keynes defende que o Consumo depende do rendi-
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mento. Ou seja, se designarmos por C' 0 consumo e por Y o rendimento, temos que
C = f(Y). Para além disso, Keynes sugere que quando o rendimento aumenta o consumo
também aumenta, mas menos que o rendimento. Por outras palavras, a derivada % é
positiva mas inferior a 1 (ﬂ% é a propensdo marginal ao consumo). A formulacdo mais
usada da fungdo consumo keynesiana é:

C=a+pjyY,

onde, de acordo com a teoria, 0 < 8 < 1.

E claro que o modelo econdémico C' = a + 3Y é uma abstracgdo da realidade. Seria
irrealista pensar que existe uma relagdo exacta entre consumo e rendimento. O modelo
estatistico leva isto em consideracdo ao introduzirmos um termo residual ndo observavel.
Admitindo que esse termo entra de forma aditiva na relacdo anterior o modelo estatistico
sera:

C=a+pY +¢

O termo ¢ é uma variavel aleatodria nao observavel que combina o efeito de todos os outros
factores que infuenciam o consumo e que leva em conta o facto de a relagido na realidade
n&o ser exacta. ¢

6.2.1 Método dos minimos quadrados

Designemos por bg e by 0s estimadores de 5, e 5;. A diferenca entre o valor observado da
variavel explicada e o valor previsto pela recta de regressdo para a observacdo 7, ou seja,
0 erro cometido na observagéo i é:

e; = ; — (bg+ byx;).
E \yz/ (\_0 Rt Q
valor observado valor previsto

A soma dos quadrados dos residuos é

SS=Y"ef = (yi— (bo+ briz:))*.
i=1

=1
Os estimadores de 3, e 3, s@o os valores de b, e b; que minimizam a soma dos quadrados
dos erros. Ou seja:

n

min (yi — (bo + bizi))*.
bo,b1

=1
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As condicdes de primeira ordem deste problema sao:

%%f =237 (i — (bo+b1xi)) =0
85— 93 (yi — (bo+ bizy)) (—ai) = O.

Estas equacdes sdo frequentemente designadas por equagfes normais. Resolvendo o sis-
tema obtemos:

bo=7y— bz
by = S (T (y—y) DR wy—nTyY _ cov(zy)

SR S, va)

A primeiraequacao permite-nos concluir que a recta de regresséo passa no ponto médio,
(z,y). Isto é um facto muito util, porque facilita imenso o calculo de b, uma vez conhecido
o valor de b;. Para além disso, a segunda equagdo diz-nos que valor de b; é dado pela
covariancia na amostra entre = e y dividida pela variancia de x, 0 que se pode também
exprimir usando o coe..ciente de correlagéo, ou seja:

Exemplo 6.3 Uma empresa de fast-food esta interessada em estudar a infuéncia das
despesas de publicidade nas vendas. Na tabela seguinte estdo indicadas as variacdes per-
centuais, relativamente ao ano anterior, nas despesas de publicidade e nas vendas nas 8
regifes do pais onde a empresa opera:

Variagdo % nas

despesas publicidade (z;)
Variagdo % nas

vendas (v;)

0 4 14 10 9 8 6 1

24 72 103 9.1 102 41 76 35

Estime a recta de regresséo y; = 3, + 5,z; + . Talvez seja interessante efectuarmos
os célculos para este exemplo.
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T; Yi T5lYi Ly
0 24 0 0
4 72 288 16
14 103 1442 19
10 91 91 100
9 102 918 81
8 41 328 64
6 76 456 36
1 35 35 1
Soma 52 54.4 4377 4%
Logo
b 437.7 -8 x 2 x Al 019007
! 494 — 52 -
b = 6.8—0.19027 x 6.5 = 5.5632. 4

Exemplo 6.4 Estimagdo da fun¢éo consumo keynesiana com dados dos Estados-Unidos
para periodo (1950-1985). Os resultados sao:

~

C =11.374 4+ 0.898Y
(9.629)  (0.006)
onde os valores entre parenteses sdo 0s desvios-padrdes dos estimadores. Repare-se que
a propensdo marginal a consumir é 0.898 e, logo, é positiva mas inferior a 1, como a
teoria prevé. Se o rendimento aumentar de 1 unidade monetéaria as despesas de consumo
aumentam 0.898 unidades monetarias.4

6.2.2 Poder explicativo da regresséao

A regressdo pode ser vista como uma tentativa de explicar o comportamento da v.a. Y
usando informacdo sobre a v.a. X. Qual é a capacidade do modelo para explicar as
varia¢Bes ocorridas na amostra na varidvel Y? Se Y tem uma certa variabilidade na
amostra que proporcdo dessa variabilidade pode ser explicada através da dependéncia
linear de Y sobre X?

Podemos decompor a variabilidade total de Y em duas componentes: a variabilidade
explicada pela regressao e a variabilidade residual (veja a Figura 6.5). Designemos por ;
o valor previsto da varidvel y de acordo com a regressao, ou seja, y; = by + bix;. Tendo
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em conta os valores da amostra a regressdo estimada pode escrever-se:
yi=bo+bizi +e; & yi=Yyi+ e
Mas entdo podemos exprimir o desvio de y; em relacdo a média y da seguinte forma:
Yi—y=yitei—y= (4 —y) +ei.

Por palavras, a distancia de y; a média y tem duas componentes: a componente explicada
e a componente residual.Mas entdo

A

y

\4

Figura 6.5: Componente explicada, 7; —, e componente nédo explicada, y;— ¥;, da diferenca de y;
em relacdo a 7.

n n n n
i =0 =>_G -1+ > e+ > 20—V
=1 =1 =1 =1
mas o ultimo termo € igual a zero (usando equacdes normais), logo
n n

Sw-9= @G-+ Y
=

=1 =1
-

-~
variacdo total variacdo explicada  variag&o residual

Ao récio
2 Sim (@i =7)
> i1 (yi —9)?
da-se 0 nome de coe..ciente de determinacdo. R* diz-nos qual é a proporgéo da variancia
total da variavel dependente que é explicada pelo modelo linear. E claro que 0 < R? < 1,
e quanto maior for R? maior é o poder explicativo da regressao.
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Exemplo 6.5 No exemplo da publicidade calcular o valor previsto das vendas, os residuos
em cada um das observag0es, a varicdo explicada e ndo explicada. ¢

6.2.3 Hipoteses do OLS e teorema de Gauss-Markov

Se certas condigdes forem satisfeitas, os estimadores obtidos usando 0 método dos minimos

quadrados (ordinary least squares — OLS) possuem propriedades bastante desejaveis. Nes-

tas seccdo vamos enunciar as hipoteses tradicionais do modelo de regresséo linear simples

e enunciar uma consequéncia dessas hipoteses: o teorema de Gauss-Markov.
Consideremos 0 modelo da populagéo:

Yi =By + 617 +&
As hipotese seguintes sdo normalmente feitas:

1. As observacgdes x; ou sdo nameros ..xos (.xados, por exemplo, por um experimenta-
dor), ou séo realizagBes de varidveis aleatorias X;, que sdo independentes do termo
residual ¢; :

COV [Xi, Si} =F [X@',é‘i] =0.

2. Os termos residuais &; sdo variaveis aleatérias com média 0:

Elgl=0, i=12,---,n

3. As variaveis aleatorias £; tém todas a mesma variancia:

var [g;] = F [62

Z] 202 221727 1

13
4. As variaveis aleatorias ¢; ndo estdo correlacionadas umas com as outras:

covg;,gj] = Eg;,¢5] =0, para todo i # j.

Se estas condigdes forem veri..cadas, e dispusermos de uma amostra com n observagoes,
(x1,21), (x2,92), - ,(2n,yn) 0s estimadores dos minimos quadrados, by € b1, SA0 0S es-
timadores que tém variancia minima na classe de estimadores lineares e ndo enviesados.
Este é o teorema de Gauss-Markov. Por esta razdo, diz-se que os estimadores dos minimos
quadrados séo BLUE (best linear unbiased estimators).

Por outras palavras, os estimadores dos minimos quadrados séo os mais e..cientes na
classe de estimadores lineares, assumindo que se veri..cam as hipdteses acima mencionadas.
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6.3 Testes de hipodteses e intervalos de con..anca

Os estimadores dos minimos quadrados sdo estimadores pontuais que sdo ndo enviesados

e tém variancia minima nas hipoteses do modelo. Contudo, muitas vezes estamos inter-

essados em construir intervalos de con..anga para 3, e 3, ou testar hipoteses sobre estes

parametros da populacgdo. Nestes casos, é preciso conhecer a distribuicéo dos estimadores.
E facil mostrar que bg e by s80 estimadores ndo enviesados. Por exemplo,

n

_ @ —T) W =Y (@i —T) (B (2 —T) +¢i)
Bl = BI™=5 Gmmp ]‘E[ S (@i 7)?
n > Bl(zi —T)ei]
> i (2 —7)?

Usando as propriedades sobre a variancia é também possivel mostrar que

By =04

B VR

Isto n&o resolve ainda o problema porque o2 é desconhecido. Mas, o2 pode ser estimado
usando como estimador a variancia dos residuos na amostra

52:227}2 e2
n—2

onde a divisdo por n — 2 resulta do facto de dois parametros terem sido estimados e logo
haver a perda de dois graus de liberdade. A s chama-se 0 desvio-padréo da estimativa.

A distribuic@o de by e a distribuicdo de b; dependem da dimensdo da amostra e da
funcéo de distribuicdo dos erros. Se a amostra for grande, a distribuicéo de b; € aproxima-
se da normal seja qual for a distribuicdo dos erros (isto € uma consequéncia do teorema
do limite central). Se a amostra for pequena e os erros forem normais a distribuicdo de

b: — 3.
s/ R

Sb,

é uma ¢t com (n — 2) graus de liberdade.

Conhecendo a distribui¢do do estimador b; podemos construir intervalos de con..anca
para o parametro 3., ou fazer testes de hipoteses.

Se os residuos tiverem uma distribuicdo normal e as hipdteses do OLS forem satisfeitas,
um intervalo de con..an¢a de 100(1 — «)% para 3; € dado por:

bj — Sbjtn—Q,a/Q <p< b] + Sbjtn—2,a/2
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onde t,,_5 /2 € 0 Valor critico tal que a probabilidade de uma variavel aleatéria ¢, seja
superior a esse valor ¢ §.
De forma semelhante, se os residuos tiverem distribuicdo normal, podemos fazer testes

de hipoteses usando o facto de E’S:—’gl ser uma t com (n — 2) graus de liberdade. Para

J
um nivel de signi..cancia «, para testar a hipdtese nula Hy : 3; = ﬁ? contra a alternativa
Hy:B;# (Y, a regra de decisdo é rejeitar a hipotese nula se
b — 32 b —

0
n—2,0/2 > tn—2,o¢/2'
Sb, Sb,

Podemos também estar interessados em testes unilaterais. por exemplo, se quisermos
testar Hy : 3; = ﬁ? contra a alternativa Hy : G > 69, a regra de decisdo é rejeitar a
hipdtese nula se

b, — 3°

n—2,a-
Sb;

Um caso de interesse particular é quando o valor de 39 = 0. Neste caso, se a hip6tese
nula for verdadeira o modelo de regressao da populacao é:

Yi =0y +¢&i

Isto signi..ca que, seja qual for o valor da variavel independente, a variavel dependente é
uma variavel aleatdria de média « e variancia o2. Por outras palavras, a variavel explicada
nao depende (linearmente) da variavel explicativa.

Se a hipotese nula Hy, : 5, = 0 for rejeitada dizemos que a variavel X é estatisticamente
signi..cativa. Caso contrario, se ndo for possivel rejeitar a hipdtese nula dizemos que X
néo é estatisticamente signi...cativa.

Muitos softwares de estatistica indicam o valor da estatistica ¢ para o teste da hip6tese
nula Hy : §; = 0 contra a alternativa H; : 5; # 0, e é normal na apresentacdo dos
resultados de estudos empiricos indicar aquele valor.

6.4 Previsao

Podemos utilizar o modelo de regressdo para prever o valor da variavel explicada, ten-
do em conta um determinado valor da variavel explicativa. Suponhamos que a variavel
independente € igual a x,+1 e que a relacdo linear estimada continua a ser veri..cada,
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entao:

Yoi1 =B+ B1Zn+1 + €nt1

EYoti1lrni1] = By + B1ont1.

E claro que 3, e 3, ndo sdo conhecidos e também n&o sabemos qual vai ser o valor de &, 1.
E natural substituir os parametros 3, e 3, pelas estimativas by e b;. Por conseguinte, uma
estimativa pontual de Y41 é:

i\/n+1 =bo+ bixpy1.
Embora a estimativa pontual seja interessante, em muitos casos estamos interessados em
saber qual é o grau de incerteza associado a previsdo. Nessas condi¢des devemos construir
intervalos de con..anca para a variavel a prever. Como sempre isso requere o conhecimento
da distribuicdo da variavel aleatéria. Em particular, o intervalo de con..anca dependera
da variancia de Y, 1. Em termos intuitivos, ha varias fontes de variabilidade. Por um
lado, a variavel aleatdria ¢,11 tem uma certa variancia, que pode ser estimada usando
0 desvio-padrdo da estimativa. Por outro lado, os estimadores dos minimos quadrados
também tém uma determinada variancia.
Se estivermos interessados em construir um intervalo de con..anga com um nivel de
con..anca de 100(1 — «)% para Y, ele é dados por:
14t L T

}/} 1 +t¢ —2.a/2 _—
n—+ n ,Ol/ n ;7,:1(1.1_ _ x)z

2
86

Tambem se podem construir intervalos de con..anga para E[Y,,  |z,1], a ideia é
estimar o «valor médio» de Y, tendo em conta que o valor da variavel independente
é xn41. A variancia deste valor esperado condicionado € menor que a variancia de Y1
porque aqui a variancia de ,+1 ndo € incluida. Neste caso, o intervalo de con..anca é dado
por:

~ 1 Trt1 -7 2
Yn+1 :I:tn—Z,oz/Q 71 + (nw—)

2
i=1 (331 - 5)2 i

&

E interessante analisar como é que os diferentes factores afectam o intervalo de con-
.anca. Por um lado, quanto maior for n menor é a variancia dos estimadores b, e b; e,
logo, menor é a amplitude do intervalo de con..anca.
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Para além disso, quanto menor for s2, menor é a amplitude do intervalo de con..anca.
Isto é bastante intuitivo porque s2 é o estimador de o2, e é claro que quanto menor a
variabilidade dos residuos, menor seré a variabilidade do valor observado de Y em relagéo
ao seu valor esperado.

Um aspecto interessante é a infuéncia do termo "  (x; — %)% Repare-se que isto
¢ um multiplo da variancia da variavel explicativa. Quanto maior for a variabilidade na
variavel explicativa, maior é a precisdo dos estimadores dos minimos quadrados (ou seja,
menor é a sua variancia). Mas isso reduz a amplitude do intervalo de con..anca.

Por ultimo, quanto mais x,1 estiver afastado da média z, maior é a amplitude do
intervalo de con..anca. Ou seja, a precisdo com que conseguimos estimar Y, ;1 decresce a
medida que z,,; toma valores mais afastados da média.

6.5 Outras formas funcionais

Até aqui assumimos que a relacdo entre a variavel explicativa e a variavel explicada era
linear. Mas, é possivel que 0 modelo tedrico de que partimos, ou dados usados, ou ambos,
sugiram que a relagdo é ndo linear. E curioso que 0o modelo de regressdo linear que
acabamos de estudar se pode aplicar a muitas outras formas funcionais. De facto, em
muitos casos é possivel, usando transformages das varidveis originais, continuar a ter um
modelo que é linear nos parametros. Nestes casos, podemos usar 0 modelo de regressao
linear simples. Vejamos exemplos destas ideias

Exemplo 6.6 Consideremos a seguinte relagdo entre y e x:

vi = Bo +51(;1> + &

i
Esta forma funcional é ndo linear na variavel explicativa. Contudo, o modelo é linear nos
parametros [, e 3; e, por conseguinte, podemos usar 0 OLS para o estimar. A Unica coisa
que temos que fazer é comecar por calcular ;1:. para todas as observacOes e, depois, basta
regredir y; sobre a «nova» variavel 7.

E claro que, se a forma funcional for a descrita e estivermos interessados em calcular
qguanto é que varia a variavel explicada quando a variavel explicativa aumenta de 1 unidade,
a resposta ndo é tdo imediata como no modelo linear nas varidveis. Mas para responder
basta calcular a derivada de y relativamente a x:

dx; 7

di_ B,
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Exemplo 6.7 Suponhamos que a relacdo entre y e x é descrita por:

yi = o exp (i)
Apesar deste modelo ser ndo linear, podemos transformé-lo num modelo linear. Para isso
basta calcular o logaritmo de ambos 0s membros :

Iny, =lna+ GyInz; +¢

Este modelo é frequentemente designado por log-linear (existe uma relagéo linear entre o
logaritmo das variaveis). Para estimar o modelo comegamos por calcular os logaritmos das
variaveis explicada e explicativa para todas as observacgdes e depois fazemos uma regressdo
linear entre Iny € In x.

O paréametro 3, neste modelo tem uma interpretacdo muito curiosa: é a elastecidade
de y relativamente a . Ou seja, se x aumentar de 1% a variavel explicada aumenta 3, %.
E facil mostrar este resultado derivando ambos os lados em ordem a x; :

dny;) dy; _ o d(In ;) 1dyi 5 L Bz
dy; dxi_ﬁl dz; “ yidxi_ﬁlwi “ dwiyi_ﬁll’



Capitulo 7

Regressao multipla

7.1 Modelo de regressdo multipla

No modelo de regressdo simples o comportamento de uma Unica variavel independente
foi usado para explicar o comportamento da varidvel dependente. Contudo, em muitos
modelos econémicos a variavel dependente é infuenciada por vérias variaveis indepen-
dentes. Por exemplo, a quantidade produzida é normalmente uma fungdo da quantidade
utilizada de varios inputs. Outro exemplo, o0s custos de producdo dependem da quantidade
produzida, mas dependem também dos precos dos factores produtivos.

Quando passamos de um modelo econémico com varias variaveis explicativas para um
modelo estatistico linear, obtemos 0 modelo de regressdo multipla. Tal como no capitulo
anterior a ideia é calcular o valor esperado da variavel independente condicionado no valor
das variaveis explicativas. Se admitirmos que ha £ variaveis explicativas o modelo de
regressao da maltipla na populacéo é:

Yi = By + B1x1i + Box2i + -+ - + BpTri + €4,

onde o indice i diz respeito a observacgao i.

A interpretagdo dos parametros 5, 51,02, - , € B € semelhante & dos parametros no
modelo de regressdo linear simples.

O parametro 3, indica-nos o valor esperado da variavel explicada quando as variaveis
explicativas sdo todas iguais a zero (z; =0, x2 =0, - -+, 2 = 0). Embora esta interpre-
tacdo seja teoricamente correcta, em certos contextos pode ndo fazer sentido a situacao
em que todas as variaveis sdo iguais a zero. Para além disso, quando os valores na amostra
das variaveis explicativas sdo bastante diferentes de zero, pode ser irrealista assumir que
0 modelo linear é valido na vizinhanca do ponto nulo. Ou seja, a regressdo linear pode
ajustar-se bem na vizinhanca dos pontos da amostra, mas pode ser inadequado admitir
gque 0 mesmo tipo de relacdo se observa em regides afastadas.
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O parametro (3, indica-nos a variacdo esperada na variavel explicada quando x; aumen-
ta de uma unidade, assumindo que todas as outras variaveis se mantém constantes. Por
outras palavras, §; mede a sensibilidade da variavel explicada relativamente a variagoes
em xq.

De forma semelhante, o pardmetro (3, indica-nos a variagdo esperada na variavel ex-
plicada quando x; aumenta de 1 unidade, assumindo que todas as outras variaveis se
mantém constantes. Os parametros 3, sdo frequentemente designados por coe..cientes de
regressdo parciais, porque fornecem uma medida da infuéncia de cada uma das variaveis
independentes na variavel explicativa.

7.1.1 Modelo em notacdo matricial

Para trabalhar com o modelo de regressdo linear multipla facilita bastante utilizar notacéo
matricial. Tendo em conta o conjunto de n observacdes, 0 modelo de regressdo € descrito
por:

y1 = B+ Bz + Boxa1 + - -+ BrpTr + €1
y2 = Bo + B1x12 + Baxoo + - - + Bk + €2

Yn = ﬂ() + 61371% +62$2n + -+ 6kxkn +é1

Em termos matriciais estas equacdes podem escrever-se da seguinte forma:

Y1 1 211 z21 - Tkl Bo €1
Y2 1 x12 @22 -+ Tpo B €2
UYn 1 x1n T2n - Tkn 61@ En
\l—\/—-/ '~ N—\/—V \l—\/—/
Y X Jé] €
Ou seja:
Y =X3+e.

7.2 Meétodo dos minimos quadrados

O principio dos minimos quadrados aplicado na estimacédo do modelo de regressdo maltipla
é em tudo idéntico ao que vimos na regressao simples: tendo em conta a amostra quer
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escolher-se os valores dos estimadores de forma a minimizar a soma dos quadrados da
diferencas entre os valores observados e os valores previstos da variavel explicada.

Admitamos gque temos uma amostra de n observagdes com os valores das & variaveis
explicativas e da variavel explicada. Ou seja:

(z11, @21, -, Tk1, Y1)
(r12,722," - , Tk, Y2)
($1TL7$2’I’L;' ot 7$k’n’ y'n)

Dadas estas n observacdes o problema é encontrar estimadores dos parametros 3, (3,
Ba, -+, Br. O método dos minimos quadrados considera os estimadores by, b1, b2, - -, bg
gue minimizam a soma dos quadrados dos residuos:

2

n

min  SS= min E yi — (bo +b1x1i + bowoy + -+ - + b))
bo b1, , by b0,b1,+ by, 4 1 ~

1=

Yi

No ponto Optimo deste problema de optimizacéo livre as derivadas parciais de SS em
relacio a bg, b1, be, -+, b, ttm de ser todas iguais a zero. Para encontrar a solugdo tem
de resolver-se um sistema de k& + 1 equagdes. As contas ndo sdo la muito simpaticas, mas
felizmente h& softwares que as fazem rapidamente. Contudo, usando nota¢do matricial, a
férmula dos estimadores OLS é muito idéntica a obtida no modelo de regressdo simples.
De facto, designando por b o vector de estimadores dos minimos quadrados, ou seja,
b = (bg, by, - - ,b), pode mostrar-se que:

b= X'X)"'X'Y.

Exemplo 7.1 Considere o seguinte modelo explicativo do aumento de peso durante o
primeiro ano dos «caloiros»:

Yi = Bo + B1x1i + Boxei + Paxsi + &

onde y — aumento de peso durante o primeiro ano na Universidade, =1 — nimero médio
de refeicbes por semana, x2 — nimero médio de horas de exercicio fisico por semana e x3
— nimero médio de cervejas consumidas por semana. Este modelo foi estimado usando
uma amostra de 30 alunos da Universidade de Evora. As estimativas obtidas na amostra
foram:

b() - 735, bl - 0653, b2 - —1345 € b3 - 613
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Sera que neste modelo é possivel dar uma interpretacdo adequada a estimativa by?
Interprete as estimativas dos restantes coe..cientes e veri..que se o0 sinal desses coe..cientes
é aquele que esperaria obter apriori tendo em conta o modelo tedrico considerado. ¢

7.3 Hipoteses do modelo e teorema de Gauss-Markov

Tal como no modelo de regressdo simples, se certas condi¢des forem satisfeitas, os esti-
madores dos minimos quadrados tem propriedades muito desejaveis.
Consideremos 0 modelo da populag&o:

Yi = Bo + Bix1i + Bawoi + -+ - + Brxui + &

e admitamos que temos conjunto de dados com n observagGes. As hipoteses seguintes séo
normalmente feitas:

1. As observagdes x1;, x2;, - -, Tk; OU SA0 NUMeros ..xos (..xados, por exemplo, por um
experimentador), ou séo realizacles de variaveis aleatorias X;, X, ---, Xj; que
sao independentes do termo residual.

2. Os termos residuais ¢; sdo variaveis aleatérias com média 0:

Ele] =0, i=12---,n
3. As variaveis aleatorias ¢; ttm todas a mesma variancia:
var [g;] = F [512] =02 i=1,2,---,n
4. As variaveis aleatérias ¢; ndo estdo correlacionadas umas com as outras:
cov [gie;] = Ee;e5) = 0, para todo ¢ # j.
5. Nao € possivel encontrar um conjunto de nimeros, ¢, ¢;, - - , ¢, tais que
Co + 11+ a9 + - -+ =0, paratodoi=1,2,---,n.

Outra forma de dizer isto é que nenhuma das variaveis explicativas se pode exprimir
como combinagdo linear das outras variaveis explicativas.



Capitulo 8 Regressdo Miultipla 83

Se estas condigdes forem veri...cadas, e dispusermos de uma amostra com n observagGes,
(T11: Ta1s s Tt Y1) (T12, %22, 5 Tk2,Y2)s o (T1ns T2ms *+ , Thn, Yp) 05 eStimador dos
minimos quadrados, bg, b1, bs,--- ,br sd0 0s estimadores que tém variancia minima na
classe de estimadores lineares e ndo enviesados. Este é o teorema de Gauss-Markov.
Por esta raz&o, diz-se que os estimadores dos minimos quadrados sdo BLUE (best linear
unbiased estimators).

Para além das hipdteses mencionadas, € comum admitir que os residuos, ¢;, seguem
uma distribucdo normal. Esta hipdtese é particularmente importante se quisermos fazer
teste de hipdteses ou construir intervalos de con..anca e a amostra nao for muito grande
relativamente ao namero de parametros a estimar. Para amostras de dimensao elevada, a
hipétese da normalidade é menos importante por causa do teorema do limite central.

7.4 O poder explicativo da regressao

Quial ¢é a capacidade do modelo de regressdo multipla paraexplicar as variagdes ocorridas na
amostra na variavel Y? Se Y tem uma certa variabilidade na amostra que proporgao dessa
variabilidade pode ser explicada através da dependéncia linear entre a variavel dependente
e as variaveis explicativas?

Tal como no caso da regresséo simples, podemos decompor a variabilidade total de Y
em duas componentes: a variabilidade explicada pela regresséo e a variabilidade residual.
Designemos por y; 0 valor previsto da variavel y de acordo com a regressdo, ou seja,
Ui = bo + bix1; + baxoe; + -+ - + bpxk;. Tendo em conta os valores da amostra a regressao
estimada pode escrever-se:

Yi =bo+ b1 +bowai + -+ bpaki + i S yi =i + e
Mas entdo podemos exprimir o desvio de y; em relacdo a média y da seguinte forma:
Vi—U=Yi+e—-9y=U—7Y) +ei.

Por palavras, a distancia de y; a médiay tem duas componentes: a componente explicada
e a componente residual.Mas entéo

) ) (7 ) > e + 2 (@ e
=1 ; =1

i,zl_\/__, ~— N~ —
variacdo total — SST variacdo explicada — SSR  variacdo residual - SSE =0 pelas equagdes normais
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Ao racio
_2ia(@i=y)® _SSR_, SSE

R?= = =1-
Sy —y)2  SST SST

da-se 0 nome de coe..ciente de determinacdo. R* diz-nos qual é a proporcéo da variancia
total da variavel dependente que é explicada pelo modelo de regressdo multipla. E claro
que 0 < R? <1, e quanto maior for R? maior é o poder explicativo da regressdo.

Se as hipdteses do modelo enunciadas na sec¢do 7.3 forem veri..cadas, um estimador
ndo enviesado de o2 é dado por:

2 el
€ n—k-1

Intituitivamente, o facto de se dividir por n —k —1 =n — (k +1) tem a ver com o facto

de termos estimado &+ 1 pardmetros da populacéo (3, 31, 08s, - - ,3;) € por conseguinte,

quando estimamos o2 com base nas n observagdes da amostra ja «perdemos» k -+ 1 graus
de liberdade. Note-se que, para podermos estimar s2 o nlimero de observacdes tem neces-
sariamente que ser superior ao nUmero de parametros a estimar, n > k + 1. Um exemplo
trivial disto era imaginar estimarmos uma regressdo simples sé com duas observacdes.
Como dois pontos de..nem de forma Unica a recta, nesse caso e; = 0 para ambas as obser-
vagoes, ou seja, ndo h& qualquer grau de liberdade nos erros na amostra e, logo, 0s erros
na amostra ndo podem ser usados para estimar o2.

Embora o coe..ciente de determinacdo seja um indicador da capacidade das variaveis
explicativas explicarem o comportamento da variavel explicada, é importante mencionar
que ele tem algumas limitagbes. Se o nimero de observagfes ndo for grande relativamente
ao nimero de parametros a estimar, pode obter-se um R? elevado pelo simples facto de
haver poucos graus de liberdade na estimag¢é@o, mesmo que na realidade a relagéo entre Y
e as variaveis explicativas seja fraca. O problema é que o coe..ciente de determinacdo nao
leva em conta os graus de liberdade!

Uma outra limitagdo, também relacionada com a questdo dos graus de liberdade tem
a ver com o que acontece quando aumentamos o numero de variaveis explicativas. Se
aumentar o nimero de variaveis explicativas o R? aumenta. Contudo, ao aumentarmos o
namero de variaveis explicativas o nimero de graus de liberdade diminui. Uma medida
que leva em consideracdo esta perda de graus de liberdade é o coe..ciente de determinagéo
ajustado, }_%2, de..nido da seguinte forma:

_SSE/(n—k—1)
SST/(n—1)

2

R
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Por ultimo, é importante mencionar que a decomposicdo da variagao total em variacéo
explicada e variagéo residual nédo € valida se o modelo nédo incluir o termo constante, j,,.
Consequentemente, neste caso é preferivel ndo usar o R2.

Exemplo 7.2 Considere a regressdo estimada do exemplo 7.1. Suponha que a soma dos
quadrados dos residuos e a soma dos quadrados explicada foi:

SSE=459 e SSR=79.2
Determine e interprete o coe..ciente de determinacdo. Encontre o coe..ciente de determi-

nagdo ajustado. Encontre um estimador ndo enviesado da variancia dos residuos. 4

7.5 Intervalos de con..anca e teste de hipoteses de paramet-
ros individuais

Consideremos 0 modelo da populacéo:
Y = Bo + Brx1i + Boxoi + -+ Brani +ei & Y=XB+e¢

e admita-se que se veri..cam as hipdteses do OLS apresentadas na sec¢do 7.3. Admita-se
ainda que os erros tém uma distribuicdo normal multivariada, ¢; ~ N (0,02), ou em termos
matriciais:

e ~ N(0,0°T).

Se designarmos por b = (b, b1, -- - ,bx), 0 vector de estimadores dos minimos quadra-
dos, sabemos que:

b= (X'X)"X"Y.

Estes estimadores s@o ndo enviesados e, nas hipdteses enunciadas seguem uma distribui¢éo
normal multivariada:

b~ N(8,0*(X'X)™)

onde o%(X'X) ! deve ser interpretada como a matrix das variancias e covariancias dos es-
timadores. Na diagonal principal da matriz temos a variancia de cada um dos estimadores,
fora da diagonal principal teremos a covariancia entre 0s varios estimadores.
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Na pratica, como ndo conhecemos o valor da variancia dos residuos na populacéo, o2,
teremos que usar um estimador daquele pardmetro. Ja vimos atras que

9 e s _ ¢€e
¢ n—-k-1 ¢ n—-k-1
é um estimador ndo enviesado de o2.

Por conseguinte, podemos usar o seguinte estimador da matriz das variancias e covar-
iancias de b:

cov(b) =52 (X'X)~

Designemos por by, b1, -, by 0S estimadores dos minimos quadrados e por sy, Sb,, Sbys
sy, 0S respectivos desvios padrdes. Nestas circunstancias, a variavel aleatoria:

segue uma distribui¢do t-student com n — k — 1 graus de liberdade.

Usando o facto de —ii ~ Tin—k-1) podemos construir intervalos de con..anca para o
paréametro (., ou fazer testes de hipoteses sobre esse parametro da forma habitual.

Por exemplo, para testar a hipétese nula Hy : B; = 60 contra a alternativa §5; # BO
para um nivel de signi..cancia «, a regra de decisdo é:

Rejeitar Hy se % < ~tn—k—1),0/2 OUSE % > tn—k—1),0/2s
J J
onde t(,__1),a/2 € 0 valor critico tal que P(T(,_x_1) > t(n—k—-1)a/2) = §

Um teste que é muito utilizado é H, : B; = 0. Repare-se que se a hipotese nula fosse
verdadeira isso signi..caria que a variavel x; ndo infuencia a variavel dependente. Se o
valor da estatistica s_l:; for muito diferente de zero, a hipotese nula sera rejeitada. Por
outras palavras, os dados da amostra parecem sugerir que x; € importante para explicar
0 comportamento da variavel dependente. Quando isto acontece, também se diz que a
variavel z; € estatisticamente signi..cativa.

E importante salientar que o valor da estatistica —7— depende do valor da estimativa
b;, mas depende também do desvio padrdo do estlmador dos minimos quadrados, sp;. Se
0 estimador for muito preciso (isto é, se s,, for muito pequeno) € natural que se rejeite a
hipdtese nula Hy : 3; = 0 mesmo que b; tenha um valor proximo de zero.
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Exemplo 7.3 Uma cadeia de hamburguers esté a decidir quanto dinheiro deve gastar em
publicidade e se deve ou ndo dar descontos especiais durante a proxima semana. Para
estudar o efeito destas variaveis nas receitas da empresa partiu-se do seguinte modelo
econémico:

Rzﬁo +ﬂ1p+62d

onde R representa as receitas durante a semana, p 0 preco praticado durante a semana e
d as despesas de publicidade durante a semana (as receitas e as despesas sdo medidas em
milhares de euros e o preco é medido em euros). O modelo estatistico associado é:

R; = By + Bypi + Badi + &,

sendo satisfeitas todas as hipoteses do teorema de Gauss-Markov e ainda a hipdtese de
que os residuos seguem uma distribuicdo normal multivariada. Este modelo foi estima-
do usando as observacgbes das 52 semanas do ano anterior, tendo-se obtido os seguintes
resultados:

~

R =104.785 — 6.6419p + 2.9843d  R? = 0.862
(6.482) (3.191) (0.167)

onde os termos entre parénteses sdo os desvios padrdes dos estimadores.
Interprete os resultados obtidos. Teste as hipoteses (i) Ho: 8, = 0 (H1 : 5, <0) e (ii)
Hy:085=0(Hy: 05> 0)para a=5%.4

7.6 Teste de hipodteses sobre conjuntos de parametros

Na seccdo anterior vimos como é que podemos realizar teste de hipoOteses sobre parametros
individuais. Contudo, pode acontecer que estejamos interessados em testar a hipdtese de
que, em simultdneo, os parametros tomam determinados valores.

7.6.1 Teste de aderéncia global do modelo

Um caso particular de teste simulténeo é o teste da hipotese nula de que os coe..cientes
de regressao associados a cada uma das variaveis explicativas sdo todos iguais a zero, ou
seja:

Hy:By=fp=-= B, =0.
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Se a hipotese nula fosse verdadeira o modelo da populacdo seria:
Y;l = ﬁo + &4,

0 que signi..caria que, tomadas como um grupo, as variaveis explicativas ndo ajudam a
explicar o comportamento da variavel explicada. Por conseguinte, este teste pode ser visto
como um teste a aderéncia global do modelo que estamos a estimar.

A regra de decisdo neste teste é baseada na relacdo entre a variacdo explicada pela
regressdo e a variagdo residual. Quanto maior for a variagdo explicada pela regressdo
relativamente a variacao residual, maior € a evidéncia contra a hipotese nula. Mais conc-
retamente a regra de decisdo é baseada na estatistica:

j—
n—k—1

ou seja, s@o levados em conta os graus de liberdade associados a cada uma das somas dos

desvios ao quadrado.

Um resultado importante para podermos efectuar o teste é o facto de F' seguir uma
distribuicdo F' com k graus de liberdade no numerador e n — k — 1 graus de liberdade no
denominador.

Usando a tabela da Fy,_,—1) € possivel calcular o valor critico para um nivel de
signi..cancia «.. Se o valor da estatistica F' for superior a esse valor critico a hipdtese nula
é rejeitada.

E interessante notar que a estatistica ' pode ser calculada a partir do coe..ciente de
determinagao:

F_ﬁ%E_SSRn—k—1_ SSR  n—-k—-1_ R?> n—k—1
T SE."SSE k  SST-SSR k  1-R k&

Tal com R? a estatistica F' é um indicador da aderéncia global do modelo. Mas a estatistica
F tem a vantagem de nos possibilitar testar a aderéncia global em termos estatisticos.

Exemplo 7.4 Considere 0 modelo estimado no exemplo 7.3 das receitas da cadeia de
hamburguers. Suponha que nesse modelo se obteve SSR = 11776.18, SSE = 1805.17 e
SST = 13581.35. Note-se que esta informacéo é fornecida pela maioria dos softwares de
estatistica, sendo apresentada numa tabela designada por Anélise de Variancia. Calcule o
valor da estatistica F' e teste a hipotese nula de que 3, = 85 = 0, para a = 5%.
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7.6.2 Teste de um subconjunto de coe..cientes de regressao

Suponhamos que o0 modelo que estamos a estimar tem & varidveis explicativas e que es-
tamos interessados em testar se k1 (k1 < k) daquelas variaveis s&o ou ndo, em conjunto,
signi..cativas.

A hipotese nula que queremos testar é:

Hy: 0, =fy= =0 =0.

Se a hipotese nula for verdadeira 0 modelo da regressao é:

Yi = B0 + Bry1%k1+1,i + Bry 42Tk 124 + -+ + B + €3,

ou seja so inclui as restante k —k; variaveis explicativas e 0 termo constante. E importante
notar que, se estimarmos este modelo, os estimadores obtidos para os £+ 1— k; coe..cientes
serdo diferentes dos estimadores obtidos quando se incluem na regressdo todas as variaveis
explicativas. Designemos por SSE* a soma dos quadrados dos residuos da regressdo que
inclui sé as ultimas k — k; variaveis explicativas e por SSE a soma dos quadrados dos
residuos da regressdo que inclui todas as variaveis explicativas.

A ideia do teste, € que se a hipotese nula é verdadeira SSE* e SSFE devem divergir
pouco (mas SSE sera sempre inferior ou igual a SSE*). Em concreto, a regra de decisdo
é baseada na estatistica:

(SSE*—SSE)
k1
_
F= SSE AJFkhn—k—L
n—k—1
Se designarmos por F, ,—k—1),o O Valor critico para um nivel de signi..cancia «, a
hipétese nula é rejeitada se:

SSE*—-SSE
Ky

S5 > Fenk-1)a
n—k—1

7.6.3 Teste de uma combinacao linear de parametros

Por vezes é Util testar se os coe..cientes de regressdo satisfazem uma determinada restri¢céo
linear. Suponhamos que a hipétese nula é a seguinte:

}{03Ch604_6ﬂ31—k“‘%—Ckﬁk::7’ = Iﬂ):cﬂ3::r
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Em geral, alguns dos coe..cientes ¢; serdo iguais a zero. Tendo em conta a amostra, a
estimativa de /3 é ¢'b :

C,b:CObO+Clbl +"'+Ckbk:?

Se ¢’b estiver proximo de r, a evidéncia é consistente com a hipdtese nula. O teste
estatistico é baseado na estatistica

cb—r db—r

Var(@b) \/c’ [sg(x'X)—l} c

que segue uma distribui¢cdo 7" de student com n — & — 1 graus de liberdade.

Exemplo 7.5 Consideremos a seguinte funcdo de producéo:
Y = AK°LP

onde Y é o output produzido, K é a quantidade de capital utilizada e L é a quantidade de
trabalho utilizada. A soma a+( indica-nos se a funcéo de produgéo apresenta rendimentos
constantes a escala (o« + 3 = 1), crescentes a escala (o + (3 > 1) ou decrescentes a escala
(a+p<1).

Suponhamos que o modelo estatistico associado é:

Y; =Y = AKP L} e

Este modelo pode ser transformado num modelo linear nos parametros tomando o logar-
itmo de ambos 0s termos:

InY, =InA+aln K+ BlnL +e¢;.
¥

Para testar se a tecnologia apresenta rendimentos constantes a escala podemos fazer o
teste da hipotese nula:

Ho:a+8=1 o [0 1 1] Z 1.4

8
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7.6.4 Teste de varias combinacdes lineares de parametros

Podemos generalizar os resultados da sec¢do anterior para 0 caso em que estamos inter-
essados em testar simultaneamente j restrigdes lineares sobre os parametros. Ou seja a
hipétese nula é:

H():C,B:I'

onde C é uma matriz de dimenséo j x (k+1), em que cada linha se refere a uma restrigéo.
O teste vai ser baseado na diferenga Cb — r (repare-se que isto corresponde a um vector
de variaveis aleatorias). O teste é baseado na estatistica F':

(Cb —r) [s2C(X'X)"'C ~(Cb-1)

J
que segue uma F' com j graus de liberdade no numerador e n — k — 1 graus de liberdade
no denominador.

F=

7.7 Previsao

Uma aplicacdo importante do modelo de regressdo multipla é a previsdo do valor da
variavel dependente, tendo em conta que as variaveis explicativas tomam determinados.
Suponhamos que os valores das & variaveis explicativas séo iguais a x1n+1, 241, -,
Tjn+1 € que 0 modelo de regressdo maltipla continua a veri..car-se, ou seja:

Yoi1 = Bo+ B1%i,mt1 + BoTont1 +- -+ + Brane +ent1, onde E(epy1) = 0.

Se usarmos os estimadores dos minimos quadrados dos coe..cientes da regressédo, obtemos
a seguinte estimativa pontual de Y, +:

~

Y1 = bo + 0121041 + b2toni1 + - - + DeTrni1 = X4 b

Tendo em conta o teorema de Gauss-Markov, sabemos que este é o previsor mais e..ciente
de Y, 11 na classe de estimadores lineares e ndo enviesados.

Se, em vez de um estimador pontual, estivermos interessados em obter intervalos de
con..anga para a variavel dependente, necessitamos de estimar a variancia do erro de
previsao:

var [?n—i—l — Yn_|_1:| = O'2 |:1 +X;H_1(XIX)_1Xn+1:| .

Substituindo o2 pelo estimador s? ..camos com estimador da variancia do erro de previsdo,
e a partir daqui podemos construir intervalos de con..ang¢a para Y, ;.
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Capitulo 8

Topicos de econometria

O primeiro passo num estudo econométrico é especi..car um modelo algébrico que descreva
de forma relativamente correcta o sistema que estamos interessados em estudar.

A realidade é extremamente complexa. E claro que é impossivel descrever com abso-
luta precisdo o comportamento de variaveis economicas. Quando se constroi um modelo
econdmico a ideia é captar os factores mais importantes para explicar as variaveis de in-
teresse, reconhecendo que é impossivel levar em conta todos os factores que infuenciam
essas variaveis.

E importante salientar que quando se passa do modelo econémico para o modelo estatis-
tico se devem especi..car as hipoteses feitas sobre os residuos, uma vez que as propriedades
dos estimadores obtidos e qualquer inferéncia estatistica feita com base no modelo depen-
dem daquelas hipdteses serem veri..cadas ou n&o.

Uma vez especi..cado o modelo estatistico, o passo seguinte é usar os dados para estimar
os parametros do modelo. O método de estimacdo apropriado para estimar os coe..cientes
do modelo depende das propriedades estatisticas dos residuos.

Depois da estimacdo do modelo deve veri..car-se se os resultados obtidos estdo de
acordo ou ndo com a teoria econémica. Por exemplo, na estimacao de uma fungdo procu-
ra espera-se que a quantidade procurada dependa negativamente do preco. Se isso ndo
acontecer pode ser porque a especi..cagdo do modelo ndo fosse a mais correcta. Talvez se
tenha omitido alguma variavel explicativa importante, talvez a forma funcional assumida
nado seja a mais correcta,...

Para além da veri..cacdo dos sinais dos coe..cientes, devem também veri..car-se as
hipoteses feitas sobre as propriedades dos residuos. Sera que a evidéncia empirica nao
contradiz a hipétese de que os residuos tém todos igual variancia? Serd que a hipétese de
que os residuos sdo nao correlacionados ndo é «suportada» pelos dados?

Neste capitulo estudamos como testar a validade das hipoteses do modelo de regressé@o
classica, as consequéncias dessas violacdes e como proceder nessas circunstancias. Para
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além disso, estudamos ainda outros topicos importante de econometria: as variaveis dum-
my, problemas de especi..cacdo e minimos quadrados ndo lineares.

8.1 Multicolinearidade

Suponhamos que estamos interessados em estimar um regressdo multipla com duas var-
iaveis explicativas:

Y = Bo + Brx1i + Boxai + <.

Por outras palavras, queremos «isolar>» o impacto de que cada uma das variaveis explica-
tivas na variavel dependente. Queremos estimar (3; e 3.

Para que seja possivel estimar o contributo de cada uma das varidveis explicativas,
é necessario que, nos dados de que dispomos, as duas variaveis explicativas ndo estejam
perfeitamente correlacionadas. Imaginemos, por exemplo, que nos dados se veri..cava a
seguinte relacdo entre x; e zo: x2; = 2x1;. Ou sSeja, sempre que z; aumenta de uma
unidade, xo aumenta de duas unidades. Nestas circunstancias, é impossivel «isolar» o
efeito de cada uma das variaveis explicativas. Sera possivel dizer o que acontece ao valor
esperado de Y se x; aumentar de 1 unidade e x> aumentar de 2 unidades, mas é impossivel
saber o que acontece a Y se x; aumentar, mantendo x2 constante. Os dados ndo possuem
variabilidade su...ciente para responder a esta pergunta.

O problema que acabamos de descrever é o problema de existéncia de multicolineari-
dade perfeita: existe uma relacdo linear perfeita entre as variaveis explicativas. Se este
problema existir, ndo conseguiremos obter os estimadores dos minimos quadrados. A in-
tuicdo para isto é o que vimos no exemplo anterior. Em termos formais o problema é que,
se existir dependéncia linear entre as varidveis explicativas, a matriz X’ X é uma matriz
singular e logo n&o é invertivel. Por isso, é impossivel calcular (X' X) 1 X'Y.

E importante salientar que no modelo geral de regressdo multipla, o problema da
multicolinearidade ndo se coloca necessariamente por haver dependéncia linear entre duas
varidveis explicativas. No caso geral, o problema surge sempre que uma das variaveis
explicativas se possa escrever como combinagdo linear das restantes variaveis explicativas.

A multicolinearidade perfeita é muito facil de identi..car (quando mandarmos estimar
o0s parametros, seja qual for o software usado, ndo é possivel obter os estimadores).

Como resolver um problema de multicolinearidade perfeita? Retomemos o exemplo
anterior. Ja sabemos que é pura e simplesmente impossivel isolar o efeito de z; e z2. Mas
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sabemos que z2 = 2x1, 10go 0 nosso modelo pode ser reescrito da seguinte forma:

Y; = Bo + Br1x1i + 26271 + & = By +£5_11-/2ﬁ2901z’ + &
B
E agora é possivel estimar os coe..cientes 3, e 3]. Repare-se que (3 capta o efeito de uma
variacdo conjunta em x; € em xo.

O caso de multicolinearidade perfeita é bastante extremo. Um caso menos extremo
é quando existe uma relacdo linear muito forte, mas ndo perfeita, entre as variaveis ex-
plicativas. Neste caso, € possivel obter os estimadores dos minimos quadrados. Os dados
fornecem alguma (mas pouca) informagéo sobre a infuéncia de cada uma das variaveis
explicativas. O problema é que os estimadores de (3; e (35 VA0 Ser muito pouco precisos.
Por outras palavras, o desvio padrdo dos estimadores, s, € s, € muito elevado. Isto leva a
que, frequentemente, as variaveis sejam classi..cadas como estatisticamente nao signi...cati-
vas, quando na realidade elas séo importantes para explicar o0 comportamento da variavel
explicada.

Uma indicacdo clara da presenga de multicolinearidade ocorre quando, no seu conjun-
to, um grupo de variaveis explicativas é importante para explicar o comportamento da
variavel explicada, mas depois quando testamos cada uma das variaveis separadamente
elas parecem ndo ser estatisticamente signi..cativas. Nestas circunstancias, ha que ter
cuidado em n&o se concluir que as variaveis ndo sdo signi..cativas. E melhor concluir que,
no seu conjunto aquele grupo de variaveis é importante, mas os dados néo su..cientemente
informativos para nos permitirem «isolar» com precisdo o efeito separado de cada uma
das variaveis.

8.2 Variaveis dummy

Muitas vezes acontece que a varidvel explicada é infuenciada por factores que ndo séo
quantitativos. Por exemplo, a venda de gelados depende da estacdo do ano, a procura de
turismo pode ser infuenciada por uma greve dos pilotos, o consumo agregado pode ser
diferente num periodo de guerra dos restantes periodos. Como incorporar estes factores
gualitativos no modelo de regressao?

Uma forma de incorporar os factores qualitativos € usar variaveis dummy (também
chamadas variaveis dicotomicas e variaveis binarias). Uma variavel dummy é uma variavel
que s6 pode tomar dois valores: 0ou 1, paraindicar a presenga ou auséncia da caracteristica
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relevante. Ou seja:

1 se a caracteristica esta presente.

D= L. . ]
0 se a caracteristica nao esta presente.

Uma questao importante é como é que a variavel dummy afecta a relagcdo que estamos a
estudar. Sera que afecta sO a intersec¢éo na origem (ou seja, o coe..ciente 3, € diferente
para observaces em que a caracteristica esta presente). Ou sera que a dummy afecta a
forma como alguma das variaveis explicativas intuencia a variavel dependente?

8.2.1 Alteracdo na interseccdo na origem

Vamos comecar por ver um exemplo em que a dummy s6 afecta a intersecgcdo na origem.
Consideremos a funcdo consumo keynesiana:

C; = Bo+ B1Yi + €5, com i = 1930,- -, 1980.

E natural admitir que durante o periodo da segunda guerra mundial o nivel de consumo
autonoémo ndo foi igual ao dos restantes anos. Ou seja, 0 termo (3, varia consoante o ano
em causa seja um ano de guerra ou ndo. Podemos de..nir a variavel dummy:

1 sei=1939,---,1945

D; = L
0 caso contrario.

O modelo de regressdo que queremos estimar é:
Ci =By +6D; + p,Yi + &

Repare-se que isto é equivalente a dizer que o termo constante é igual a 3, se D; = 0
(ou seja, em anos que ndo sdo de guerra o consumo autonomo é dado por (y). Em
contrapartida, se D = 1 o termo constante é igual a 5, + 6 (ou seja, em anos de guerra
0 consumo autonomo € dado por (3, + ¢). Por conseguinte, o coe..ciente ¢ associado a
variavel dummy, indica-nos o deslocamento na intersec¢do na origem em anos de guerra.

O modelo anterior é estimado da forma habitual e podemos construir intervalos de
con..anca para o parametro 6, ou fazer teste de hipdteses sobre aquele parametro. Um
teste com particular interesse é Hy : 6 = 0. Se a hipotese nula for rejeitada a evidéncia
empirica parece sugerir que a presenca da caracteristica afecta de facto a intersec¢do na
origem.



Capitulo 9 Topicos de econometria 97

Exemplo 8.1 No modelo anterior, estimado com dados para os Estados Unidos entre
1929 e 1970, obtiveram-se 0s seguintes resultados:

~

C; =101.36 — 204.95D; + 0.86 Y;
(3.98)  (—10.91) (58.73)

onde os valores entre parenteses sdo as estatisticas ¢.

Repare-se que o coe..ciente associado a dummy é negativo e estatisticamente signi...ca-
tivo (se testarmos Hy : 6 = 0 contra a alternativa H; : 6 # 0 a hipotese nula é rejeitada
mesmo a um nivel de signi..ucancia de 1%. Isto sugere que durante os anos de guerra o
consumo diminuiu consideravelmente.¢

8.2.2 Alteracdo do declive

Até aqui assumimos que o factor qualitativo s6 infuéncia a intersecgdo na origem, mas
pode acontecer que a presenca ou auséncia da caracteristica afecte a forma como as outras
varidveis explicativas intuenciam a variavel dependente. Por outras palavras, o coe..ciente
B, pode ser diferente consoante a caracteristica esteja presente ou no.

Consideremos o exemplo anterior da funcdo consumo. E possivel que durante os anos de
guerra a propensdo marginal a consumir seja diferente da propensdo marginal a consumir
durante os restantes anos. O modelo a estimar seria entéo:

Ci=00+0Yi+7DYi+ei & Ci=0g+(B1+vDi)Yi+e;.

Isto signi..ca que em anos «normais» o declive da recta de regresséo é igual a f,
enquanto que em anos de guerra o declive da recta de regressdo é igual a 3; +~. Por
conseguinte, o parametro v mede a diferenga na propensdo marginal a consumir entre
anos de guerra e anos normais. A partida esperamos que o coe..ciente ~ seja negativo, ou
seja, espera-se que a propensao marginal a consumir seja mais baixa durante os anos de
guerra.

E claro que podemos assumir que a guerra afecta simultaneamente o consumo auténomo
e a propensao marginal a consumir. Neste caso, 0 modelo a estimar é:

Ci =By +6Di+ B1Yi+ VDY + &

8.2.3 Variaveis qualitativas com mais de duas classes

Muitas variaveis qualitativas tém mais do que duas classes. Por exemplo, se considerarmos
a variavel estado civil podemos ter quatro estados: solteiro, casado, divorciado, viavo. E
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possivel utilizar varidveis dummy mesmo nestes casos. A ideia € de..nir variaveis dummy
para cada um dos estados. Por exemplo:

D 1 se o individuo é solteiro D 1 se o individuo é casado
1 = . ., ~ , . y 2 — . ., ~
0 se o individuo nao é solteiro 0 se o individuo ndo é casado
1 se o individuo é divorciado 1 se o individuo é vilvo
Ds = Y, . , Dy= ., .
0 se o individuo ndo é divorciado 0 se o individuo ndo é viuvo

Um cuidado a ter quando pretendemos incluir variaveis dummy referentes a um variavel
gualitativa com mais de dois estados é que, se houver ; estados s6 devemos incluir j — 1
varidveis dummy na regressao. A intuicdo para isto é muito simples, a soma da j dummies
é necessariamente igual a 1 (cada individuo pertence a uma e s6 a uma classe). Isto
implica que se conhecermos j — 1 das variaveis, sabemos automaticamente o valor da
j—ésima variavel (esta variavel depende linearmente das outras j — 1). Se incluissemos as
j variaveis teriamos um problema de multicolinearidade perfeita.

8.3 Heterocedasticidade

No modelo classico de regressdo linear admitimos que a variancia do termo residual é a
mesma para todas as observacgdes e que 0 termo residual das diferentes observagdes nao
eram correlacionados. Nesta e na proxima seccdo vamos discutir o que acontece se estas
hipoteses ndo forem veri..cadas. Nesta sec¢do veremos 0 que acontece se a variancia do
termo residual ndo for a mesma para todas as observacoes.

Vamos supor, por exemplo, que estamos interessados em estimar como € que a produgéo
num dado sector se relaciona com as quantidades de factores produtivos utilizadas e vamos
admitir que possuimos dados para varias empresas no sector (neste exemplo cada empresa
é uma observagdo). E natural que a variabilidade do termo residual seja diferente para
empresas de diferente dimensdo. Se isso acontecer, a hipétese da homoscedasticidade dos
residuos (igual variancia) ndo é veri..cada. Neste caso dizemos que o modelo apresenta
heterocedasticidade.

Como é que se pode detectar a presenca de heterocedasticidade? Se tivermos uma
ideia da forma como a variancia dos residuos varia podemos gra..camente tentar detectar
apresenca de heterocedasticidade. Comegamos por estimar o0 modelo e calcular os residuos
observados:

€ =Y — Y-
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Depois podemos fazer um gré..co relacionando a variavel que nés pensamos que infuencia
a variancia com os residuos estimados. No exemplo anteriormente descrito, a dimensao
da empresa pode ser medida, por exemplo, pela quantidade de output produzida, y;, (Que
neste caso € a variavel dependente). Fazendo um gra..co relacionando y; com e; podemos
conseguir detectar a presenca de heterocedasticidade. Se a distribui¢do dos residuos em
torno do zero (valor esperado dos residuos) for muito mais dispersa para valores elevados
de y; do que para valores baixos de y;, 1SS0 sugere a presenca de heterocedasticidade.

8.3.1 Teste de heterocedasticidade de Breusch-Pagan

Ha muitos procedimentos para testar a presenga de heterocedasticidade, tais como o teste
de Goldfeld-Quandt, o teste de White e o teste de Breusch-Pagan. Por falta de tempo,
aqui apresentamos apenas o teste de Breusch-Pagan, porque é um teste que sugere a forma
de corrigir o problema. Suponhamos que a variancia dos residuos esta relacionada com as
variaveis z1,z2,-- - ,zm da seguinte forma:

02 =ap + a1z + w2+ -+ GmZmi, OMi=1,--- n.

As variaveis z sdo quaisquer variaveis observaveis dos quais pensamos que a variancia possa
depender. Elas podem incluir varidveis explicativas do modelo de regressdo que estamos a
estimar, podem incluir a variavel dependente desse modelo, ou quaisquer outras variaveis
que pensemos serem relevantes.

O teste de Breusch—Pagan é um teste da hipétese nula Hyp : a1 = as=--- =, =0
contra a alternativa de que pelo menos um destes coe..cientes e diferente de zero. Note-se
que se Hy for verdadeira os residuos sio homocedasticos, uma vez que teriamos o? = g
para todo o i.

Para efectuar o teste de Breusch—-Pagan temos que fazer o seguinte:

1. Estimar o modelo original e obter os residuos dos minimos quadrados
ei =y;— (bo+ biz1; + boxa; + -+ - + Brxr)

2. Calcular o quadrado dos residuos e estimar a seguinte regressdo auxiliar:
612 = Qo+ 1215 + Q222 + - -+ QmZmi + Vs

0 termo residual v; resulta do facto de os residuos estimados divergirem dos ver-
dadeiros residuos.
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3. Calcular a SSR da regressdo auxiliar e 5% =3 e?/n.

4. Calcular a estatistica de Breusch-Pagan que é dada por:

SSR
BP =

Quando a hipdtese nula é verdadeira e a amostra é grande, BP tem uma distribuicéo
aproximadamente X2 com m graus de liberdade, onde m é o nimero de variaveis
explicativas da regresséo auxiliar.

8.3.2 Implicacdes da presenca de heterocedasticidade

O que acontece se usarmos 0s minimos quadrados ordinarios para estimar um modelo
em que os residuos ndo tém variancia constante? Ha duas consequéncias importantes. A
primeira é que na presenca de heterocedasticidade os estimadores dos minimos quadra-
dos continuam a ser ndo enviesados, mas deixam de ter variancia minima na classe de
estimadores lineares e ndo enviesados. Por outras palavras, 0s estimadores deixam de ser
e..cientes naquela classe. A precisdo com que o OLS estima 0s coe..ciente ndo é a maior
possivel.

A segunda consequéncia, e talvez a mais importante, é que o desvio-padrao dos esti-
madores calculado pelo OLS néo é correcto porque assume gque a matriz de variancias e
covariancias dos residuos é 021, quando isso ndo é verdade. Por conseguinte, se ..zermos
inferéncia estatistica usando os resultados do OLS podemos retirar conclusdes erradas.

Se conhecermos a estrutura da variancia dos residuos podemos transformar o modelo
original de tal forma que o modelo transformado ¢ um modelo homocedastico e estimar,
usando o OLS, o modelo transformado. Uma interpretacéo alternativa deste procedimento
é a de que na soma dos quadrados dos residuos, ndo damos igual ponderacdo a todas as
observacdes. As observacdes cujos residuos tem maior variancia sdo «menos ponderadas».
A ideia é encontrar os estimadores dos minimos quadrados ponderados (weighted least
squares).

Vamos ilustrar a técnica de transformar o modelo original com um exemplo simples.
Suponhamos que 0 modelo original é dado por:

Vi = By + P17 +¢;

onde &; ~ (0,z,0%) e E[e;ej] = 0 parai # j e a variavel explicativa é ndo estocastica.
Podemos veri..car de imediato que se dividirmos o termo residual por,/z; a variavel
residual resultante tem variancia constante. Mas ent&o se dividirmos ambos os lados da
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equacdo original por ,/x; obteremos um modelo transformado em que os residuos sé@o
homocedasticos:

i Bo T &
vE vm m TUm

De facto:

2 2
var [ o ] = < L > var [g;] = CALENEPR
Vi Vi ' T; '

De..nindo as variaveis transformadas y;” = —j‘; xy; = 7]:? xh; = \—/“5; ee = Tj-; 0 modelo
transformado pode escrever-se:

* * * *
yi = Boxl; + Brxa + & .

Note-se que o modelo transformado satisfaz as hipdteses do OLS. A estimagao deste modelo
néo levanta quaisquer problemas porque € muito facil calcular as variaveis transformadas.
Um aspecto importante é que 0s parametros a estimar sdo exactamente os mesmos do
modelo original, 5, e 5;. A Unica diferenca € que estimando o modelo transformado
vamos conseguir obter estimadores mais precisos daqueles parametros. A partir daqui, a
interpretacéo dos coe..cientes e a inferéncia estatistica é feita da forma tradicional.

8.4 Autocorrelacao

Nesta seccdo estudamos 0 que acontece se a hipdtese de que os residuos sd@o nédo correla-
cionados ndo for satisfeita. O problema da correlagdo surge normalmente quando os dados
sdo séries temporais (time series). Neste caso, é frequente os residuos de um periodo
estarem correlacionados com os residuos do(s) periodo(s) anterior(es).

As perguntas que vamos tentar responder sd@o: como é que o facto de os residuos serem
correlacionados afecta as propriedades dos estimadores dos minimos quadrados ordinarios?
Como é que podemos testar a existéncia de autocorrelacdo? Como estimar os parametros
se os residuos forem correlacionados?

A resposta a primeira pergunta é semelhante aquela que demos no caso de heterocedas-
ticidade. Por um lado, os estimadores dos minimos quadrados ndo sdo 0s mais e..cientes
(embora continuem a ser ndo enviesados). Por outro lado, os desvios padrfes dos esti-
madores calculados pelo OLS séo enviesados, o que implica que intervalos de con..anca ou
teste de hipoOteses neles baseados ndo sdo validos.
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Para responder a segunda e terceira pergunta temos que especi..car a estrutura de
autocorrelacdo. Ha varias «formas» de os residuos estarem correlacionados. Para exem-
plicar vejamos uma estrutura de correlagdo extremamente usada: processo autoregressivo
de primeira ordem (também desingnado por AR(1)):

€t = peEt—1 + Wt

onde usamos o subscrito ¢ para designar o periodo de tempo (estamos a considerar séries
temporais, cada observacéo refere-se a um periodo de tempo). A variavel u; tem média 0,
variancia constante, ndo existe correlacdo entre u; e uy. O parametro —1 < p < 1.

A intuicdo para este processo autoregressivo € bastante simples. O termo residual
no periodo ¢ tem duas componentes. A primeira ps;_; esté relacionada com o residuo do
periodo anterior e esta associada a inercia existente nos sistemas econémicos. O parametro
p refecte a intensidade desta inércia. A segunda componente u; € 0 hovo «choque» ha
variavel economica.

Qual é a implicacdo deste processo autoregressivo nas propriedades dos residuos? Se
—1 < p < 1 0 processo autoregressivo é estacionério, 0 que signi..ca que o0s residuos tem
as mesmas propriedades ao longo do tempo. E relativamente facil mostrar que o valor
esperado é zero:

Elet] = pElei—1]+ Elw] = pE ) +0
(1—p)E[er] = 0 & Ele]=0
A variancia é:
var[e¢] = var[pg—1 + uy

= p?var[g_1] + var [ug] + 2 cov [g_1,u]

Como u; ndo esta correlacionado com w;—; 0 Ultimo termo é zero. Usando a estacionaridade
obtemos:

(1— p?)var[ef] =var[us] < var[e] = %[Z;]
Qual é a covaridncia entre ; € ¢4 1?
covler, 1] = Eleera] = Ef(pee—1 +ur)er]

= pvarlg| + E[we 1]

= pvar &)
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Repare-se que isto implica que o coe..ciente de correlagcdo entre ¢4 € &1 € p.
E também facil mostrar que:

cov [et, Et—i] = o' var [ed] -
8.4.1 Modelo transformado
Suponhamos que o modelo original é:

y = By + Bt + e

onde e; = per—1 +ur € Efur] =0, var [ug] = o’e E [utug—;] = 0.
Como a equagdo anterior se veri..ca para todas as observacoes, em ¢ — 1 temos:

Y1 = By + P1xe-1+ -1

Multiplicando por p esta equagdo e subtraindo a primeira obtemos:

Yyt — pYi—1 = Bo(l—p) + ﬁ1($t - Pilit) +et— pet—1
N—_— N— N—— N———
y,;k Ilffyt x;,t Uy

Obtemos assim um modelo transformado em que os residuos tém variancia constante e
nao sdo correlacionados e que, por conseguinte, pode ser estimado usando o método dos
minimos quadrados ordinario.

Note-se que no processo de transformacdo perdemos uma observacédo, porque a primeira
observacdo ndo pode ser transformada. Para além disso, este procedimento presupde o
conhecimento de p, mas normalmente esse parametro ndo é conhecido.

Na pratica o que se é comecar por estimar usando o OLS o modelo original. Depois,
usam-se os residuos estimados para calcular p :

L Dt oee

& Z?:2 €1
A partir dai transformam-se as variaveis e usa-se 0 OLS para estimar os parametros 3, e
3, . Este procedimento é adequado se a amostra for grande.

8.4.2 Teste de autocorrelacdo

Como é que podemos detectar a presenca de autocorrelacdo nos residuos? Uma primeira
ideia é a de representar gra..camente os residuos estimados como funcdo do tempo. Se
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observamos que, quando o residuo de um dado periodo €é elevado, os residuos dos periodos
seguintes também tendem a ser elevados, observando-se sequéncias relativamente longas
de residuos com o mesmo sinal, isso é indicativo da presenga de autocorrelagao.

Apesar da representacdo gra..ca ajudar a detectar problemas de autocorrelacédo, dada
a «gravidade» do problema é conveniente efectuar testes mais formais. O teste mais
usado para testar a presenca de AR(1) é o teste de Durbin-Watson. O teste é baseado nos
residuos obtidos do OLS, a partir dos quais se calcula a seguinte estatistica:

L Xiler—er)?
Z?:letQ

Vejamos como é que esta estatistica se relaciona com o modelo AR(1).

Sihoe? | diea€i _9 D o etei1
doraet D€t St et
1+1—-2p

12

Ou seja d ~ 2(1 — p). Repare-se que se p = 0 o valor da Durbin-Watson sera proximo
de 2, e isso é indicativo de que os erros ndo estdo correlacionados. Em contrapartida
se p = 1 0 valor da estatistica d seria proximo de zero, e isso indiciaria a presenca de
correlagdo positiva dos residuos. De forma similar, se p = —1 o valor de d sera préximo
de 4, indicando que os residuos sdo negativamente correlacionados.

E claro que para podermos efectuar um teste teremos que conhecer a distribuicio da
estatistica d. Para isso, consideremos 0 modelo de regressao:

yt = Bo + Bt + &

onde ¢ = pey_1 +ur € Efug] =0, var [ug] =o* e E[usu—;] =0, com a hipotese adicional
de que u; seguem uma distribuicdo normal.
Consideremos o seguinte teste de hipoteses:

Hy: p=0, Hy:p>0.

E claro um valor de d proximo de 2 sugere que a hipotese nula é falsa. A questfio &, para
um dado nivel de signi..cancia, qual é o valor critico, d., abaixo do qual a hipdtese nula
é rejeitada. Outra forma de colocar a questdo é se calcularmos a estatistica d, qual é o
valor p dessa estatistica, se o valor p for inferior ao nivel de signi..cAncia entéo a hipotese
nula é rejeitada.
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Até aqui tudo bem, s6 que a estatistica d tem um problema. A distribuicdo de d
depende da matriz X (depende das variaveis explicativas e da amostra concreta usada).
Isto é uma chatice, porque signi..ca que o valor critico depende do problema concreto.
Contudo, h& programas que fornecem o valor p da estatistica d, o que possibilita veri..car
se a hipotese nula é rejeitada ou ndo. Para alem disso, embora d, dependa de X, € possivel
de..nir limites inferior e superior parad., limites esses que ndo dependem de X. Por outras
palavras, seja qual for o problema dr. < d. < dy. e existem tabelas para estes limites,
para os diferentes niveis de signi..cancia.

Usando os limites d;,. e dy. a regra de decisdo € a seguinte: (i) se d < d. rejeitar
Hy : p =0, (ii) se d > dy. ndo rejeitar Hy : p = 0 e (iii) se dr. < d < dy. 0 teste é
inconclusivo.

Para testar a presenca de correlagdo negativa dos residuos a ideia é semelhante. O
teste é Hy: p=0, Hi:p <0.Aregrade decisdo é: (i) se d > 4 — d. rejeitar Hy, (ii) se
d < 4 —dy. ndo rejeitar Hy, (iii) se 4 — dy. < d < 4 — dy. 0 teste é inconclusivo.

Exemplo 8.2 O gestor de umaempresa esta convencido que os custos médios de producao
(y) dependem do salario (1), do custo de outros inputs (x2), das despesas gerais (x3) e
das despesas de publicidade (x4). Usando uma série de 24 observagfes mensais o gestor
estimou um modelo de regressdo multipla, obtendo os seguintes resultados:

= 0.7+ .24 0.56x9; —0.32 0.23
Yt + (.07)5312& + &0 T2t (.23)1'3t + (.05)$4,t
R? = 79 e d=0.85.

onde os valores entre parenteses sdo os desvios-padrdes dos estimadores. Que € que se
pode concluir destes resultados?

Neste exemplo, n =24 e k = 4. Se considerarmos um nivel de signi..cAncia « =5% e
analisarmos a tabela para os limites criticos da estatistica Durbin-Watson veri..camos que
dr.=1.01 edy. = 1.78. Como d = 0.85 < d. rejeita-se a hipdtese nula de néo correlacéo
contra a alternativa de que os residuos séo positivamente correlacionados. Tendo em conta
este resultado devemos estimar o modelo transformado de forma a obtermos estimadores
mais consistentes e a podermos efectuar testes de hipoteses sobre os coe..cientes. N&o
é conveniente fazer inferéncia estatistica usando os resultados obtidos com o0s minimos
quadrados ordinarios porque os desvios-padrdes indicados entre parenteses sdo enviesados
e podem levar-nos a tirar conclusoes erradas. ¢
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8.5 Problemas de especi..cacao

Nesta seccdo estudamos o seguinte problema: o que é que acontece se ndo incluirmos na
regressao alguma varidvel explicativa relevante? Aquilo que vamos ver é que, exceptuando
0 caso em gue a varidvel omitida ndo esta correlacionada com as variaveis explicativas
incluidas, as consequéncias deste erro de especi..cagdo sdo extremamente graves. Por um
lado, os estimadores dos minimos quadrados deixam de ser ndo enviesados. Pelo outro, a
inferéncia estatistica feita com base naqueles estimadores pode levar a conclusbes erradas.

Exemplo 8.3 Usando dados para 63 paises estimou-se o seguinte modelo:

= . — 05221 — .
Y 058 (%?9)331 (%Q%wz
R? = 0.17

onde y — taxa de crescimento do PIB, xz; — Rendimento real per capita e x2 — Taxa de
tributagdo média. Estimando o modelo sem incluir a variavel x; obtiveram-se os seguintes
resultados:

y=.06—0.74z, com R?=.072
(.034)
Comente estes resultados. ¢
Vamos supor que o verdadeiro modelo é:
y=X18, + X2, +¢

onde ¢ satisfaz as hipoteses classicas do modelo de regressao linear. E vamos admitir que
no modelo estimado sé se incluiram com varidveis explicativas as variaveis X;:

y=X108,+¢
Qual é a consequéncia de se omitirem as variaveis explicativas X2? Uma primeira con-
sequéncia é que, se o verdadeiro modelo for o apresentado, no modelo estimado o termo
residual ndo tem valor esperado zero, porgue incorpora a infuéncia das variaveis X, :

€= X2ﬁ2 +€
Isto, obviamente, viola uma das hipoteses do modelo classico. A outra consequéncia é que
os estimadores dos minimos quadrados de 3, serdo enviesados:

by = (XX)7'X]Y = (X{X) 7' X{(X,18) + Xo By +¢)
= B+ (X1 X1) T X XoBy + (X X1) 1 X e
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Por conseguinte, o valor esperado dos estimadores é:
Ebi] = 5, + (X1X1) 7' X[ X2 By

O que esta expressao nos diz é que, ao estimamor qual é o efeito das variaveis X; em y sem
incluir as variaveis X5, os estimadores obtidos incluem ndo sé o efeito das variaveis X; em
y, mas incluem também o efeito das varidveis omitidas se estas estiverem correlacionadas
com as variaveis incluidas. Os estimadores obtidos s6 ndo sdo enviesados se as variaveis
X1 e X, forem «ortogonais». Nesse caso, X} X2 =0 e 0 enviesamento é nulo.

Até aqui vimos o que acontece se omitirmos variaveis relevantes. Mas também podemos
pensar no caso contrario. O que acontece se incluirmos no modelo variaveis que ndo sao
relevantes. Neste caso, o0 problema é menos grave que no caso anterior. Os estimadores sdo
nao enviesados e 0 Unico problema é alguma perda de e..ciéncia pelo facto de se incluirem
variaveis a mais.

8.6 Minimos quadrados ndo lineares

Nos modelos considerados até aqui a forma funcional relacionando a variavel explicada
com as variaveis explicativas foi sempre linear nos parametros 3, 31, - -,8,. Estudamos
alguns casos em que existia uma relacdo ndo linear entre a variavel explicada e as variaveis
explicativas, mas em que o modelo era linear nos parametros e, logo, podia ser estimado
usando regressao linear maltipla.

Contudo, na pratica, ha muitos modelos econémicos e modelos estatisticos correspon-
dentes em que ndo temos fungdes lineares nos parametros desconhecidos.

Exemplo 8.4 Consideremos 0 seguinte modelo estatistico de uma funcdo de producéo
Cobb-Douglas:

B1 .52

. — 1 .
yi = Boxy; ToF + &

Repare-se que, por causa do termo residual, ndo € possivel linearizar este modelo tomando
0 logaritmo de ambos os membros. ¢

Exemplo 8.5 Consideremos o modelo estatistico seguinte:

yi = Bo +5133[13i2 +¢

que é um modelo ndo linear nos parametros a estimar.¢
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O principio dos minimos quadrados pode, sem qualquer problema, ser usado para
estimar parametros em modelos ndo lineares. A ideia é encontrar os valores dos estimadores
gue minimizam a soma dos quadrados dos residuos. O que difere do modelo de regressao
linear séo os calculos para encontrar esses estimadores. O que acontece é que por causa da
ndo linearidade nos parametros, a funcdo soma dos quadrados dos residuos, S(b), € mais
complicada, podendo ter varios minimos locais e, por isso, € mais di..cil encontrar o valor
dos estimadores que minimiza S(b).

Na estimacdo de um modelo nédo linear usando minimos quadrados é muitas vezes
impossivel obter uma solugdo analitica para o problema, ou seja 0 6ptimo tem de ser
encontrado numericamente. Por outro lado, é também frequente haver varios minimos
locais, e nesses casos tem que se identi..car qual desses minimos é o minimo global.

A ideia na estimacdo numeérica € a seguinte: comega-se por indicar «palpites» iniciais
para o valor dos parametros. Com base nesses palpites iniciais € calculado o valor da
funcdo S(b). O passo seguinte é alterar os «palpites» numa direccdo que faga diminuir
S(b). Desta forma, um novo valor dos parametros é calculado e o processo repete-se até
que se atinja um ponto em que ndo é possivel com pequenas variagbes nos parametros
alterar S(b). Ou seja, até que o algoritmo convirja para um minimo local.

Um problema na estimacdo ndmerica é que nao ha garantia que o minimo local en-
contrado seja 0 minimo global. A Unica forma de tentar aliviar este problema é repetir
0 processo descrito comegando com «palpites iniciais» muito diferentes. Se ao fazermos
iSSO Se convergir sempre para 0 mesmo ponto, iSSo sugere que estamos na presenca de um
minimo global. Se ao fazermos isso convergirmos para pontos diferentes, dependendo dos
«palpites» iniciais, isso indica-nos que S(b) tem varios minimos locais e, como é 6bvio
devemos escolher o melhor desses pontos (aquele em que S(b) é mais baixo). O problema
é que sera dificil termos a certeza que aquele é mesmo o méximo global.

8.6.1 Propriedades dos minimos quadrados néo lineares

O que podemos dizer sobre as propriedades dos estimadores dos minimos quadrados nao
lineares? Em geral estes estimadores serao funcbes complicadas de y e, consequentemente,
é muito dificil de..nir as suas propriedades em amostras limitadas. Mas é possivel iden-
ti..car as propriedades assimptoticas, para amostras de grande dimensdo: os estimadores
dos minimos quadrados ndo lineares sdo consistentes, seguem aproximadamente uma dis-
tribuicdo normal, e é possivel calcular de forma aproximada a sua matriz de variancias e
covariancias.
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Modelos com variaveis dependentes discretas

Muitas das decisGes dos agentes economicos sdo decisdes de natureza discretas: casar ou
nao, fazer um mestrado ou ndo, usar carro ou usar transportes publicos,... Nesta seccdo
analisamos modelos econémicos e estatisticos onde a avriavel dependente é uma variavel
dummy, que toma o valor 1 se aquela decisdo é tomada e toma o valor 0 no caso contrario.

9.1 Modelos econdmico e estatistico

9.1.1 Modelo econémico

Consideremos um individuo que tem que escolher entre duas alternativas (ex: fazer um
mestrado ou ndo fazer). Para cada individuo podemos observar qual é a sua escolha e
de..nir a variavel dummy y da seguinte forma:

| 1 so individuo faz mestrado
%"= 0 se o individuo ndo faz mestrado

Se admitirmos que cada individuo faz sempre a escolha que maximiza a sua utilidade, se
designarmos por U;; a utilidade do individuo 7 se ..zer o mestrado, e por U;p a sua utilidade
se ndo ..zer 0 mestrado temos que:

) 1 se Ui =Uio
YN 0 se Uy < Uy

Para completar o modelo poderiamos de..nir como é que a utilidade de cada individuo ¢
para cada alternativa (fazer ou ndo mestrado) depende das caracteristicas de cada indi-
viduo (idade, rendimento, pro..ssdo,...) e dos atributos do programa de mestrado (custo,
qualidade,...).

109
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9.1.2 Modelo estatistico

Na pratica, é impossivel prever com certeza a decisdo que um indiividuo escolhido ao
acaso tomard. Ou seja, y; € uma variavel aleatoria discreta. Se designarmos por p; a
probabilidade do individuo 7 escolher a alternativa 1, a funcdo de probabilidades da v.a.
y; € dada por:

flyi) = (1 —po) %)
isto é equivalente a dizer que f(1) = p; e f(0) = 1 — p;. Ou seja, a funcdo densidade de

probabilidade ¢ uma Bernoulli, e é completamente descrita por p;. O valor esperado e a
variancia de y; séo:

Ely] = 1xpi+0x(1—p)=pi
var[y] = E[@i—pi)’] = (1= pi)*pi+(0—p)* (1 —pi) = pi(1— pi)
A ideia nos modelos estatisticos que vamos ver é relacionar a probabilidade p; com Varias

variaveis explicativas, que incluem caracteristicas dos individuos e caracteristicas das al-
ternativas.

9.2 O modelo de probabilidade linear

Este modelo usa as ideas basicas do modelo de regressao linear, em que y; tem uma com-
ponente sistematica que esta relacionada com o comportamento das variaveis explicativas
e uma parte aleatoria:
yi = FElyl+ei=p+ei
= Bo+B1xi + Baxp + -+ + Brip + &
~ 7
Pi
Um primeiro problema com este modelo é que embora seja licito assumir que o valor

esperado dos residuos é zero, ndo se pode admitir que os residuos tenham distribuicdo
normal. De facto, como y; € discreto, os residuos também sao discretos. Para além disso,
a variancia dos residuos ndo é a mesma para todo os individuos uma vez que:

var [g;] = var [y;] = pi(1 — pi)
Ou seja, 0 modelo apresenta heterocedasticidade.
Mas o problema mais grave do modelo anterior é que ndo ha nada que garanta que 0s
valores estimados para p; pertencam ao intervalo [0, 1]. E 6bvio que isto no é satisfatorio,
uma medida de probabilidade abaixo de zero ou acima de 1 ndo fazem qualquer sentido!



Capitulo 9 Topicos de econometria 111

9.3 O modelo probit

O modelo probit € um modelo ndo linear nos parametros que relaciona p; com as variaveis
explicativas, mas de uma forma que garante que p; € [0, 1].

O modelo probit tem por base o modelo de utilidade apresentado anteriormente. O
indice de utilidade do individuo i esté relacionado com £ varidveis explicativas:

Ui = By + Brzin + Baxio + - - + BrTik

U; é uma medida da diferenca de utilidade entre a alternativay; = 1 e y; = 0. A partida
U; pode tomar qualquer valor. Quanto maior for o valor de U; maior ser4 a probabilidade
do individuo 7 escolher y; = 1. A questdo é: qual é a relagdo entre p; e U;, seré que é
possivel relaciona-los de tal forma que p; € [0,1]?

O que 0 modelo probit admite é que p; é igual a probabilidade de uma variavel aleatéria
normal estandartizada tomar um valor inferior ou igual a U;. Ou seja, se designarmos por
F a fungdo de distribuico cumulativa da N (0,1):

Ui
pi:F(Ui):P[ZSUi]:/_OO\/;_ﬂe

Repare-se que desta forma esta assegurado que p; € [0, 1], uma vez que o seu valor é
retirado da fungéo de distribuicdo da normal.

Uma questdo interessante é: qual é a alteracdo na probabilidade de escolher a alterna-
tiva 1 se a variavel explicativa x; variar?

_&2
2

dz.

Opi _ dF 0U; _

dzi;  dU; dzij (G5B,

onde f(U;) é a funcdo densidade da N(0,1) avaliada no ponto U;. Repare-se que como
f(U;) é sempre positivo o sinal de % e igual ao sinal de 3; (se 3; € positivo, qunado
x;; aumenta também aumenta o indice de utilidade, e se U; aumenta também aumenta a
probabilidade de y; = 1). Mas a magnitude do impacto de variacdes de x;; em p; depende
do valor de U;. Quando U; é préximo de O (para individuos que estdo na margem entre
escolher y; = 1 ou y; = 0), é quando as variagdes de x;; tem um maior impacto em p;.

9.3.1 Estimacéo dos parametros no modelo probit

A estimacdo do modelo probit é feita usando o método de méxima verosimilhanca. A
razdo para o uso deste método prende-se com as caracteristicas dos residuos.
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O método de maxima verosimilhanca é baseado na funcdo de densidade conjunta das
n observagdes de que dispomos. Admitindo que as observagoes séo v.a. independentes a
fungdo de densidade conjunta é igual ao produto das func¢des densidade marginais, ou seja.

n

Fyn v oun) = Fl) - flye) - flun) = [ ] Fw)

=1

= [[rwyn-rw)'
= [I[reipy 1 -Fei)]
=1

Repare-se que na realidade ndo sabemos qual é a fungdo de densidade conjunta, porque 0s
parametros 3 ndo sdo conhecidos.Qual € a ideia do método de maxima verosimilhanca?
Os estimadores da maxima verosimilhanca, sdo os valores dos parametros que maximizam
a probabilidade de se obter a amostra que foi de facto observada.

Se considerarmos que na amostra se conhecem os valores de y; e das variaveis explica-
tivas x; a funcdo de densidade acima indicada depende apenas do vector de parametros
B3, ou seja:

n
. 1—y;
LB =[[FxB¥ 1 -FxB)]
=1
A funcdo L(3) designa-se por funcio de verosimilhanga. Os estimadores da méxima
verosimilhanca, b, sdo os valores que maximizam a funcdo de verosimilhanca. Este prob-
lema é de di..cil solugdo analitica, mas a solugdo pode ser encontrada usando optimizagao
numeérica.

9.3.2 Propriedades dos estimadores de ML no modelo probit

As propriedades dos estimadores de ML s6 podem ser, em geral, determinadas para
amostras de grande dimensdo. Neste caso, os estimadores sdo ndo enviesados e tém uma
distribuicdo aproximadamente normal:

b~N(@, (X'DX)™)
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onde D é uma matriz diagonal cujo elemento d; é dado por:

f(=8))°
F(xB)[1 — F(x;8)]

d; =

9.4 O modelo logit

O modelo logit difere do modelo probit unicamente num aspecto: na funcéo de distribuicéo
cumulativa que é usada para de..nir p; a partir de U;. No caso do modelo probit usamos
a fungdo normal, no modelo logit usa-se a funcdo de distribuicdo cumulatiav logistica:

P, = F (Xéﬁ)
1
14 B
A funcédo de densidade da logistica é simétrica em torno do zero e tem um comportamento
em sino, mas apresenta maior densidade que a normal para valores afastados do zero (mais
peso nas «caudas»).

Para estimar o modelo logit usa-se, mais uma vez, 0 método de méaxima verosimilhanga.
De..nindo a func¢éo de verosimilhanca:

n 1 Yi 1 1-y;
W):H[He——x;ﬂ] [“ﬁ]

i=1

podemos encontrar os valores que maximizam esta funcéo.
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Capitulo 10

Analise de variancia

10.1 Analise de variancia com um factor

A ideia aqui € generalizar o teste da igualdade das médias de duas distribuicdes normais
com a mesma variancia. Por exemplo, podemos estar interessados em testar as diferencas
no resultados de trés ou mais metodos de ensino, consumo de gasolina de trés ou mais
modelos de automoveis.

Suponhamos, por exemplo, que temos 3 tipos de automowveis: A, B e C e 0 nosso
objectivo é comparar o consumo médio dos trés modelos. Em trés amostras independentes:
na = 10, np = 10 e nc = 10 obtiveram-se os resultados seguintes 74 = 6.5, Tp = 5.5,
To = 6.2. A pergunta que fazemos é: serd que a diferenca observada nas médias nestas
amostras e devida ao acaso ou, pelo contrario, h& evidéncia de que o consumo médio nos
trés modelos é de facto diferente?

Intuicio para a respostas: depende muito da variabilidade. Se a variabilidade em torno
das médias nas amostras for pequena em relacdo a variabilidade entre as tres médias a
evidéncia suporta mais a hipétese de que as médias sao diferentes. Se a variabilidade em
torno das médias das amostras é grande em relacdo a variabilidade entre as trés médias a
hipdtese nula ndo deve pode ser rejeitada.
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= Analise de variancia
Se houver k grupos a hipotese nula é
Ho:py=po=--=pm=p

Recolhendo & amostras independentes com dimensodes n;,ng, -+ -, ng COM Y. n; = n. De-
signemos por X;; a j—ésima observagdo do grupo i. A média da amostra do grupo i
é

X, = 2= X
7 ng

A média global é dada por

X =

Z§:1 Z?il Xij ou X = k: niX;
n n

Como foi sugerido o teste da igualdade das médias e baseado na comparacao entre variancia

nos grupos (em torno da media em cada grupo) versus variancia entre os grupos (entre as

médias dos diferentes grupos). Pode mostrar-se que a variancia total pode ser decomposta

na soma destas duas componentes

mas
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logo
SST=3"5"(X;; - Xi)*+ 3 n; (Xi = X)* = SSW + $5G
=1 7 i=1

=1 j=1

Se de..nirmos o desvio quadrado médio nos grupos como -%%%5 pode mostrar-se que
este é um estimador ndo enviesado da variancia na populagdo (intuicdo para n — k ?).
Por outro lado, se a hipdtese nula for verdadeira o erro quadrado médio entre os grupos
é também um estimador ndo enviesado de o2. Mas, se a hipotese nula ndo for verdadeira
256 ¢ um estimador enviesado da variancia, 2% sobrestima a variancia porque também
contém informacéo sobre o quadrado das diferencas das médias das & populagdes.

O teste é baseado no racio

S5G

k—1

SSW

n—k
Este racio deve ser proximo de 1 se Hy for verdadeiro. Se o racio for muito maior que 1
devemos rejeitar a hipdtese nula. O que vamos ver de seguida e que, se H, for verdadeira
a estatistica acima tem distribuicdo ' com (k —1,n — k) graus de liberdade.

Se Hp for verdadeira podemos olhar para X;; com¢ = 1,--- , ke j =1,2,---,n;
como uma amostra aleatoria de dimensao 3", n; = n de uma distribuicdo N(u,c?) (as
observacoes vem todas da mesma populacéo). Neste caso sabemos ja que % =52 eum
estimador n&o enviesado de o2 e para alem disso ﬁg tem distribuicdo X2 , (note-se que
H, tem que ser verdadeira para isto se veri..car).

Um estimador ndo enviesado de o2 baseado so na amostra do grupo i e

ooy X2
o I (X% - X))
2 =

e sabemos que

mas isto implica que

Y= 1)SF  SSW

o2 o2

uma vez que a soma de qui-quadrados independentes e qui-quadrado com graus de liber-
dade igual a soma dos graus de liberdade.
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Ora
SsT  SSW n SSG

o2 o2 o2

e sabemos que <5L ~ X2 | e 3 ~ X2 | ha um teorema que garante 22X e S5C sao
independentes e Iogo ~ Xk 1
Os resultados anterlores implicam que, se Hy for verdadeira
_SSG SSG
o2(k=1) k-1

SSW _ — SSW
o?(n—k) n—k

~ Fr_1n—k

Mostrar que se Hy ndo for verdadeira o erro quadrado médio entre grupos e um estimador
enviesado da variancia na populagao.

E[SSG] =

Zm

k k
=B Y nX; - nX2] =Y ik [Xﬂ —nE [X2]
=1 =1

usando o facto de Var[X]=FE [XQ] —[E(X))? a expressao anterior pode reescrever-se:

E[SSG| :zk:m- [Var <)_(z) —i—E@i)?} -n [Var @ —i—E@)Z]

=1
ou seja
k

E[SSG] = Zm[ +uz] [%2+u2]=(k—1)02+i§;m(ul—

1

se a hipdtese nula for verdadeira o ultimo termo e nulo e E[SSG/(k — 1)] = o2, mas caso
contrario o estimador tem enviesamento positivo.

10.1.1 Quadro da analise de variancia

Esta e uma forma de sumarizar a informacéo usada no teste da igualdade das medias

Fonte da Somados Graus de Erro Quadrado F
Variacao Quadrados Liberdade Medio
Entre Grupos SSG k—1 MSG =25 fracMSGMSW
Nos Grupos SSW n—k  MSW =43

Total SST n—1
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Exemplo: No exemplo dos trés tipos de automodveis as amostras recolhidas foram as
seguintes:

A B C
6.6 6.2 51

10.1.2 Modelo de Analise de Variancia de um Factor

Vamos olhar para 0 modelo de variancia de uma forma ligeiramente diferente. Seja a v.a.
X; a observagdo j do grupo . X;; pode ser visto como a soma de duas componentes: a
media no grupo ¢ mais uma v.a. com media zero

Xij = 1 + €

como estamos a assumir que as £ amostras sao independentes isso implica que as v.a. ¢;;
sao independentes. Por outro lado a hipotese de igual variancia implica que todos os ¢;;
tem a mesma variancia.

Se designarmos a media global por 1 e designarmos por G; a diferenca entre a media
no grupo 7 e a media geral, G; = u; — u, podemos ainda escrever o modelo acima

Xij = p+ G; +¢€ij

ou seja, a observagéo X;; e igual a soma da media global com um termo G; que e espici..co
do grupo i com um residuo aleatorio. A hipotese nula de que as médias sao todas iguais
pode ser reescrita

Hy:Go=Gi1=--=Gr=0

Esta forma de olhar para o modelo ajuda a perceber o porque de analise de variancia
com mais de um factor.

Notar ainda que estimador de x é X, que o estimador de G; é X; — X e por ltimo o
estimador de ¢;; obtem-se fazendo a diferenga X;; — (X; — X) — X = X;; — X; (€ po isso
que SSW também é designado como soma dos quadrados dos erros).

10.2 Analise de variancia dois factores, uma observacéo por
cela

Muitas vezes h& mais do que um factor importante que pode afectar o resultado de um
dado fendémeno. Por exemplo, o consumo médio de gasolina depende do tipo de automdvel
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mas pode também depender do condutor, do tipo de gasolina,... Se quisermos estudar a
infuéncia de dois factores podemos usar a metodologia que se segue, a generalizagdo para
mais de dois factores ..ca para VOcés.

Vamos chamar o primeiro factor A e o segundo B. Para cada um dos factores ha
varios grupos (a grupos no primeiro factor e b no segundo) , daqui resulta uma tabela de
combinag@es possiveis dos dois factores (a x b celas). Um aspecto que é importante no
tipo de analise que podemos fazer é o nimero de observagdes por cela (se ha uma ou mais
gue uma observacado por cela).

Talvez seja interessante vermos qual o modelo da populacédo que esta a ser assumido.
Designemos por X;; a observagéo no grupo ¢ do factor A e no grupo j do factor B, com
1=1,---,aej=1,---,b. Esta varidvel aleatoria pode ser vista como a soma de quatro
componentes: a média global, um paréametro «; que é especi..co do grupo 7 do factor A
(que mede a diferenca entre média global e média no grupo i), um parametro 3, especi..co
do grupo j do factor B e uma v.a. ¢;; que representa aquilo que nédo e explicado por
nenhum dos factores e que se assume N (0,02), ou seja:

Xij =p+a;+5;+ ¢

As médias na amostra para cada grupo e global podem ser utilizadas para estimar cada
um dos parémetros acima.

Podemos testar a hipdtese da igualdade das médias nos a grupos do factor A ou dos b
grupos do factor B

Hy:a1=as=--=0a,=0 eHp:f; =0s=--=05,=0

Esse teste é baseado na decomposi¢do dos quadrados dos desvios total em trés compo-
nentes: variacao entre grupos do primeiro factor, variacao entre grupos do segundo factor,
variacdo nos grupos (soma dos quadrados dos erros):

ou seja, SST =SSA+SSB+ SSE.

Tal como no caso anterior ¢ possivel mostrar que SSE /o segue uma distribuigio
qui-quadrado independentemente das hipoteses H, e Hp serem ou ndo verdadeiras. Por
outro lado, se H4 e Hp forem verdadeiras SSA/a?, SSB/o? e SSE /o sdo qui-quadrados
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independentes. SSA/o* tem (a — 1) graus de liberdade, SSB/o? tem (b — 1) graus de
liberdade e SSE/o? tem (a— 1)(b—1) graus de liberdade, isto vem de (ab—1) — (a—1) —
(b—1).

A partir daqui é fécil, para testar H4 usamos o racio M SA/MSE, que segue uma F.
Para testar Hp usamos M SB/MSE. Resumindo:

Fonte da  Soma dos Graus de Erro Quadrado F
Variacao Quadrados Liberdade Medio
Factor A SSA a—1 MSA =454 M3
Factor B SSB n—k MSB = <45 Mah
Erros SSE (a=1)(b—-1) MSE =55
Total SST ab—1

Exemplo: Trés tipos de carros sdo conduzidos com quatro tipos diferentes de gasolina.
O consumo médio de cada carro com cada tipo de gasolina € descrito na seguinte tabela
de 3 x 4:

Carro 1 2 3 4 X
1 6.2 6.0 6.1 58
2 5.3 52 5.0 49
3 57 58 5.6 55
X

J

10.3 Analise de variancia dois factores, varias observacoes
por cela

Se tivermos mais do que uma observacdo por cela obteremos estimadores mais precisos,
mas para além disso vai ser possivel isolar uma outra fonte de variabilidade: a interaccao
entre os dois factores (a ideia é que os dois factores podem ndo actuar independentemente,
por exemplo um dos tipos de automdveis pode ser mais e..ciente, mas a sua e..ciéncia
relativa pode ser diferente consoante o tipo de gasolina).

Agora em cada cela temos varias observacdes, para designar uma observagdo em par-
ticular usamos X ; a [-ésima observacdo do grupo i do factor A e grupo j do factor B. O
modelo implicitamente usado aqui é

Xiji = p4 o + B+ 735 + €iji
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Podemos calcular média global, em cada grupo (linha ou coluna) e em cada cela. A soma
dos quadrados pode ser decomposta em quatro componentes

D5 i (X = X)? =be 30 (X = X)? +ac ) (X - X)*+

e S i (X =X = X+ %)% + 30 oy S (Xt — Xy )?

ou seja SST = SSA+SSB+SSAB+SSE. Se as hipoteses de que 0s o, 0s 3; € 0S 7;; Sa0
todos zero forem verdadeiras SSA/o?, SSB/o?,SSAB/o? e SSE/o? sdo quiquadrados
independentes. SST/o? tem (abc — 1) graus de liberdade, SSA/o? tem (a — 1) graus de
liberdade, SSB/o? tem (b— 1) graus de liberdade. Como SSE/o? tem ab(c — 1), porque
se ..zermos a soma dos quadrados s6 numa cela os graus de liberdade sdo (¢ — 1) e ha
ab celas, é possivel concluir que os graus de liberdade de SSAB/o? sdo (a — 1)(b— 1).
Resumindo:

Fonte da  Soma dos Graus de Erro Quadrado F
Variacao  Quadrados Liberdade Medio
Factor A SSA a—1 MSA =554 A4
Factor B SSB n—k MSB = 328 Mab
Factor AB SSAB  (a—1)(b—1) MSAB =530 MEd
Erro SSE ab(c— 1) MSE = 3255
Total SST abc—1

Exemplo: O exercicio 61 do cap. 15 de Paul Newbold.



Capitulo 11

Teste de Modelos Probabilisticos e Tabelas
de Contigéncia

11.1 Teste de Modelos Probabilisticos, Parametros Con-
hecidos

Neste capitulo estudamos teste que usam estatisticas com distribui¢do qui-quadrado (Karl
Pearson, 1900).

O teste do qui-quadrado mais elementar € baseado nas v.a. Y1, Y, ..., Y que tem uma
distribuicAo multinominal com parametros n € p;,ps,- -+ , p,. Para percebermos o porqué
da estatistica qui-quadrado suponhamos que a distribui¢cdo é binomial, Y1 ~ b(n,p1).
Neste caso, pelo teorema do limite central sabemos que

__Y—np
np1 (1 —p1)
tem uma distribuicdo aproximadamente normal para n elevado (np; > 5 e n(1 —p1) > 5).

Mas, nesse caso, Q1 = Z# tem uma distribui¢do qui-quadrado com 1 grau de liberdade.
Se de..nirmos Y, =n — Y] € p = 1 — p; podemos mostrar que (), se pode escrever

_Mi—np ) (G —op)? | (Vo= npy)?
npi(1 —p1) npy npy
Em geral, para uma multinomial, ¢); pode ser escrito

Q1

Q= zk: L 7—ln.pz')2
i=1 Pi
e ()1 tem distribuigdo qui-quadrado com k& — 1 graus de liberdade.
Repare-se que E(Y;) = np;. Logo Y; —np; mede a diferenga entre o valor observado de
ocorréncias do atributo i e o valor esperado de ocorréncias em n experiéncias. A estatistica
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do qui-gaudrado mede a proximidade dos valores observados em relacdo aos esperados. Se
o0 wvalor da estatistica for pequeno nao rejeitamos a hipétese nula de que a distribuicdo de
Y1, .-+ ,Y; € uma multinominal com parametros n e p1,po,--- ,px. Se, pelo contrério, o
valor do teste for muito elevado o modelo probabilistico assumido é rejeitado.

Exemplo 1: Testar se uma amostra é aleatéria Se tomarmos uma sequéncia
aleatdria de digitos aleatorios (nimeros de 0 a 9), a probabilidade de dois digitos con-
sequtivos serem iguais € 1—10 a probabilidade de dois digitos consequtivos divergirem de 1
namero (assumindo 0 e 9 sdo nimeros consequtivos) é % e todas as outras hipoteses tém
probabilidade 5.

Consideremos a sequéncia de 51 digitos seguintes:

5831946 79 2
6 3087 5136 2
1954803714
6 04 38 27398
56 1 87035 25
2

dos trés tipos de ocorréncias possiveis veri..caram-se (50 diferencas observadas):

Freq E(Y;)
Mesmo 0O 5
Dif 1 8 10
Dif >1 42 35
Total 50 50

Se calcularmos a estatistica do qui-quadrado obtemos
(0-5)2 (8-10)2 (42— 35)2
5 + 10 * 35

logo a hip6tese nula de que os digitos foram gerados aleatoriamente é rejeitada. Repare-se
que este exemplo mostra que aideia que em nimeros gerados aleatoriamente ndo aparecem
digitos seguidos iguais!

—6.88 > 5.991 = Xps.

Exemplo 2: Testar se 4 moedas Seja X 0 numero de caras que ocorrem quando
guatro moedas sdo langadas. Se as moedas forem todas bem comportadas, e independentes
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a distribuicdo de X é b(4, é). Suponhamos que sao feitas 100 repeticdes desta experiéncia
com os resultados seguintes:

X 0 1 2 3 4
Freq 7 18 40 31 4
E(Y) 625 25 37.5 25 6.25

onde usamos as probabilidades de numa (4, 3) o valor de X ser 0,1,2,3 ou 4 para calcular
os valores esperados nas 100 repeticdes. O valor da estatistica qui-quadrado é 4.47. Usando
a = 0.05 o valor critico da qui-quadrado com (5-1) graus de liberdade é 9.488. Logo, a
hipétese nula ndo é rejeitada.

11.2 Teste de Modelos Probabilisticos, Parametros Descon-
hecidos

O que acontece se os parametros do modelo probabilistico que se pretende testar forem de-
sconhecidos. Nesse caso teremos que estimar primeiro os parametros e s6 depois construir
0 teste do qui-quadrado. Uma forma de estimar é encontrar os estimadores que mini-
mizam a estatistica do qui-quadrado, estimadores do qui-quadrado minimio. Neste
caso, se for m 0 nimero de parametros a estimar a estatistica do qui-quadrado segue uma
qui-quadrado com k& — m — 1 graus de liberdade.

Se usarmos outros métodos para estimar os parametros a estatistica do qui-quadrado
serd em geral maior do que a que obtinhamos da minimizagdo. Por esta razdo, a proba-
bilidade de rejeitar a hipdtese nula sera maior do que se se minimizasse a estatistica do
qui-quadrado.

Exemplo: Num estudo sobre jornais diarios numa amostra de 262 blocos de texto (cada
bloco com aproximadamente 200 palavras) conclui-se 0 nimero de ocorréncias média da
palavra “poder ” foi de 0.66. A tabela seguinte mostra a frequéncia de 0, 1, 2, 3, e mais
que 3 ocorréncias

#deocorr. 0 1 2 3o0ou>
Freq 156 63 29 14
O nosso objectivo € testar a hipo6tese nula que as ocorréncias daquela palavra seguem uma
distribuicao Poisson:
oM\

!

P(z) =
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onde A € o numero médio de ocorréncias. Como A € desconhecido podemos usar a média
na amostra para estima-la X = 0.66 e calcular, para este valor, qual a probabilidade de
0,1,2, e 3 ou mais ocorréncias. Disto resulta:

# de ocorr. 0 1 2 3ou>
Freq 156 63 29 14
Prob 5169 3412 1126 .0293

Freq. Esp. 135 89 30 8

Calculando a estatistica do qui-quadrado obtemos

156 —135)%2 (63 —89)> (29 —30)2 (14— 8)?
( ) +( ) +( ) +( )
135 89 30

= 15.396

Como hé& quatro categorias e estimamos um parametro o nimero de graus de liberdade é
2. Para o = 0.005 o valor de X02.00572 =10.6. Logo a hipotese nula é rejeitada a um nivel
de signi..cancia de 0.5%.

11.3 Tabelas de Contingéncia

Consideremos um certo fendmeno aleatério cujos resulatdos podem ser classi..cados de
acordo com dois atributos A e B (por exemplo, peso e altura). Vamos assumir que
cada atributo tem um certo nimero de categorias Ai,---, A, e By,---, B. (categorias
mutuamente excluxivas e exaustivas). Logo, temos um total de rc classi..cacBes possiveis.
Os resultados da classi..cacdo podem ser representados numa tabela com r linhas e ¢
colunas.

Seja pi; = P(A;()Bj) e Y;; 0 nGmero de observacdes na cela da linha 7 e coluna j
(frequéncia de A; () B;). Se a experiéncia for repetida n vezes a variavel aleatoria

Q= ZZ_&N rc—1

i=1 j=1 "Pij
Suponhamos que pretendemos testar a independéncia de A e B. Ou seja,
P(Ai()B)) = P(4)P(B))

e bastaria substituir p;; por p;. X p ;.
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O problema e que nas aplicagOes raramente se conhecem as probabilidades p;. e p ;. O
que signi..ca que vamos ter que estima-las usando as frequéncias observadas

C '
~ _ Y _ ~ _ Yy o
Pi. =" onde y; = Zlyij E€p; = —nl, onde y ; = Zym
— =
no processo de estimagdo perdemos (r + ¢ — 2) graus de liberdade (isto porque probabili-

dades tém que somar 1, logo basta estimar (r — 1) + (¢ — 1) parametros.
Usando como estimadores as frequéncias observadas na amostra e o facto de

YZ] n(Y; /n)(Y.j/n)) Vi — =5
Q= ZZ ( Y.j/n) ZZK—L

rc 1—(r4c—2)
=1 j=1 /n(Yj/TL =1 j=1
podemos efectuar o teste de independéncia de dois atributos de uma classi..cacdo. Se o val-
or da estatistica exceder X2 A (rte-2)0 rejeitamos a hipotese nula ao nivel de signi..cancia
X (100)%.

Exemplo: Queremos testar se o tipo de curso escolhido é independente do sexo do
estudante. A tabela seguinte apresenta os resultados de uma amostra de 400 estudantes
classi..cados de acordo com sexo e curso

Gestdo  Engenh. Artes & L. Medicina Outros Total

Mase. 21 16 145 2 6 190
(16.25) (9.5 (152) (7.125) 475

Formin. 14 4 175 13 4 o0
(18.375)  (10.5) (168) (7.875)  (5.25)

Total 35 20 320 15 10 400

onde os valores em parenteses sdo os valores esperados na hipotese de independéncia.
O valor da estatistica do qui-quadrado ¢ ¢ = 18.93 e a nivel de signi..cAncia de 1% a
hipétese nula de independéncia seria rejeitada (X7,,, = 13.28). E interessante notar
gue se analisarmos os termos que contribuem mais para o valor de ¢ eles correspondem a
engenharia e medicina. E também de notar que um dos valores esperados é inferior a 5,
mas ndo ha grande problema porque a categoria outros contribui pouco para o valor de q.



