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TRABALHO PARA CASA n°1

1) Considere o seguinte modelo de crescimento de uma populagdo em tempo discreto

2)

3)
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onde N, representa o tamanho da popula¢do na geragdo n (n=0,1,2,...), a >1, >0 e o tamanho de
cada geragéo é &>0.

a)
b)

¢)

d)

Quais as dimensdes fisicas de a, Se 0?
Determine os pontos de equilibrio e estude a sua estabilidade (local).

Obtenha uma solugdo explicita (expressao explicita para N, em termos de Ny) e determine o seu
limite quando n — oo,

Pondo a=1+rd, mostre que, quando J-0, se obtém o modelo logistico e determine a taxa
intrinseca de crescimento e a capacidade do sustento do meio do modelo limite. Assim, o modelo
atrds considerado pode considerar-se como uma das versdes em tempo discreto do modelo
logistico.

Considere os seguintes valores, obtidos por censo, da populagdo portuguesa residente no continente e
ilhas em milhdes de habitantes:

i t; Ano civil Populacao N(z;) (em
milhdes de habitantes)
1 0 1890 5,102891
2 10 1900 5,446760
3 21 1911 5,999146
4 40 1930 6,808719
5 50 1940 7,755423
6 60 1950 8,510240

Considere o modelo malthusiano de crescimento populacional Y(¢)= Y(0) + r ¢, com Y(£)= In N(¢).

a)

b)

Faca um ajustamento dos pardmetros aos dados Y(#,) (i=1,2,3,4,5,6) pelo método dos minimos
quadrados (regressao linear).

Determine o valor previsto por regressdo para a populagdo em 1991. Compare com o valor
observado da populagdo no censo de 2001, que foi de 10,356117 milhdes de habitantes e
comente.

Considere o seguinte modelo para o crescimento da populagdo sujeita a emigragao:

av_ N EN
dt K) A+N

onde N=N(¥) é o tamanho da populagdo no instante £20 ¢ onde r, K, E ¢ 4 s@o pardmetros positivos. O
segundo termo do lado direito da equagdo representa a emigragao.



a) Interprete o termo de emigracdo, particularmente no caso de populagdes pequenas e de
populagdes grandes.

b) Determine os pontos de equilibrio e discuta a sua estabilidade. Infira sobre o comportamento
assintotico da populagao.

4) Estude o processo de nascimento e morte simples com imigragdo (a taxa constante ¢ independente do
tamanho da populag@o).

5) Considere o modelo de Gompertz de crescimento de uma populagdo

dN In
— = rN(l— n—J , NO0)=N>0 (*)

onde N=N(t) representa o tamanho da populagdo no instante /20, >0 ¢ um parametro de
crescimento e K>N, ¢ a capacidade de sustento do meio. Suponha que ha flutuagdes aleatorias do
meio que perturbam o parametro 7 por um ruido colorido, que aproximaremos por um ruido branco
O £(1), onde £(¢) ¢ um ruido branco padrdo e >0 mede a intensidade das flutuagdes. Ficamos com
um modelo descrito pela equacao diferencial estocastica de Stratonovich

S d—N—(r+cs(t))N[1—m—NJ N(0)=Ny>0 o
S 5= ink ) NO=N>0. **)

a) Obtenha uma solugdo explicita Ny(f) da equacgdo (*) (modelo deterministico) e estude os
equilibrios e estabilidade de (*). Sugestdo: Use X=In N .

b) Obtenha uma solugéo explicita N.(f) da equagdo (**) (modelo estocastico). Sugestdo: Use X=In N .

¢) Determine a distribui¢do de X.(¢)=In N,(?) e diga qual a probabilidade de extingdo da populagéo no
modelo (**). Sugestdo: Use a propriedade de que J. f (S) dw(S) (integral de Ito or Stratonovich),
onde w(f) ¢ o processo de Wiener padrdo, tem, para f{s) independente do acaso, distribuigdo
normal com média 0 e variancia j f2(s) ds.

d) Determine a distribuigdo assintotica de X.(¢) (isto ¢, a distribuigdo limite para que tende a
distribui¢do de X.(f) quando ¢- +) e determine a sua média, desvio-padrdo e coeficiente de
varia¢do.

e) Calcule a moda, a média, o desvio-padrio e coeficiente de variagdo de N(?).

f) Compare o comportamento do modelo deterministico e do modelo estocéstico.



