Trabalho para casa n® 2
Data entrega: dia 25 de Junho de 2010 na aula (s@mpuder vir & aula, ponha no
cacifo do docente ou envie ficheiro por e-mail)

Célculo Financeiro Avancado
Equacdes Diferenciais Estocasticas e Aplicacoes
Equacotes Diferenciais Estocasticas e AplicacOes Bigicas

1. Determine a média e a variancia de = j;sexp(—Ws)dWS.

2. Mostre que
J'(t)exp(—WS)ds+%I;sexp(—ws)ds—texp(—w) = J.(t)sexp(—WS)dWs .

Sugestéo: Aplique o teorema de It&a=texpW, . )

3. SejaY; =tW, . DeterminedY; e aproveite o resultado para mostrar que

[7 s = twg ~ ['wids.

4. Mostre que a equacady (t) =Y(t)dw(t) comY (0) = 1tem solucéo
Y(t) =expW(t) -t /2) para0.

5. Considere o modelo de Black-Scholes
dX (t) =rX(t)dt + oX (t)dW(t)
X(0)=%x,=5,30 €
comr=0,04/ano e*=0,02/ano.

a) Determine PX(10 anos)>8,00 £€].

b) Simule 100 trajectdrias dqt) parat no intervalo [0, 10] anos e veja quantas delas
verificam a propriedade de X(10 anos)>8,00 £.

c) Determine PX(10 anos)>8,00 €4(9 anos)=7,50 €{(5 anos)=4,83€].

6. A equacdo diferencial estocéstica
dX (t) = rX (t)(In K = In X (t))dt + oX (t)dW/(t)
X(0)=x0>0,

comr, g, K >0 é muito utilizada para modelar o crescimentopdpulacdes em
ambiente aleatdrio com recursos limitados. Notgwse o modelo deterministico (que
se obtém quanda=0) é o conhecido modelo de Gompertz, convergintioranho da
populacdo para um valor de equilibkiaquandat - +c0. Este mesmo modelo, embora
com uma parametrizacdo diferente, é utilizado gaxas de juro a curto prazo
(modelo de Black-Berman-Toy).

a) Resolva explicitamente a equacéo.
b) Determine a distribuicdo transiente£{€=In X(t).
c) Determine a distribuicdo estacionariazdgn X.



Exercicios suplementares

Nota: Os exercicios assinalados com * sdo de gralifiduldade mais elevada (s6
recomendados a estudantes com boa formag¢éo matamati

6. * Para decomposi¢cdes Qa<t<...<t,n=t (n=1,2,...) de [&] com diametro a tender

para 0, mostre quéW(tnk)(\N(tnk) —W(tn’k_l) O D]] - —6N 9] +t)
k=1

7. * Mostre que a classe das funcdes em escada[@¢]tl¢ um subespaco vectorial de
H,[0,1].

8. * Mostre que, dadas quaisquer fungdegrz1,2,...) de HO,t] convergentes paralG
H,[0,t] na norma deste espaco, vﬁ@n(s)dW(s) O H% > J';G(s)dW(s) :

9. * Mostre que, s&(t) e Xy(t) sdo processos de ItoYgt) = X4 (t) X,(t), entdo
dY (t) = X1 (t)dX; (t) + X (t)dXy (t) + (dX1 (1)) (dX (1)) -

10. Considere o modelo de Black-Scholes
dX (t) = rX(t)dt + oX (t)dW(t)
X(0)=%0=5,30 €
comr=0,04/ano e*=0,02/ano.

a) Simule 2 trajectorias.

b) Suponha que ndo conhegiae ¢ e que os seus dados reais eram uma dessas
trajectérias. Determine um intervalo de confianc@5&6 paraR=r-c*/2 e V=0,
[Se o trabalho de aplicacéo for sobre dados reastimacdo destes parametros,
nao se justifica fazer este exercicio, pois sepetitivo].

c) PARA FAZER MAIS TARDE. Determine H}, «<Ts ¢, onde T, € o0 tempo de
primeira passagem ot) pora.



