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Modelo de Black-Scholes com taxas de rendimento varidaveis
com o dia da semana

Claudia Patricio

Untverstdade de Fvora

Carlos A, Braummann
CIMA-UE (Centro de Investigagdeo em Matemdtica e Aplicacdes da Universidade de
E:'trrjm,n'

Resumo: O modelo de Black-Scholes para a cotago de uma accio utiliza o movi-
mento brownianoe gecmétrice com taxa de rendimento e volatilidades fixas, Viarios
autores tém apontado para o efeito do dia da semana na cotacio das acgies. Nds mo-
deldamos es=e eleito considerando que cada dia da semana tem uma taxa de rendimento
prapria. Obtivenos os estimadores dos paramelros e as suas propriedades assintdlicas
e aplicamos a dades da cotagao de acges do BCP {valores de fecho didgrios) no periodo
de 1992.01.02 a 109912 30, Utilizdmos ainda um teste assintdtico e um teste exacto
tipo ANOWVA para testar a hipdtese nula de que as taxas de rendimento dos diferentes
dias= da semana nao diferem entre si. Apresentamos também métodos de previsao,

Palavras—chave: Cotagio de accdes, Movimento browniano geométrico, Taxas de
renclinento variivels, Estimacio, Testes, Previsao

Abstract: The Black-Scholes model for stock prices uses geometric brownian motion
with fixed return rate and fixed volatility. Several authors have pointed out the effect
of the week day on stock prices. We have modelled such effect by assuming that each
wewtk day has its own return rate. We have obtained the parameter estimators and
their asvinptotic properties and have applied the results to daily closure stock prices of
the BCP bank for the period January 2, 1992 to December 30, 1999, We have also used
an asymptotic test and an ANOVA-like exact test to test the null hyvpothesis that the
return rates of different week dayvs do not differ. Prediction methods are congidered too.

Keywords: Stock prices, Geometric brownian motion, Variable return rates, Estima-
tion, Testing, Prediction
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1 Introducao e modelos

O modelo de Black-Scholes (ver [1]) para descrever o comportamento da cota-
cao X — A{t) de uma accio na bolsa & caracterizado pela equacio diferencial
eslocdstica

dX(t) = rX(0)dt + o X ()dW (L), (1)
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onde W(t) é um processo de Wiener padrio e os parimetros v e o = {) re-
presentam, respectivamente, a taxa {"média” instantdnes) de rendimento e a
volatilidade (medida da intensidade das flutuacoes aleatdrias do mereada).

A solugao de (1) recorrendo ao céleulo de Tto (ver [4] e [8]) é o que designamos
por movimento browniano geométrico e o sen logaritme ¢ dado por:

2

mX(t)=IlnXg+Rt+oW(t) com R=r— ‘% (2)

Adoptando para unidade de tempo o intervalo entre ohservacies do processo,
sejam ty, = & (h =0,1,2,...,n) os instantes de observacio, Podemos trabalhar
com o modelo em tempo disereto, a que chamaremos modelo 1:

IL-
InX(E) =nX(0)+ Bk+aW (k) =nX{0) + Z B4+ aW(k). (3)
i=1

Vamos aplicar este modelo, e que a taxa de rendimento e a volatilidade séo
fixas, a dados da cotagio didria de fecho de acches do BCP (Banco Comercial
Portugués) no periode de 1992.01.02 {dia correspondente a k = () a 1999.09.30
{dia correspondente a & = n = 1899), A unidade de tempo ¢ o dia e 86 contamos
os dias em que se realizam transacedes, sendo assim sempre de um dia o intervalo
de tempo entre observaghes consecutivas,

Com o objective de estudar o efeito (apontado por virios autores) do dia da
semana nas cotagdes, consideramos um modelo andloge ao modele 1, mas em
que cada dia de transaccio passa a ter uma taxa de rendimento que depende
do dia da semana. Neste modelo 2. trabalhamos também com o tempo dis-
cretizado tp = & mas vamos supor que a taxa de rendimento £, em lugar de
ser fixa, depende do dia da semana. Seja K(i) o dia da semana correspondente
ao dia i; por exemplo, se o dia © corresponde a uma 2.7 feira, vem K {i) = 2.
Teremos entdo taxas de rendimento By {d = 2,3, 4.5, 6). sendo Ry o taxa de
rendimento do dia i. O modelo 2, que vamos aplicar aos mesmos dados, toma
assim a forma

& fi k
In X (k) =InX(0)+> Ry +oW(k) =lnX(0)+> " > Ryt+aWi(k). (4)
i=1 d=2 =1
LT

Na Seccfo 2 referiremos a estimacio de pardmetros do modelo 1 (sezundo
métodos que se podem ver em [1] e [2]) e obteremos os estimadores de maxima
verosimilhanca e suas propriedades assintdticas para o modelo 2, Na Secgio
3 iromos testar a hipdtese nula de que as taxas de rendimento dos diferentes
dias da semana ndo diferem entre si. Para tal, usaremos um teste assintético
e razao de verosimilhancas e um teste exacto tipo ANOVA desenvolvido em
[3]. Na Secgio 4 desenvolveremos métodos de previsio a médio prazo e passo a
passo para o8 modelos 1 e 2 e aplicé-los-emos & previsio da cotacio didria de
fecho das acgfes do BCP para o perfodo de 1999.10.01 a 1999.12.30, A Seccio
O contera as conclusces,
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2 Estimacao de parametros
Suporemos X (0) conhecido e poremos V = . Por comodidade, iremos tra-
balhar com os logaritmos das observacoes Y =In X (k) (k=0,1,2....,n).
2.1 Modelo 1
Os pardmetros deste modelo sio Ve B, De (3) vem
Y =Yio1 + R+ VV(W(k) — W(k - 1)). (5)

Logo, Y condicionada a Yi_; ¢ normal de média Y;_; + R e variancia V" pois
Yir-1 ¢ independente de W(k) — Wik —1).

Usando o facto de X(f) e, portanto, Y, serem de Markov, obtém-se facilmente
a funcao de log-verosimilhanca:

L(R,V|Yi,-...Ys) = _E " In(27) — —1111 it Z[Y Ye.i— R (6)
Obtemos os estimadores de méxima verosimilhanca (MV), R e V. que sio os
valores que maximizam a funcio L(R, V|Y7,..Y5 )

P = Yazh

n

V=1%(¥-Ye1 - R)?
c=1

A matriz de informacao de Fisher é

_g|#LEV] _g LRV

it i) TR o
- _E LRV _E FLIRV) =1 0 D:._‘_ .
VAR a1 2

Invertendo esta matriz obtemos a matriz de variancia-covariincia assintotica
{ver [5] e [T]) dos estimadores de médxima verosimilhanga

=1 FKII” 0 L"m'[f?] Cmr[ﬁ’. r]
Inf™ = [ 0 2Vin ] aE [ Cov[R, V] Var[V] ]

Desta forma. podemos obter intervalos de confianca aproximados para R e V
com o nivel de confianga 1 — a:

1’?1: _"-'ﬂvm [S:I

V + 21_a21/2V2/n, (9)

onde z, representa o quantil de ordem g da distribuicio normal reduzida.
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Aplicando aos dados das acgies do BCP (cotacoes didrias de fecho) no pe-
riodo de 1992.01.02 a 1999.09.30. obtemos, utilizando (7). B = 0. 0003521 /dia
(om equivalentemente 0, 09359 /anc) ¢ V = 0.0002528 /dia (ou 0.06194 /ano). O
ano a que nos referimos é o ano transaciondvel. Assim, as taxas anuais foram
obtidas das didrias multiplicando-as pelo niimero de dias do ano em que se rea-
lizaram transacgoes. A partir destes estimadores e de (8) e (77) facilmente de-
terminamos intervalos de confianca aproximados a 955% para R e V. O intervalo
de confianca aproximado obtido para V foi [0: 0002367 /dia; 0. 0002689 /dia). en-
quanto que o exacto (baseado no facto provado em (2] de nV'/V ter exactamente
distribuiciao qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade) foi [0.0002376/dia;
0,0002699/dia]. O intervalo de confianca a 95% aproximado para R obtido foi
[—0, 0003330 /dia; 0, 0010972 /dia]. cnguanto que o exacto (baseado no facto pro-

vado em (2] de (R - R}l\r."'in —1)/V ter exactamente distribuicio t de Student
com n — 1 graus de liberdade) foi [—0, 0003336 /dia; 0,0010978/dia].

Verificamos que os intervalos de confianga bascados na aproximacgio assinté-
tica sio quase exactos, o que era de esperar atendendo ao tamanho da amostra.
Izso0 dd-nos confianca para utilizar a aproximagao assintdtica que iremos desen-
volver para o modelo 2. Note-se que a precisio (medida pela semiamplitude do
intervalo de confianga) da estimativa de i é muito fraca (=6 melhoraria se a
volatilidade fosse menor e/ou o periodo de observagio fosse maior), mas j4 V' é
estimado com boa precisao (pois temos um elevado nimero de observagoes).

Uma vez que zero estd no intervalo de confianca, concluimos, pela dualidade
dos testes de hipoteses, que R nao ¢ significativamente diferente de 0 (ao nivel
de significanecia de 5%).

2.2 Modelo 2
Os parametros deste modelo sdo V e By (d = 2.3,4,5,6). De (1) vem
Yo =Yioa+ Bgp + VV(W (k) - Wik - 1)). (10)

Logo, i condicionada a ¥Yi._; ¢ normal de média Yi._y + Ry e variancia
V. A funcio de log-verosimilhanca é dada por

L(Ra, Rg, Ry, Rs, Re, VIV, ..Y,)

=-1@27) -3V -3 3 ¥ (Yi—Yio - R (11)

d=2 k=
Kik}

o

Os estimadores MV sao agora:

Ry = ”1_ Z_: (Yx = Yim1) (d=2,3,4.506)

Kikjmd (12)
oo L] i ’ L]
V= % Z E (Yo —Yi — Rd]z.

dm2 k=1
Kiki=d
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onde ng & o nimero de dias observados cujo dia da semana é d (mimero de
elementos do conjunto {k € {1,2,....n} : K(k) = d}).

A matriz de informacao de Fisher pode ser obtida, verificando-se que & dia-
gonal, logo facilmente invertivel. A matriz de variancia-covariineia assintdtica
dos estimadores MV é a inversa da matriz de informacao:

Vine 0 0 0 0 0
0 Ving 0 0 0 0
B 0 0 Ving 0 0 0
| B i
Inf~" = 0 0 0 Ving O 0
0 0 ] 0 Ving 0

0 0 0 0 0 2Vin

A partir dela podem entdo obter-se intervalos de confianga aproximados para
Ry (d=2,3,4,56)eV:

Ri%z_a2vVV/ing (13)
Vxz_apy/2V3/n. (14)

Aplicando o modelo 2 aos dados atras referidos do BCP, obtivemos, através

de (12), (13) e (14):

Estimadores Intervalos de confianca a 95%

R = 0,0008548 /dia = 0, 23393 /ano | [0, 0006450, 0, 0025546] /dia
Ry = 0,0004573/dia = 0,11204/anc | [—0, D011425; 0, 0020571)/dia
Rty = 0,0008460/dia = 0, 20727 /ano [=0,D007351; 0, 0024271] /dia
iz = 0,0001709/dia = 0,04187 /ano [=0,0014352: 0,0017770]/dia
Rg = —0,0005361 /dia = —0, 13134 /ano | [0, 0021400; 0, 0010679]/dia

V = 0,0002525 /dia = !],_E]ﬁ]ﬂﬁfalm 0, 0002364; 0, (002685 /dia

3 Testes de comparacgao das taxas de rendimento

Para o modelo 2 ¢ possivel realizar testes de comparacio dos R's. Assim,
podemos testar a hipdtese nula de By = Ry para quaisquer o e d° com d # d°
por um cldssico teste de comparagao de médias. Com efeito, dada a indepen-
déncia entre Ry, ..., Rg e a normalidade assintética destes estimadores, podemos
usar a estatistica de teste

Ry — My
Zida) = T — qF ' (15)
Ra | mge

cuja distribuicio é assintoticamente normal reduzida.
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Fizemos esses testes para os dados do BCP ji mencionados ¢ os valores
obtidos para Z44-) com d # d* e d,d* = 2,...,6 ficaram todos no intervalo
entre valores criticos (—1,96; 1,96). Assim, para cada par de indices d e d* com
d # d*, aceita-se a hipdtese nula de ser By = Ry- ao nivel de significancia de 5%.
Note-se, porém, que estes testes ndo sao independentes entre si. Imaginemos que
comparamos s com Hy e Ry com By ao compararmos B com By, o resultado
deste teste ji ndo serd independente dos resultados anteriores. De facto, sd 4
dos 10 testes possiveis é que sdo independentes. Assim. ndo faz muito sentido
utilizar simultaneamente estes 10 testes partindo do prineipio que o nivel de
significAncia se mantém. Nesse caso, é preferivel fazer um teste de comparacio
miiltipla baseado no teorema de Scheffée (ver, por exemplo, [6], pg. 53-54), o que
¢ (assintoticamente) possivel pois a matriz de varincia-covaridneia assintética
de ( Ra, RBa. Ry, B, Rg) é da forma VC com a matriz C conhecida (Cu=1n;e
Ci; = 0 para i # j). Como este teste é mais conservativo, as hipdteses nulas de
nio haver diferencas significativas entre cada um dos 10 pares sob comparacio
seriam igualmente aceitas.

Podemos também obter intervalos de confianca aproximados com nivel de
confianca 1 — o para as diferengas By — Fy- com d # d*, que serdo da forma

By— Ry + 2, a2 Y 4 ¥ Como os ng {d = 2,3.4.5,6) pouco diferem

That Mg
entre si, 0 mesmo sucede & semiamplitude destes intervalos, que anda A volta
de 0,00226. Também estes intervalos de confianga ndo sdo independentes e,
por isso, nao faz muito sentido considera-los simultaneamente pensando que se
mantém o nivel de confianga. Para os considerar simultaneamente serda entio
preferivel utilizar o teorema de Scheffée (ver, por exemplo, [6], pg. 53-54); os
intervalos de confianga simultinens para todas as 10 diferengas fy — Rg- obtidos
desta forma tém semiamplitude naturalmente superior, aproximadamente ignal
a 0, 00385.

Em vez de compararmos os R's dois a dois, podemos compard-les global-
mente testando a hipdtese nula Bs = Ry = Ry = Hy = Rg. Para isso, note-
mos que o modelo 1 é um caso particular do modelo 2 que se obtém precisa-
mente quando esta hipdtese nula é verdadeira, Entao, testar a referida hips-
tese nula pode fazer-se através de um teste de razfo de verosimilhancgas
[‘L{‘I {a]) para a comparagédo dos modelos 1 e 2. A estatistica de teste serda

= 2L(Ry, ..., R, VIV4,..Y,) — 2L(R.V |¥1,...¥n)] € seguird assintoticamente
uma distribuigao gqui-quadrado com 4 graus dc Ilberdnde (diferenca entre o mi-
mero de parametros do semundo e do primeiro modelo).

De (6), (7), {(11) e (12) vem

RI’lY ’)= [,.]—ﬂm—-
L(R,.. 74 b I }=—;1n{2r) 2inV -3,

pelo que
T=nln (i}';i}'). (16)
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No caso dos dados do BOP, obtéme-se T = 2, 1555 e, como o valor eritico da
distribuigio qui-quadrado com 4 graus de liberdade para o nivel de significinecia
de 5% & 9, 4877, a hipdtese nula de igualdade conjunta de todos os R's é aceita
a esse nivel de significancia. O modelo 2 reduz-se entdo ao modelo 1.

Este ¢ um teste assintdtico que, dado o elevado nimero de observacoes, é
quase exacto, Podiamos também realizar um teste exacto tipo ANOVA desen-
volvido em [3]. A variagio total de cada um dos modelos é dada por

VI =n 'E'
VT =nV

(respectivamente, a variacdo total ¢ a variacao dentro dos grupos) e a variacio
explicada pelos dias da semana (variagio entre os grupos) é

VEDS =VT} — VTa.

No caso de a hipdtese nula de igualdade de todos os R's ser verdadeira, VEDS
e VT, siio independentes e tém distribuicao qui-quadrado com 4 e n = 5 graus
de liberdade, respectivamente. pelo que a estatistica de teste

VEDS/
F=——
VT2/(n—5)

tem distribuicio F com (4, n — 5) graus de liberdade (ver [3]).

No caso dos dados do BCP, obtivemos I = 00,5378 e o valor critico da
distribuicio F com (4, n — 5) graus de liberdade ¢ 2,3766 para o nivel de
sipnificincia de 5%; logo, aceitamos a hipdtese nula.

4 Previsao

Nesta secc@o iremos tratar de previsdes de cotactes futuras e obter intervalos
de confianga para esses valores. Para isso utilizamos dois tipos de previsao:
Previzao a médio prazo - Observa-se o processo Y até ao instante n, e
prevé-se o valor do processo Y para diversos ¢ > n.
Previsao passo a passo - Utilizam-se as ohservacdes ¥y, V), .. Y, para
prever apenas Y. 1. No dia n+1, conhecido ji o verdadeiro valor de Y514, usam-
se as observagies anteriores mais ¥, 41 para prever Y, .o e assim sucessivamente.

Método de Previsao:
O critério de minimizacio do erro quadritico médio daria como preditor de
Y; com t > n, conhecidos Y3, Y3, .... Y,

Yo+ Rt —n) modelo 1
t

Yot Y Rrp modelo 2.
k=mn+1

Y; = E[Yi1,.... Ya] = E[Yi|Va] =
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Como desconhecemos R e Ry, vamos usar os preditores

Y, + R{t - n) modelo 1
o - i
e Yo+ ¥ Rgyy  modelo 2. (17)
k=n+1

() erro de previsao o ¥ tem distribuigan normal com média 0 e variincia
Vit —nif/nonl’ ELZ {ma{mg + ng)/ng), conforme se trate do modelo 1 ou
do modelo 2. Aqui, my é o mimero de dias observados entre n e # cujo dia
da semana ¢ d (isto &, o nimero de elementos do conjunto {& € {n 4+ 1....i}

K(k) = d}). Substituindo V7 por V. abtemos para intervalos de confianga de
previsao aproximados com nivel de confianga 1 — e

1}; tziam 1,‘.." i’ff —nlt/n modelo 1

. . f
Yit oz o /V 3 {malmg + ng)/ng) modelo 2,
d=2

(18)

No caso da previsio passo a passo, 0 mesmo método dd, para a predigao de

Yia1 conhecidos ¥y, ¥, 00 Y, o8 preditores
. m + 1o 1
Vi = { 1:r. + i modelo (19)
m T RH{rrL+I] modelo 2.
¢ 08 intervalos de confianca de previsao aproximados para Y4
3 s o
Yo £ 21—nayf Viell + 1/m modelo 1
n T Zi—asz\f Vil jm) (20)

i,:':-z = | —rf2 ﬁv.'lllli"::'.': |:1 + lfl.ﬂHI_Ht+1] .] modelo 2.‘

onde V,, e V;,, sio os estimadores MV de V', respectivamente para os modelos 1
e 2, mas usando na estimagio todas as observagoes Yo, Y1, . Y eonde ng é o
niimero de elementos do conjunto {k £ {1,....m} : K{k) = d}).

Baseados nos estimadores obtidos dos pardmetros das accoes do BOP {que
utilizaram as observagoes de 1992.01.02 a 1999.00.30), fizemos previsbes para o
periodo de 199910001 a 1999.12.30. A Figura 1 apresenta (na variivel logaritmo
da cotagao) as previsoes a médio prazo para o modelo 1. Nas previsoes passo a
passo (isto &, dia a dia) para o modelo 1, apresentadas na Figura 2, utilizamos os
estimadores dos parfnetros baseados nas observacies até ao dia m para prever
o dia m + 1. Nio apresentamos as figuras correspondentes is previses para o
modelo 2 porque sao praticamente indistinguiveis das correspondentes figuras
para o modelo 1. As Figuras 3 e 4 apresentam, respectivamente para a previsio
a médio prazo e passo a passo, os residuos {diferencas entre o valor observado e
o valor previsto dos logaritmoes da cotagho).
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Figura 1: Previsio a médio prazo para o periodo 1999.10.01 a 1999.12.30,
usando o modelo 1, de In X;, onde X; é a cotacio das accgoes do BCP. O valor
previsto esta a traco grosso, o valor observado estd a trago fino e os limites de
confianca a 95% da previsao estdo a tracejado.
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Figura 2: Previsio passo a passo para o periodo 1999.10.01 a 1999.12.30,
usando o modelo 1, de In Xy, onde X, é a cotagiao das acges do BCP, O valor
previsto estd a trago grosso, o valor observado estd a trago fino e o8 limites de
conflanca a 95% da previsio estio a tracejado.
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Figura 3: Residuos da previsao a médio prazo para o perfodo 1999.10.01 a
1999.12.30 de In X,. onde X; ¢ a cotacio das accoes do BCP. Os residuos do
modelo 1 estdn a tracejado e os do modelo 2 a cheio {380 quase indistinguiveis).
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Figura 4: Residuos da previsao passo a passo para o periodo 1999.10.01 a

1999.12.30 de In X;, onde X, é a eotacho das acgdes do BCP. Os residuos do
modelo 1 estdo a tracejade e os do modelo 2 a chelo {580 quase indistinguiveis),
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Ohserva-se (olhando para as Figuras 3 e 4) que, em termos de previsio, as
diferencas entre os dois modelos sdao insignificantes. Ja as diferencas entre a
previsio a médio prazo e passo a passo sao notdrias, como era de esperar. Tais
conclusdes sao sustentadas olhando para a soma dos quadrados dos residuos ao
longo de todo o periodo de previsao:

Previsio a médio prazo | Previsdo passo a passo
‘Modelo 1 0, 2526 0, 004353
Modelo 2 0. 2560 0, 004395

5 Conclusoes

Para modelar a cotacao didria de acgoes consideramos o modelo 1. o cldssico
modelo de Black-Scholes (movimento browniano geométrico) com taxas de ren-
dimento “médias” didrias constantes, e um modelo alternativo, modelo 2, em
que essas taxas dependiam do dia da semana, como é sugerido por vdrios au-
tores. Obtivemos os estimadores MV e suas propriedades assintdticas para o
modelo 2, o gque nos permitin obter intervalos de confianca aproximados para os
respectivos parametros.

AplicAmos estes resultados, bem como os jé conhecidos do modelo 1, &s co-
tactes de fecho didrias das acgoes do BCP. Usdmos o periodo de 1992.01.02 a
1999.08.30 e vimos qgue a qualidade da estimaciio, medida pela semi-amplitude
do intervalo de confianga, era boa no caso da volatilidade 2 (dado o elevado mi-
mero de observacoes), mas ndo no caso das taxas de rendimento (dada a volatili-
dade elevada e o curto periodo total de observacao). Por comodidade, trabalhad-
mos com as taxas de rendimento “ajustadas™ R=r—0"/2 (ou By =ry—0o°/2)
em vez de r (ou rg). Vimos que os estimadores das taxas de rendimento dia-
rias nao diferem significativamente de zero. Também nio existem diferencas
significativas entre os Ry (d = 2, 3.4.5.6) tomados dois a dois.

Para testar globalmente a ignaldade entre os By (d = 2,3, 4,5,6), propuse-
mos um teste assintdtico de razdo de verosimilhangas que compara os modelos
I & 2. No caso dos dados do BCP, concluimoes pela aceitacio da hipitese nula,
pelo que ndo se detecton um efeito do dia da semana na taxa de rendimento.
O mesmo se concluia aplicando um teste exacto desenvolvido em [3]. Como o
maodelo 2 ndo é significativamente melhor que o modelo 1, o principio da parci-
ménia levar-nos-4 a optar por este iltimo {modelo tradicional).

Obtivemos ainda, para o modelo 2, intervalos de confianga de previsio apro-
ximados para a previsio a médio prazo e para a previsao passo a passo.

Aplicdmos estes resultados, bem como os ja conhecidos do modelo 1, & previ-
sio das cotagies das acgdes do BCP para o periodo de 1999.10.01 a 1999.12.30.
Dado ter um horizonte temporal de apenas um dia, a previsio passo a passo esti
mais proxima dos valores reais do que a previsao a médio prazo. As diferencas
entre as previsoes dos modelos 1 e 2 sao insignificantes.
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