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Prefacio

Prosseguindo a préatica salutar de publicagao das actas dos congressos da So-
ciedade Portuguesa de Estatistica (SPE), a Comissao Organizadora do VI Con-
gresso Anual da SPE decidiu contribuir para a organizagio sistematica dessa
actividade através da proposta de uma politica editorial mais precisa quanto ao
conteado e i forma dos textos a submeter.

Umna, reflexo sobre a dimensio quantitativa e qualitativa da comunidade es-
tatistica portuguesa e o papel das actas dos congressos da SPE como expressao
pablica de parte da produgao relevante dessa comunidade permitiu-nos reunir
ideias que enformassem uma politica editorial orientadora dos autores de poten-
ciais textos e dos avaliadores do material submetido (vide Boletim Informativo

2/98 da SPE).

Indicios de uma triagem na origem do material a submeter e de uma certa
uniformidade, impossivel de conseguir em pleno, na atitude final dos avaliadores
fazem-nos crer que caminhimos na direccao certa quando propusemos uma de-
limitagio com hase cientifica do material publicavel. A experiéncia acumulada
sugere-nos que este caminho deve ser prosseguido e aperfeicoado para que ndo
restemn dividas sobre a seriedade profissional e cientifica desta, publicacio de
produgdo estatistica portuguesa na sua propria lingua.

Nessa direcgao, ha que estabelecer normas precisas de processamento dos
artigos a submeter para publicagao nas actas, cujo desrespeito pelos autores nao
deve ser permitido, de modo a assegurar a qualidade técnica dos textos a par da
libertagdo dos editores das actas para as actividades de caracter cientifico ligadas
a0 processo de edigao. T nossa convicgdo que a adopgio reiterada desta pratica
acabar4 por vencer as resisténcias que venham a ser oferecidas sob quaisquer
pretextos.

Ao pautarem a sua intervengao segundo as linhas orientadoras supracitadas,
os editores créem firmemente que estdo a contribuir geriamente para (ue este tipo
de publicagbes possa também ser um meio eficaz de afirmar a drea profissional
e cientifica em ¢ue todos nos actuamos.

Num momento em que se desenrola o findar de um milénio sem que na
sociedade portuguesa a Estatistica tenha ocupado a posigao no plano profissional
e cientifico que lhe compete, cremos dever ser a afirmacao da Estatistica o
grande desafio da comunidade estatistica portuguesa para o proximo século. Is
a expressao deste desejo de mudanca estatisticamente significativa no olhar da
Bstatistica,

AFIRMAR A ESTATISTICA: Um desafio para o século XXI

@m.mmno:ﬁuzm para intitular as Actas do V1 Congresso Anual da SPE, publi-
cadas no limiar do século XXL.
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Estimagdo dos pardmetros para uma ou vdrias trajectorias do
movimento browniano geométrico

Carlos A. Braumann )
CIMA-UE (Centro de Investigagdo em Matemdtica e Aplicagdes da Universidade de Evora)

Sumario: A solugfio da equagfio diferencial estocastica dX(r) = aX(f)dt + oX()dw(r), onde

w(f) € um processe de Wiener padrfio, é o chamado movimento browniano geométrico. Este

modelo € utilizado, por exemplo, para descrever a evolugie de uma populagio malthusiana em
biente aleatério ou da cotagfio de uma acgfio (ou outro investimento financeire com risco).

Apresentamos aqui um métedo de estimagio de @ e de o baseado em uma ou em vérias
frajectdrias do processo, obtendo-se intervalos de confianga exactos (nfo apenas assintoticos).
ele decorre directamente uma técnica, inspirada na andlise de variincia, para comparagfo de
alores de o util para detectar alteragBes de regime numa acgfo ou para comparar acgdes
iferentes ou diferentes condig@es ambientais em organismos vivos,

Palavras-chave: Estimagdo de pardmetros, movimento browniano geométrico, modelo de

‘Black-Scholes, crescimento malthusiano em ambiente aleatério.

bstract: The solution of the stochastic differential equation dX{(r) = aX(f)dt + cX()dw(r),
-where w(f) is a standard Wiener process, is the so called geometric brownian motion. This
model is used, for instance, to describe the evolution of a malthusian population in a random

environment or the value of a stock (or other risky financial investment).
We present a method to estimate o and o based on one or several trajectories of the

Eoommm and obtain exact (instead of just asymptotic) confidence intervals. A direct consequence
of the method is a technique, inspired on the analysis of variance, for the comparison of «
values, which is useful to detect trend shifts in stocks or to compare different stocks or different

environmental conditions in living populations.

Keywords: Parameter estimation, geometric Brownian motion, Black-Scholes model,
Malthusian growth in random environments.

I AMS Classification: 60110, 62M05, 92D25, 90A09, 62M02, 62M20.

W 1 Imtroducio
:

O modelo de Black-Scholes para a cotagio X=X(f) de uma acgfio (ou de outro
. investimento com risco) na bolsa ¢
. dx
—=la+oe(®)) X(¢
= laroe®) X0
. ou, cquivalentemente,

dX (1) = X ()dt + X (Daw(t) (1)
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onde ¢ € a taxa (“média” instantinea) de rendimento, o=0 a volatilidade (medida da
intensidade das flutuagSes do mercado), w(f) & um processo de Wiener padrio ¢ &)
=aw()/dt (derivada generalizada do processo de Wiener) € um ruido branco padro.
O processo estocdstico w(£)= w(f, w) [com we (2 onde (C A4 P) é um espaco de
probabilidade completo] é um processo de Markov gaussiano, quase certamente
continuo e ndo-diferenciivel e com incrementos mdependentes estacionérios; w(f) tem
media 0 e varifincia ¢ ¢ a covarifncia entre wis) e w(f) é min(s,),.

Pomos como condigo inicial X(0)=X,>0, valor que supomos dado.

O mesmo modelo pode ser utilizado para descrever a evolucdo do tamanho
X=X(f) de uma populagio malthusiana em ambiente aleatério. Agora, o ¢ a taxa
(“média” instantinea) de crescimento per capifa ¢ 0>0 mede a intensidade das

flutuagBes aleatorias do ambiente. Naturalmente, existem outras utilizagBes do mesmo
modelo.

A solugdo da equacio diferencial estocastica (1) com a condigio inicial referida
€, usando o clculo de Ito, dada por

X (6) = InXg + 7 +ow(r) @)
com

r=a-ot/2. 3)

Este processo ¢ usualmente designado por movimento browniano geométrico., Vé-se
que InX(r) tem distribuigdo normal com média In Xy+rf ¢ com varidncia o A
covaridncia entre In X(s) e In X(¢) é o’mings, 7).

Para mais pormenores sobre equagdes diferenciais estocisticas, pode o leitor
consultar, por exemplo, Amold [1], @ksendal [8] ou Braumann [6].

Notando que E[X(£)]=Xsexp(ar) e que exp(E[In X(0])= Xoexp(rf), vemos que o
representa uma taxa “média aritmética”, enquanto » representa uma taxa “média”
geométrica.

Suponhamos que, numa trajectéria (isto é, para um w fixo), observamos o valor
do processo (cotagdo da acgio ou tamanho da populagdio no caso dos exemplo
apresentados) em instantes

O=to<ti<... <t C))

A observagio continua do processo nio &, pelo menos em termos exactos, possivel na
pratica. Para simplificar, vamos usar a notago

&\O”\W\ﬁhou avv .\me ”LKAD 2 nQvu ERE V\;H..uﬂﬂ\wzu Quu. AMV

Facamos uma mudanca de varigvel

Y(O=In X(f) - In X, (6)
Yo =Y(to)=0, ")=¥(t,),..., ¥,=Y(£,). @)

Note-se que
Yiy=rt+ow(n). (t))
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Na secgfio 2 iremos apresentar um método de amaamnmﬁ., a.om parimetros mo
modelo baseado nestas observages, com determinagio da &mﬂwﬁomo .oxmoﬁm_ﬁo ﬁmo
apenas assintitica) dos estimadores e consequente obtengdo de interva o‘m ( w
confianga exactos. Estes resultados ja haviam sido obtidos (para EnmﬁoM mais momm_m
¢m Braumann [4,5]. Apresentaremos também um oVSBEm nUMErico. Na moommo 3
generalizamos o método para o caso de fazermos observagdes em varias Hamn.ﬁommm.
Na secciio 4 apresentaremos aplicagdes deste HmmESao.m um Bﬂomo.mm comparagio
de valores de & inspirado na andlise de varifincia, referindo as @oﬁ:num:mmanm da sua
utilizagdo em estudos de acgdes e no crescimento de culturas de seres vivos.

2 Estimagio de parimetros para uma trajectoria

Suponhamos que, numa realizagdo do processo, se fizeram, nos instantes m@? as
observagdes (5) ou, equivalentemente, as observages (7) conl que vamos trabalhar.
Por comodidade, iremos estimar os parimetros » € V=¢" (emvez de a eo).

Para k=1,...,n, vé-se que a distribuicio de

Vi = Yo +0(tp —tp_) +ow(te) - w(te_y)) ®)

.

dado Y, é normal com média Y+ r(fi—fe1) € varifincia V{g—tfia) €>9m Yiq &
independente de w(f)—w(te1)). Como ¥(f) é um processo de Markov, vé-se que a
fingdo de log-verosimilhanga é

(¥, — Yoy =t —t_ D)

P)e B e -
hﬁﬁﬂ\_ﬁv:., 8 |»M_ J2AV (t = tey) .

2V (ty —1tio1)
H n
= - LAy - = SInd - t_y) (10)
2 2 =1
2
L § (Ve = Yoy =1t = 1) .
2V =y Wt —te-1)
Obtém-se facilmente os estimadores de maxima verosimilhanca (MV)
F=Y,/t, an
1 n (Ve =Yy —Flt —t,_1))
pols etk ke~ k1)) (12)
1 k=1 fe =l

A matriz de informagio R=[r,] ¢é dada por ru=—E[F*LIor" )=tV
1 =ra=—E[FLIOroV]=0, ryu=—E[0°L/aV]=0/(217). A sua inversa V=[vg] tem
elementos vy, =M, vi2= var=0, vo;=2V*/n. Claro que onmBo.m aplicar as propriedades
assintoticas gerais dos estimadores MV para obter .Hﬁ.nwﬁ_mm de confianga
aproximados. Mas podemos fazer melhor e trabalhar com distribui¢es exactas.
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Com cftito,
Zy=G=rWi, 1o =w(t,)1 i, (13)

¢ varigvel aleatéria (v.a.) normal reduzida e, portanto, 7 tem distribui¢do normal com
média » e variincia Vi1, pelo que é estimador centrado de varincia minima de r,
Como 7—r=ow(t,)/t, -0 quasc certamente (q.c.) quando #,—+o0, esta condigio
implica a consisténcia forte do estimadaor,

Note que as v.a.

Hie = () =wlte )Yty — .y (e=1,--.n) (14)

sdo independentes identicamente distribuidas (i.i.d.) gaussianas reduzidas, Seja
H=[# i, ... H,]" Note que

w n
t~t_ H; . (15)

N~”

Seja

a
b=t Hy = 5Ly (e=2, ). (16)
U
Z]'=AH, com A ortogonal (isto ¢ AA™=I). Logo os 2,
Lid. gaussianas reduzidas. Portanto,

Note que =7, 7,
(k=1,2,...n)sdov.a.

>

\._
wm = ZHE-Z{ =H'H-7} = (A7) (A7) - 27
k=1 ‘

(17)

[

Z
2

M=

e n
=Z'AAZ-70 = 57272 -
k=1 k

tem distribui¢do qui-quadrado com -1 graus de liberdade (gl) e & independente de

Z1. Logo, V e 7 sio independentes. A distribui¢io qui-quadrado obtida permite obter
intervalos de confianga exactos para I A independéncia referida mostra que

(F=r)ft, 17 (18)

w\euiw\mslcu (19

com

tem distribuicdo t de Student com »-1 gl, 0 que permite construir intervalos de
confianga exactos para . Claro que também podemos construir, da forma usual, testes
de hipéteses exactos relativamente a I e a r. Das propriedades da distribuicdo qui-
quadrado, vé-se que I & estimador centrado de ¥ com varifincia 217/(n-1). Também
se vé& que, quer w\unEQ V sio fortemente consistentes quando #—»+eo pois, pela lei

forte dos grandes niimeros (ver, por exemplo, Fisz [71, p. 226).
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~ 1 id 2 2| AMOV
ViV = >Zi - ElZ;|=1 qc
n=1y-2

Como a fung¢io de log-verosimilhanga se pode escrever na forma

2(-n)*t,
Vn

1 WES. —t )= Zimy Vv +
2k 2

L TW:@:: @D

~

concluimos que 7e I sdo estatisticas suficientes.

Vamos aplicar os métodos anteriores s cotagtes na bolsa s @Eﬁmm-m&mmm Qmam
evitar efeitos sazonais dos dias da semana)de acgies @m um banco nacional no periodo
1984.01.01-1992.03.3 1durante cerca de 9 anos (ver Fig.1).

8.2 +

7.8
7.6
7.4
7.2

6.4
6.2

I

1/1/84

7/5/84 +
1/3/85 +
714785 +
1/2/86 +
7/3/86 +
1/1/87 +
7/2/87 +
1/7/88 +
7/7/88 |
1/5/89 -+
7/6/89 +
1/4/90 +
7/5/90 |
1/3/91 +
7/4/91 4+
1/2/92 +
7/2/92 —+

Figura 1: In(cotagio) de uma acgfio dum banco nacional. # € I foram estimados com os

dados de 1984.01.01 (correspondente a r=0) a 1992.03.31. A recta InXy + 71 esté tragada,
A partir de 1992.04,01, indicam-se os intervalos de confianga da previsio.

Obtivemos #=0,0764/ano e 1% =0,06874/ano, donde facilmente se obtém os
intervalos de confianga a 95%. Note-se que o intervalo de ooHEmbom para I depende
do ntmero de observagdes (n=467), que ¢ elevado, pelo que V é obtido com grande
precisdo. J&, porém, o intervalo de confianga de » depende de o = &M c mm t, (pouco
mais de & anes), mas praticamente nfio depende de #. Assim, obtemos um intervalo de
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confianga a 95%, para r de 0,076440,1715. Vé-se que, para obter » com razoivel
precisio, seriam precisos majs anos de observagdes ou uma menor velatilidade,

Também podemos fazer previses de cotagdes fituras (para um futuro proximo,
SC queremos razodvel amplitude para os intervalos de confianga da previsio). Isso é
exemplificado na fi gura 1. Para ver como fazer previsdes (num Ambito dum modelo
mais geral) veja-se Braumann [2,3),

3 Estimacio de parimetros para virias trajectorias

Suponhamos que observamos o valor do processo (cotagdo da acgdo ou tamanho
da populagdo no caso dos cxemplo apresentados) para S trajectérias independentes

. . 1 . ;. ,
(isto ¢, para um ..., & fixos). Suponhamog que, na (rajectoria numero s
(5=1,....5), observamos a trajectoria nos instantes

O=f5 < <o cp* (22)
M
Para simplificar, vamos usar a notagio
Xp=X(l0%) e Y =InX (5, 0*) ~InX(0,0%).

Para cada trajectéria s Tepetimos o processo da seccdo 2, obtendo estimadores
Al

FEoe P (ou ¥ definidos por expressdes semelhantes a (11) e (12), mas com
indices superiores 5. Ag propriedades distribucionais obtidas também se mantém
vélidas com a mesma adaptagio. Designemos por L* a funcdo de 5@-<m€ﬂ.§§§8
da trajectéria s, que terd uma expressdo semelhante a (21)  mas com indices
superiores 5. Designemos por L a fungio de Eméﬂoﬂ.:ﬂ::mbnm geral (para as
observagdes feitas em todas as trajectorias). Facilmente S¢ reconhece que

S
L=xr. (23)
=1

Dm@:_.mooca:g?o::wnan 0s estimadores MV para o conjunto de todas gg
observaces ’

Sy /5 S oy . /s .
r= MM\,H MNQ =31 P > 24)
s=1 7 s=17 oA =1 71
s L N )
s x - M I3 A.ﬁ i.._\v
- 1 S on 7 = e )
H\H'ﬂ['M M : ; = S +.|%|‘ﬂlflll“ AMUV
npt eslk=l b=ty 5 S
s=1 P s

que se reconhece serem estatisticas suficientes,
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Al fo § _
Vé-se que 7 ¢ gaussiano centrado com varidncia minima 7/ Mmi forte ¢
5

S N

S . . ~ 5 5 s

mente consistente quando T N.M,q —>+o0 pois F—r=0 MHéqmte ) u.m N:h
5=1 §= =

Sejam [} e Zj varidveis semelhantes as consideradas na secgio 2, mas
referentes 4 trajectdria s.

Facamos

(26)

Vé-se que estas v.a. s3o gaussianas reduzidas 1id. (raciocinio semelhante ao da
secgdo 2 com os Z __w desempenhando o papel dos 4, ¢ os C; desempenhando o papel

dos Z). Loge, %Mx i nWmMsh =1)/V & soma de quadrados de v.a, gaussianas
& 5 - .
reduzidas  iid, ¢, portanto, tem  distribuigdo qui-quadrado  com

L' -D+(S-D=%n"~-1 gl Conclui-se também que (F-r) Mﬂh \,\W tem
5
s 5

A

distribuicdo t de Student com Tn° -1 gl Também se v& que 7 e IV sio
5

~

independentes. Claro que, por raciocinio semelhante ao da secgdo 2, V¢ estimador

: 5
centrado fortemente consistente quando ¥n' — 4o,
$

4 Aplicagées 2 comparacio de valores de o

A decomposi¢io (25) de ¥ em duas oo:ﬁo:oinm. :ioﬁnnaﬂ:nmu a primeira
relacionada com a variabilidade {em tomo da ﬁnamaoa de oameﬂanmo.v dentro .mm
cada trajectéria ¢ a segunda relacionada com a <mﬁm9:%am nmﬁﬂ, :m_ao,ﬁo:mmu, @o:‘:.:a
testar a homogencidade entre trajectérias por meio de uma técnica andloga & andlise
de varidncia. De facto, admitindo igual valor de o vomwﬁo\m_ﬂom:ﬁ. se r (ou,
equivalentemente,r) tem um valor comum para todas as trajectorias (hipétese nula

o o Sirs -
que corresponde & situagiio que admitimos na secgdo 3). Com cfeito, Y"1/l ¢
iy

T
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> (P~ 3» ' IV sfio independentes com distribuigio qui~quadrado com, respectiva-
n
5

mente, ¥ (n" —1) e S-1 gl. Logo
3

Mﬁ F -H2 IS -1)

= 2
DI ANDNC AR ) D

tem distribuigio F com S-1¢ ¥ (n* - 1) gl e pode ser usada como estatistica de teste
5

@ﬁmmﬁﬁoﬂomnmz_m.ﬁcsomobmwxmngoﬁwooaoEﬂ.ﬁnmﬁm% o_ﬁmwoommmammmn%.
variancia. :

Este método pode aplicar-se 3 comparacdo de taxas de rendimento de acgdes
diferentes ou da mesma ac¢iio em periodos de tempo diferentes. Igualmente permite a
comparacdo de taxas de crescimento per capita em culturas de populacies de
variedades diferentes da mesma espécie ou criadas em condigOes ambientais

&mﬂwiomuannoEomnoEvEmomomnmmmmSxmm para uma mesma populagio em
periodos de tempo diferentes. .
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