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Os Principia de Newton, alguns comentarios

(Primeira parte, a Axiomatica)

Augusto J. Santos Fitas

1. Introducao

Isaac Newton (1642-1727), no prefacio da primeira edicdo dos
Philosophiae Naturalis Principia Mathematicg escreve «(...) ofereco
esta obra como os principios mateméticos da filosofia, pois todo o tema
da filosofia parece consistir no seguinte -- dos fendmenos do movimento
investigar as forcas da natureza e, entdo, destas forcas demonstrar os
outros fendmenos; e com este propodsito sdo apresentadas as proposicoes
gerais do primeiro e segundo livros. No terceiro livro dou um exemplo
disto na explicagcdo do Sistema do Mundo; pois, pelas proposi¢coes
matematicamente demonstradas no primeiro livro, no terceiro eu derivo
dos fendmenos celestes a forca da gravidade através da qual os corpos
sdo atraidos para o Sol e para diversos planetas. Entdo destas forcas,
usando outras proposicbes matematicas, deduzo o movimento dos
planetas, dos cometas, da lua e do nay>-

Esta exposto de uma forma clara e sintética todo o seu programa
de investigacdo no que diz respeito a filosofia natural. Séo trés as

caracteristicas essenciais deste programa. Em primeiro lugar, o seu

! NEWTON, IsaacPrincipia mathematica philosophiae naturalisd. Cajori, T.I, p.21
(1962, University of California Press), p.XVIl. Esta edicdo corresponde a primeira
tradugcdo em lingua inglesa feita por Andrew Motte sobre a Ultima edigdo em idioma
latino, publicada no ano de 1726, ainda em vida de Newton e por ele revista.



objectivo fundamental reside na explicagdo do movimento dos astros:

e fornecido um modo rigoroso de derivar as leis de Kepler,
desenvolvendo-se uma explicagdo quantitativa da causa desse
movimento. Em segundo lugar, o rigor subjacente a toda a formulagéo
estadna linguagem matemética usada pelo autor para descrever 0s
fendmenos fisicos observados na naturez&®ode dizer-se que, em
Newton, @ matematica servia para disciplinar a sua imaginagao
criadora»’, permitindo-lhe, para |4 da intuicdo fisica ou filostfica,
entender as relagcdes quantitativas expressas pela natureza. Por ultimo, o
ter chegado dormulacdo de leis naturais que unificam o mundo
terrestre com o mundo dos astrosleis que explicam o movimento do
cometa e da bala, a queda da macéd e a trajectoria da Lua em torno da
Terra.

Os Principiasao a primeira exposi¢ao sistematica, e rigorosa sob
o0 ponto de vista matematico, da compreensao cientifica do Mundo,
projectando-se a sua influéncia, de uma forma decisiva, na forma e no
método como a partir de entdo se comecgou a pensar e a fazer ciéncia.

No sentido de melhor entender o espirito de Newton, a logica de
todo o edificio erigido nesta obra fundamental, leia-se 0 que escreveu um
eminente matematico portugués do sec.XVIll, José Anastacio da Cunha
que, no seuEnsaio sobre os Principios da Mecaricgublicado

postumamente, discorria:

2 COHEN, I.Bernard, 1983,a revolucion newtoniana y la transformacion de las ideas
cientificas,Madrid, Alianza Editorial, p.72.

3 CUNHA, José Anastacio dansaio sobre os Principios da Mecanida,Actas do
Coléquio Internacional Seguidas de uma Antologia de Text@hoa, Imprensa
Nacional-Casa da Moeda, 1991, p.339.
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«0 autor de um tratado puramente matematico, pode-se dizer
gue é um legislador, um creador; o autor de um tratado matematico de
Fisica, € mero intérprete e comentador da Natureza. A verdade
matematica ndo consiste sendo na legitimidade com que os teoremas, e as
solugdes dos problemas se derivam das defini¢des, postulados e axiomas;
porém as definicdes, postulados e axiomas, pode-se dizer que a nenhuma
lei sdo sujeitos. D’aqui vem gue muitas coisas, que na Fisica sdo e devem
ser objectos de demonstracdo experimental, na Matematica nem devem,
nem ordinariamente podem ser demonstradas (...)

(...) Posso escrever um tratado de Optica, em que tomo como
hipétese, que a luz se propaga ndo em linha recta, mas em linha circular,
ou em qualquer outra linha. Posso compor uma Mecanica, supondo as
leis do movimento que eu muito quiser. E se 0S meus teoremas e as
minhas solucdes dos problemas forem legitimamente derivados dos
principios que estabeleci, ninguém me podera arguir de erro.

Poderdo sim censurar-me de ter indignadamente abusado do
precioso tempo, se essas bajustadas e talvez elegantes teorias se néo
poderem aplicar a filosofia natural; se delas ndo poder tirar o género
humano utilidade: e esta s6 consideracao é que pode e deve por limites a
imaginacdo do inventor. Por isso 0 gedmetra que nao quiser incorrer na
censura de inutil, deve tomar, por principios ou hipéteses, nocdes
comuns, verdades de facto, que a Natureza, que a experiéncia ensinam:
entdo o fisico mostrando que os corpos naturais sdo (ou exacta ou

proximamente) dotados daquelas mesmas propriedades, que o geometra



SuUpos nos corpos matematicos, podera fazer uma feliz aplicacéo da teoria
puramente matematica a alguns assuntos fisicos.

Assim no livro dos principios as leis intituladas do movimento,
nao vem demonstradas geometricamente; mas de serem realmente as leis
gue a Natureza segue, da sir Isaac por fiadora a mesma Natureza: quero
dizer, que as abona com a experiéncia. Os autores que depois tem escrito
sobre 0 mesmo assunto (e alguns deles grandes gedmetras) tem-se
empenhado em achar demonstracées mateméaticas daquelas leis, - porém
debalde(...».

2. Os Axiomas dos Principia, o seu enunciado

As leis fisicas, introduzidas logo de inicio por Newton e base de
toda a Mecéanica Classica, alicercam-se em observacdes experimentais.
Podiam ndo ser assim, mas s&o. E s&o-no porque as observacoes
conduzem a estes enunciados. Estas leis podem ser entendidas como
postulados ditados pela Natureza. Se as suas implicacdes, toda a teoria
construida que delas deriva, também estdo de acordo com a observagéo da
Natureza, entdo, consistentemente, podem aceitar-se estes postulados
como verdadeiros. Eles assumem, portanto, a categoria de leis fisicas, isto
€,verdadesnanifestadas pela propria Natureza.

Se a experiéncia ou a observacdo nao estiver de acordo com as
consequéncias derivaveis das leis, entdo a teoria tem que ser modificada
no sentido de se tornar coerente com os factos observados ja conhecidos.
Contudo, nem sempre esta tarefa consegue ser levada a bom termo,

havendo observacfes que, muitas vezes, ndo sdo enquadraveis pela teoria



e, embora esta se procure ajustar aos novos factos, este propdsito de
coeréncia resulta impossivel. Esta-se, portanto, na eminéncia de
alteracOes das proprias leis. Estas devem ser entendidas, portanto, como
verdades relativas manifestadas pela Natureza. Sao relativas porque
dependem da capacidade do homem, numa determinada época historica,
em perscrutar e entenderreal, e altera-las provocara uma verdadeira
crise no corpo de conhecimentos cientificos, prendncio daquilo a que
alguns historiadores da ciéncia definem como tewalucao cientifica.

Eis os enunciados das leis de Newton retirados da edicdo de
1726 doPrincipia:

| - Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi
uniformiter in directum, nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur
statum suum mutare.

Il - Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae,
et fieri secumdum lineam rectam qua vis illa imprimitur.

[ll - Actioni contrariam semper et aequalam esse reactionem:
sive corporum duorum action@s se mutuo semper esse aequales et in
partes contrarias dirigi.

Em portuguébescrever-se-a:

| - Todo o corpo permanece no seu estado de repouso, ou de
movimento uniforme rectilineo, a ndo ser que seja compelido a mudar

esse estado devido a ac¢éo de forgas aplicadas.

4 SILVA, Mério, s/datalices de Fisica -vol.ICoimbra, Livraria Aimedina.



Il - A variagdo de movimento é proporcional a forga motriz
aplicada; e da-se na direccdo da recta segundo a qual a forca esta
aplicada.

[ll- A toda a accédo sempre se op0e uma reaccao igual; ou, as
accbes mutuas de dois corpos sdo sempre iguais e dirigidas as partes
contréarias.

Os Principia foram escritos numa forma dita geométrica, isto é
na forma de um sistema hipotético-deductivo. Como facilmente se
depreende dos enunciados apresentados, os trés axiomas definem relagdes
entre termos, ou grandezas, tais comovimento uniforme rectilineo,
variacdo do movimento, forca aplicada, accdo e reacddai que,
anteriormente a apresentacdo dos axiomas, a exposi¢do newtoniana se
inicie com um conjunto de oito definicbes prévias que incidem

fundamentalmente sobre os conceitos empregues nas leis do movimento.

3. As DefinicBes dos Principia

A Definicdo | debruca-se sobre a nogédo gigantidade de
matéria ou massa. Newton define esta grandeza como o produto da
densidade pelo volume. Uma definicdo feita a custa de uma relacdo entre
duas novas grandezas, situacdo que coloca de imediato uma outra
guestdo: o que € a densidade? A esta pergunta ndo é dada previamente
qualquer resposta: parte-se do principio que a densidade é um dado a
priori. No seu comentario a definicdo de quantidade de matéria, o autor
dosPrincipia escreve: «(...E é a esta quantidade que, a partir de agora,

passarei a designar por corpo ou massa; € proporcional ao peso, como



eu determinei por experiéncias com péndulos {..9ublinhe-se para ja a
referéncia a relagdo entmeassae pesoou, aquilo que se pode chamar, a
omnipresenca do problema da gravidade.

Na Definicdo Il caracteriza a grandezquantidade de
movimentoa sua expressaonéy, o produto da massa pela velocidade. As
definicbes seguintes referem-se aos diferentes tipos de forca.

A Definicdo Ill define avis insita,ou seja a natureza inerte da
matéria que € concebida como urftaca de inactividade. Segundo
Newton, a inércia € uma for¢a inerente a propria maiésda, e latente
enquanto ndo existir qualquer outra forca aplicada ao corpo. Nesta
definicdo de forca ndo se vislumbra qualquer relacdo entre esta grandeza,
este tipo de forca, e 0 movimento por si provocado, isto é, qualquer
grandeza cinematica observada. E importante citar o comentario
desenvolvido por Newton a esta definicag..xUm corpo, devido a
natureza inerte da matéria, ndo € sem dificuldade que sai do seu estado
de repouso ou de movimento. Por este motivo, esta vis insita pode tomar
a designacdo mais significativa de inércia (vis inerciae) ou forca de
inactividade. Mas um corpo s6 exerce esta forca quando uma outra forca,
aplicada sobre ele, altera a sua condi¢céo, e o exercicio desta forca pode
ser considerada como resisténcia e impilsp~. E esta propriedade que
€ responsavel pela resisténcia a alteracdo do estado de movimento e, ao
mesmo tempo, é também ela que garante o estado de movimento do corpo
se sobre ele nenhuma outra forga actua. Assim, de acordo com Newton, a

vis insitaé a capacidade que cada corpo tem de resistir a alteracdo do seu

> NEWTON, Isaac, op.cit., p.1.



estado de movimento. Diferentes corpos oferecerdo diferentes
resisténcias, mas esta propriedade sera constante para cada um deles. A
caracteristica individual de cada corpo € a sua inércia ou como se designa
em mecanica classica a massa inercial. O comentério de Newton a esta
definicdo termina do seguinte modo: «mgvimento e repouso, tal como

sdo vulgarmente entendidos, s6 se podem distinguir de uma forma
relativa, nem estdo verdadeiramente em repouso 0S COrpos que
comummente séo tidos como»falA nocéo relativa de movimento, bem
como o repouso entendido como um estado particular do movimento, é
aqui, nosPrincipia, colocado pela primeira vez, sendo a diferenca entre
estes estados associada a existéncia de uma forca particutamsita
Newton prepara o caminho para a Primeira Lei da dinamica.

As definicbes | e Ill pontam para duas grandezas que séo,
respectivamente, a quantidade de matéria ou massa gravitica (grandeza
presente na expressao da Lei da Gravitacdo universal) e a massa inercial.
Newton tem necessidade de postular a existéncia de ambas: a primeira
tem para ele um significado fisico (material) muito preciso, enquanto que
a segunda corresponde a uma necessidade conceptual da sua teoria. Para
Newton estas “duas massas” de qualquer corpo sdo iguais. Assume de

uma forma implicita esta concluséo, ndo a ptova

® Ibid. p.2.

" Ibid. p.2.

8 E com Einstein, como consequéncia do “principio de equivaléncia” da Teoria da
Relatividade Geral, enunciado €1816, que se mostra a equivaléncia entre a massa
inercial e a massa gravitica. Na mecéanica newtoniana esta equivaléncia tinha um caracter
meramente empirico e acidental, enquanto que na Teoria da Relatividade Geral ela surge
como uma decorréncia l6gica dos principios tedricos estabelecidos.
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A Definicdo IV centra-se no conceito de forga aplicada,
impressa, como sendo a forca que, actuando sobre um corpo, €
responsavel por modificar o seu estado de movimento, ou, bem entendido,
de repouso. Newton clarifica que este estado de movimento € uniforme e
rectilineo. Para outros tipos de movimento Newton definir4 outros tipos
de forcas. Trés aspectos distinguenfioagas aplicadaslasforcas inatas:

«(...) primeiro do que tudo sdo uma accao pura, de caracter transitivo,
passageiro; segundo, ndo permanecem noO COrpo sSe a acgao termina;
terceiro, enquanto que a inércia € uma for¢ca universal da matéria, as
forcas aplicadas possuem diferentes origens, tal como pergussao

pressdoforca centripeta(...»". O caracter efémero destas forcas traduz a

ideia escolasticacessante causa cessat effectds forcas aplicadas
resultam de uma accao exterior sobre o corpo, enquanto que as forgas
inatas constituem uma caracteristica do proprio corpo, residem nele.

Na Definicdo V Newton introdun terceiro e ultimo tipo de
forca, o deforga centripetaaquela pela qual os corpos sdo puxados ou
impelidos, ou de qualquer outro modo tendem, em direccdo a um ponto
como para um centrd$ a designacdo newtoniana de forca centripeta
corresponde as forcas ditas centrais. Nas Definicdes VI, Mll, V
introduzem-se conceitos directamente relacionados com a forca
centripeta. Uma questdo se impde: no comentario de Newton a Definigcdo
IV, j& tinha sido colocado como um exemplo de uma forca aplicada a

forca centripeta, qual o motivo para uma definicdo particular deste tipo de

® JAMMER, Max. 1957, Concepts of Force,Cambridge-Massachusets, Harvard
University Press.
1 NEWTON, Isaac, op.cit., p.2.



forca? «Parece que Newton olhava para a forga centripeta como uma
forca de maior importancia que todas as ouifasA nota a Definicéo V,
conforme escreveu Newton, inicia-se deste modoeste tipo € a
gravidade, pela qual os corpos tendem para o centro do magnetismo
terrestre(.. "%, o que é bastante revelador sobre os motivos que levavam
o autor dosPrincipia a dar uma especial atencdo a forca centripeta ou
forca central.

Deste corpo de definicbes pode concluir-se: primeiro, a
existéncia de imprecisdo na definicdo do conceito de forga, Newton
jamais o define, procurando associar a certos efeitos, a existéncia de uma
grandeza que passa a designar por for¢a, donde aceitar-se a forca como
um conceito dad@ priori (surgia intuitivamente de uma certa analogia
com a forgca muscular); segundo, também o0 conceito de massa aparece
definido de uma forma equivoca, este termo aparece associado a duas
grandezas que s&o, respectivamente, a quantidade de matéria ou massa
gravitica e a massa inercial que se assumem iguais; terceiro, as
consideragOes tecidas por Newton sobre o conceito de forca estao
metodologicamente relacionadas com o0s seus estudos sobre a gravitacao,
a explicacdo dinamica dos movimentos planetarios, dados pelas trés leis

cinematicas de Kepler, era o grande problema da época.

1 JAMMER, Max, po.cit..
12 NEWTON, Isaac, op.cit., p.3.
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4. O Escélio

Entre as oito definicdes referidas e o enunciado dos trés axiomas,
Newton desenvolveu um conjunto de consideracdes com o propoésito de
caracterizar o que € tempo absoluto, verdadeiro e matematico, espago
absoluto e relativo, movimento absoluto e relativo. Ele proprio escreve:
«Nao defino tempo, espaco, lugar e movimento, como sendo ja do
conhecimento de todos (...) Contudo observo que é vulgar conceber estas
guantidades através das relagBes que experimentam com 0s objectos
sensiveis. Daqui advém certg@seconceitos, para os eliminar, sera
conveniente distingui-los entre absoluto e relativo, verdadeiro e aparente,
matematico e comu#tt. E, porque estes conceitos sdo do conhecimento
de todos, Newton evita formalizar um novo conjunto de definicdes que
engrossasse 0 conjunto prévio com que abrir@roxipia (é o que
acontece na terceira edicdd?.)Nao define espaco e tempo, lugar e
movimento, desenvolvendo um longo comentario de sete paginas, onde
procura clarificar estas no¢coetiminandoalgunspreconceitos.

Dissertando sobre o espaco, Newton comeca por afirmarp«(...)
espaco absoluto, na sua propria natureza, sem uma relacdo com o que
quer que seja exterior, permanece sempre igual e inféye!®, passando
de imediato a nocdo desspaco relativo (...) que 0s nossos sentidos

determinam pela sua posicao em relacdo aos corpos e que é vulgarmente

3 bid., p.6.

“ Em vida de Newton o®rincipia sofreram trés edicdes: em Londres, 1687; em
Cambridge, 1713 (reimpresso em Amesterddo em 1714 e 1723); em Londres, 1726.
Todas estas edi¢Bes diferem entre si na exposi¢ao cientifica, bem como nas posicdes
filosoficas expressas.

'3 bid., p.6.
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tomado pelo espaco imdvel, tal como a dimenséo de um subterraneo (...)
é determinada pela sua posicdo com respeito a terj'™°. A ideia de
espaco relativo dada por Newton é aquilo que hoje se entende por um
sistema de referéncia, trés eixos (...e um reldégio se se considerar o
tempo), que qualquer observador tem que usar para poder estudar o
movimento; é elucidativo o exemplo da dimensao de um tunel, entendida
como a diferenca de posicdo, num determinado instante, em relacdo a
terra, ou seja ao sistema de eixos que € o referencial. Quanto a referéncia
ao espacgo absoluto, nada foi adiantado, pois é qualquer coisa que
permanecsempre igual e imévemas, igual e imovel em relacéo a qué?
Newton sabe que o espaco € homogéneo e, perante 0S n0OSSOS
sentidos, as suas partes sao indistinguiveis a nossa percepc¢do. Contudo,
esta entidade tem que ser alvo de medidas, sem as quais é impossivel falar
em movimento. Assim escreve,..4( porque as partes do espaco nao
podem ser vistas, ou distinguidas uma da outra através dos nossos
sentidos, portanto em seu proveito usamos as suas medidas sensiveis.
Longe das posicOes e distancias das coisas de um corpo qualquer
considerado como imovel, definimos todos os lugares, e entdo com
respeito a tais lugares, estimamos todos 0s movimentos, considerando 0s
corpos como que transferidos de um daqueles lugares para outros. E
assim, em vez de espaco e movimento absolutos, usamos os relativos; isto
sem qualquer inconveniéncia nos assuntos comuns, mas nos
desenvolvimentos filoséficos, temos que abstrair dos nossos sentidos, e

considerar as coisas em si, distintas do que sdo as medidas sensiveis. Até

'8 |bid., p. 6.
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pode acontecer que ndo haja nenhum corpo em repouso, em relacdo ao
gual tenham que ser referenciados os lugares e os movimentos de todos

os outros (.3,

O que significa que os espacos relativos S80 0S N0SS0S
sistemas de eixos, aqueles nos quais efectuamos as medidas. Estes
espacos movem-se uns em relacdo aos outros. Logo, numa generalizagéo,
pode colocar-se a seguinte questdo: sera que ndo existe um sistema
qualquer em relacdo ao qual todos os outros se movem? E Newton
responde que nwim raciocinio filoso6fico temos obrigagdo de nos
abstrairmos dos nossos sentidos, e considerar as coisas em si, distintas
das suas medidasou seja, em Ultima analise existira um espaco absoluto
imovel que correponde ao sistema de eixos absoluto e ndo esta ao nosso
alcance, baseados no conhecimento limitado de uma regidao do espaco,
negar a sua existéncia. A existéncia do «espaco absoluto» corresponde a
uma generalizacado filosofica, dos «espacos relativos». Para Newton, o
espaco absoluto era necessario, como generalizacdo conceptual, e
atribuia-lhe realidade fisica porque estava fora da capacidade empirica do
homem provar a sua nao existéncia.

A hipdétese do espaco e tempo absoluto constituiu uma
necessidade tedrica sobre a qual se construiu toda a fisica classica, «(...)
enunciada por Newton com demasiada ostentacdo para ser ignorada
pelos seus contemporaneos, esta hip6tese acabou, no entanto, por

assumir um papel mais discrefo.)»"; de tal modo, que os fisicos do

17 ki
Ibid., p.8.
8 VERLET, Loup, 1993La malle de NewtorParis, Editions Gallimard, p.358. Uma
das polémica mais célebres foi a que se estabeleceu entre Leibnitz e Clarke, um
discipulo de Newton, onde o problema do espaco absoluto sobressai como uma das
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séc.XIX a aceitaram sem lhe prestar grande atencdo, excepcao feita a
Mach. S6 no dealbar do séc.XX Einstein avanga com uma proposta capaz
de substituir todo o quadro tedrico erigido por Newton.

Cedendo ao seu entusiasmo religioso, Newton escreve no final
dos Principia, no Escolio Gera)] «(...) [Deus] existindo por todo o
sempre e por todo o lado, ele constitui 0 tempo e o espapd’. Para
Newton, 0 espaco e 0 tempo «comum» eram conhecidos a partir das
medidas relativas efectuadas com réguas e relogios, mas, para além destas
quantidades, existiam um espaco e tempo verdadeiros, matematicos e
absolutos, fora de qualquer realidade experimental, metafisicamente
entendidos como existindo sempre e por todo o lado, s6 testemunhados
pela presenca desse Deus que «g@oyerna tudo ndo como alma do
mundo, mas como Senhor do Univetso

No final do Escolio, Newton distingue entre movimento
verdadeiro e relativo e entre movimento absoluto e relativo, usando para
tal a relagcdo entre a forca aplicada ao corpo e o seu efeito, 0 movimento
provocado. Newton refere-se, pela primeira vez, a relacdo entre a forca e
0 movimento sem ainda ter enunciado as leis da dinamica.

Porque nos comentarios desenvolvidos por Newton estédo
implicitas as leis de mecanica, suspende-se aqui as notas ao Escoélio e
passa-se a discussdo do significado destas leis. Em seguida retomar-se-a
de novo o problema do espaco e tempo verdadeiros, matematicos e

absolutos.

questBes de maior protagonismo filosofico (ver, por exemplo, A.J. Fitas, UBGS8,
Controvérsia na Historia da Fisic&/értice, 56, 49-61).
¥ NEWTON, Isaac, op.cit., p.545.

14



5. O significado dos Axiomas dos Principia

O primeiro axioma, ou Primeira Lei, € conhecido comad_ei da
Inércia. Esta lei € o culminar de um ponto de ruptura muito importante
com a fisica pré-galilaica ou aristotélica. Nesta concepcdo o movimento
era entendido como um processo, um desenvolvimento, que alterava as
caracteristicas inerentes ao corpo, opondo-se ao repouso que correspondia
a auséncia desse processo. Depois de Galileu movimento e repouso séo
indescerniveis, deixaram de afectar os atributos dos corpos, s6 podem ser
definidos quando em relagdo com outros corpos. No universo newtoniano,
esta lei associa a alteracdo do movimento de um corpo, enquanto estado,
ao aparecimento de uma grandeza denomif@da aplicada Ou, outra
importante inovacdo, 0s corpos ofereceesisténciaem, por si so,
alterarem o seu estado de movimento (tendo sempre presente 0 repouso
como um estado particular de movimento); para conseguirem esta
alteracdo é necessario o aparecimento de causas exteriores que produzam
tal efeito (as forgas aplicadas).

A Definicdo Il preparou 0 camho para esta lei. A inércia
deixou de ser, pura e simplesmente, a resisténcia ao movimento; a inércia
passa a ser @esisténcia a mudanca do estado de movimeAto
permanéncia do movimento deixou de implicar a ac¢édo continua de uma
forca, tal como assinalamos no comentério a Definicdo Ill, o quoge
estar em movimento sem ser sob a acgéo de uma forga.

Contudo, a esta primeira lei, para se constituir como tal, falta-lhe
a relacédo entre grandezas O seu enunciado corresponde a forma fisica de

definir determinadossistemas privilegiados de referénci®e acordo
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com este axioma, a auséncia de for¢a aplicada implica que o corpo esteja
em repouso ou em movimento uniforme e rectilineo. Entédo, para que tal
seja observado requere-se um referencial em que se verifique o enunciado
dado: o tal referencial privilegiado (referencial inercial) é aquele no qual &
verdadeira a primeira lei. Newton, ao enunciar o Corolaffb Mostra
gue nao existe um so6 referencial que satisfaca as condi¢cdes requeridas,
mas sim um conjunto de referenciais, uma classespacos que se
designam por referenciais inerciais nos quais é verdadeira a lei da inércia.

O segundo axiomarelaciona a forga aplicada com a variagédo de
movimento ou, de uma forma mais correcta, com a variacao temporal da
guantidade de movimentp, aquilo que actualmente se pode escrever

FAt=Ap
enquanto que Newton escrevia unicamente
FOAp

A apresentacdo deste postulado como lei implica a existéncia de
uma relacdo entre grandezas, entendidas estas, evidentemente, como
entidades fisicas mensuraveis. Mas, como anteriormente se escreveu,
Newton, nas suas definicdes prévias, nada diz como medir massa e forca.
Logo, esta lei dificilmente pode tomar esse caracter, sendo, por muitos
autores, apresentada, alternativamente, como a forma de definir a
grandeza fisicdor¢a. Sublinhe-se ainda, no conteddo deste segundo

axioma, a auséncia prévia de uma definicdo clara do conceito de massa.

% "Os movimento dos corpos num dado espfEm relacdo a um determinado
referencial] s&o os mesmos entre si, quer o espago esteja em repouso, ou Se mova
uniformemente para a frente segundo uma linha recta sem movimento Eithiler,

p.20).
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Apesar de todas as limitacdes conceptuais e insuficiéncias
axiomaticas, Newton consegue dar a ligacdo matematica, ou geométrica,
entre avis impressdforca aplicada) no corpo e os efeitos cinematicos por
este sofridos. Do conhecimento da forca passa a conhecer-se as
caracteristicas de movimento. Ndo esquecer que Newton conhece a
expressdo analitica de uma forca, a forca gravitica (aquela que mais lhe
interessa), podendo, entdo, estudar o movimento causado por ela; este era
0 seu objectivo principal!

O terceiro axioma acrescenta uma caracteristica nova ao
conceito de forca: o seu aspecto dual; a existéncia de accdo e reaccgao
simultaneas. Esta € uma conclusdo nova e muito importante. Ha, no
entanto, que chamar a atencéo para o facto de esta terceira lei ndo ser uma
lei geral da natureza, ja que néo € vélida para qualquer tipo de for¢as. Esta
lei s6 se aplica a forcas que resultam da interaccdo de dois pontos
materiais e cuja direc¢do coincida com a linha que une os pontos, ou seja,
sé se aplica as chamadascas centrais(todas as forcas elementares o
sao, e sédo-no a resultante de forgcas entre corpos extensos). A importancia
desta lei € manifesta, mesmo em formulacdes diferentes e mais recentes
da mecanica classita

Newton sabia que as suas leis da mecanica so faziam sentido se
se definisse um sistema de eixos e um relégio, um referencial ou uma
classe de referenciais, em relagcdo ao qual se pudesse fazer as medidas
sobre o movimento dos corpos. Todavia, no enunciado destas leis ndo é

feita qualquer mencdo a estes sistemas de referéncia nem as suas
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caracteristicas. E isto acontece porque o autor dos Principia, antes de
enunciar os axiomas, admitiu a existéncia de um espaco e tempo
absolutos: o referencial em relacdo ao qual as suas leis seriam

verdadeiras. Revisite-se o Escélio...

6. O espaco e o tempo revisitados

Como se viu no ponto anterior, a primeira lei da axiomatica
newtoniana pressupde para a sua verificacdo a existéncia de uma
determinada classe de referenciais. Sao referenciais privilegiados nos
quais a alteragao do estado de movimento do corpo implica a deteccéo de
forca. O problema fisicamente importante reside em identificar estes
referenciais sem conhecer a forca ou, ainda, como identificar
experimentalmente estes referenciais. A prova da sua existéncia
corresponde a distinguir o movimento absoluto do relativo, encontrar a
diferenca entre, respectivamente, o deslocamento no espaco absoluto e no
espaco relativo.

Newton escreve, As causas pelas quais 0 movimento verdadeiro
e relativo se distinguem, um do outro, séo as forgas aplicadas aos corpos
e que geram movimento. O movimento verdadeiro ndo € gerado nem
alterado, mas é devido a uma forca aplicada ao corpo que este é movido;
mas o movimento relativo pode ser gerado ou alterado sem que qualquer
forca seja aplicada ao corpo. Portanto € suficiente aplicar uma forca a

outros corpos com 0s quais 0 primeiro se compara, que pelo seu

2L E 0 que acontece com a formulacdo, em finais do séc.XIX, proposta pelo fisico
austriaco E.Mach.
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movimento, essa relacédo pode ser alterada, consistindo ela no movimento
ou repouso relativo deste outro corfia)2. O seu argumento essencial
reside no facto de que existem forcas reais e que estas provocam um
movimento real e identificavel em relag@o a todos os outros movimentos
existentes quando da auséncia de for¢cas. No entanto, perante o que ja se
sabe das definicbes arroladas por Newton, forga éonceito impreciso

e que surge intuitivamente de uma certa analogia com a forca muscular
entdo, como € que o critério da forca real permite distinguir entre
movimento verdadeiro e relativo?

Se a causa € a forca aplicada, quais serdo os efeitos? Newton
responde: @s efeitos que distinguem o movimento absoluto do relativo
sao as forcas de afastamento do eixo do movimento circular. Pois n&o
existem tais forgas num movimento circular puramente relativo, mas num
movimento circular verdadeiro e absoluto, elas sdo maiores ou menores,
conforme a quantidade de movimer(ta)>. Este é o essencial do
raciocinio de Newton, o movimento circular absoluto tem como efeito o
aparecimento de uma forga centrifuga; se existe um referencial em relagao
ao qual se possa identificar a existéncia desta forca, esta identificado
experimentalmente o referencial absoluto oespaco absolutoE neste
passo do Escélio que Newton expde a célebre experiéncia do balde que se
apresenta no QUADRO I..

No final da passager@ da sua experiéncia, Newton concluiu:
primeiro, que a superficie livre da agua é concava, existindo, entdo uma

forca responsavel por essa deformacéo; segundo, o facto de a agua estar

22 NEWTON, Isaac, op.cit., p.10.
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em repouso em relagdo ao balde mostra que o movimento relativo néo
pode estar associado a forca centrifuga; terceiro, a forca centrifuga,
responsavel pela concavidade, esta relacionada com o movimento de

rotacdo da agua em relacaoceapaco absoluto

QUADRO |
Enunciado de Newtor* Observacéo
1 Se um balde, suspenso de uma corda comprida, dofrer aceleragdo da éagua ¢m

muitas voltas em torno da corda, sendo depois cheio com dguelacdo ao balde é nula; Ja
superficie livre da dgua é plana

2 e largado do repouso conjuntamemte com a agua; entdo aceleragdo da dgua em relagao
por accdo de uma outra forga, rodara em torno do mesmo giao balde nédo é nula; a superfigie
mas em sentido contrario e quando a corda deixar de gstare da dgua é plana
torcida, o balde continuard por algum tempo com o me$mo
movimento; a superficie da agua sera no principio plana,| tal
como antes do balde comegar a rodar;

mas depois, o balde comegara por gradualmente comuhicar aceleracdo da agua dm
3| o seu movimento a agua, comecando esta a rodar e a poliaelacdo ao balde é nula; |a
pouco subira junto &s paredes do balde, formando ele prépsaperficie livre da dgua é concaya
uma figura cébncava (como eu experimentei), e quanto ais
rapido for o movimento, mais alto subira a 4gua no balde, |até
por fim rodar simultaneamente com ele, ficando em repquso
relativamente ao balde.

4 (completamos a experiéncia: o balde finalmente imobilizar- aceleracéo da agua em relagéo
se-a continuamdo a 4gua a rodar e a pouco e pouco descers fifigalde néo € nula; a superfigie
as paredes do balde, sendo a sua superficie cada vez miy§sda agua é concava
concava,

aceleragdo da agua em relagéo
ao balde é nula; a superficie livfe
da agua é plana

S) para no fim ser um p)ano

Os argumentos sdo controversos e o proprio Newton reconhece
que <€ de facto um assunto de grande dificuldade descobrir, e
efectivamente distinguir, o movimento verdadeiro dos corpos do

aparente, porque as partes desse espaco imoével, no qual esses

% bid., p.10.
24 NEWTON, Isaac, op.cit., p.10.
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movimentos tém lugar, ndo ficam por nenhuns meios sob a observacéo
dos nossos sentidgs.)>5".

O fisico austriaco E. Mach contestou o raciocinio de Newton e
escreveu: A experiéncia de Newton com o balde de agua em rotacao
informa-nos simplesmente que o movimento relativo da agua em relagéo
as paredes do balde nao produz forcas centrifugas, mas que estas forcas
sdo produzidas pela rotacdo em relacdo a terra e aos outros corpos do
universd...)»*®, acrescentando que nada se pode dizer se a experiéncia for
feita noutras condi¢cdes (diferente massa e espessura do balde). A
experiéncia de Newton ndo era suficientemente geral para provar o que
guer que fosse.

Uma experiéncia anéloga a descrita por Newton pode servir de
contra-exemplo, ei-la: num balde, suspenso de uma corda comprida que
estd completamente torcida, é colocado no seu interior, e ajustando-se
perfeitamente a sua cavidade um molde de uma substancia rigida, por
exemplo madeira;o balde ao ser largado do repouso, conjuntamente com o
molde, rodard em torno do mesmo eixo mas em sentido contrario e
guando a corda deixar de estar torcida, o balde continuara por algum
tempo com o mesmo movimento; o balde comunicara gradualmente o
seu movimento ao molde, ndo se alterando a superficie livre da madeira,
até por fim rodarem os dois simultaneamente, encontrando-se ambos em
repouso relativaConclusdo: primeiro, a superficie livre da madeira ndo é

cbncava, € plana, entdo ndao ha qualquer deformacdo que permita supor a

25 H

Ibid., p.12.
% MACH, E., 1960,The Science of MechanjcEhe Open Court Publisshing Company,
, p-284.
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existéncia de uma forca (0o que nao significa que néo exista e nao se

manifeste em efeitos ndo observaveis directamente); segundo, o facto de
nao se identificar uma forca centrifuga (através da observacéo directa)

obriga a reconhecer que ndo ha qualquer movimento do molde em

relacdo ao espaco absoluto. As duas experiéncias, a de Newton e esta
dltima, sdo formalmente iguais e as conclusbes extraidas sao

completamente diferentes.

A experiéncia apresentada por Newton nos Principia, de modo a
ilustrar a ideia de espaco absoluto, foi, ao longo de varios séculos,
contestada por diferentes autores. Todavia s6 o Principio da Equivaléncia
de Einstein na Teoria da Relatividade Geral permitiu clarificar toda esta
polémica?’.

Embora em tudo o que se expds até aqui, o conceito de espaco
seja aquele a que se deu mais atencdo, a primeira definicAo a ser
apresentada no Escolio € referente ao tempo. Newton escraeengo
absoluto, verdadeiro e matematico. em si préprio, e da sua propria
natureza, flui igualmente sem relacdo com nada exterior», enquanto que
«0 tempo relativo, aparente e comum é a medida sensivel e exterior da
duracdo através do movimento, que € comummente utilizada em vez do
tempo verdadeir$®. O conceito de tempo absoluto é deveras dificil de
entender: qualquer coisa quéukigualment® (0 que pressupbe uma
comparagao), em relacdo a qué? A medicéo deste fluir ndo tem termo de

comparacdo. Sera que Newton ndo se apercebeu que este conceito era

2" Consultar, por exemplo, Max Born, 19@&Instein's Theory of RelativitiNY, Dover
Publications, Inc..
8 NEWTON, Isaac, op.cit., p.6.
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falacioso e, até certo ponto, inatil? A resposta devera ser afirmativa, pois
logo a seguir avanga com 0 conceito pratico de tempo relativo que, ele
préprio reconhece, ser o aplicavel.

Ao comentar esta sua definicdo que inicia o Escolio, Newton
explica: €m astronomia o tempo absoluto distingue-se do relativo pela
equacao do tempo aparente. Pois os dias naturais sdo de facto desiguais,
embora sejam vulgarmente considerados como iguais e usados para
medir o tempo; os astronomos corrigem esta desigualdade para que
possam medir 0S movimentos celestiais com um tempo mais preciso
tempo relativo tem que ser corrigido, de modo a criar um padr&o universal
de tempo que se possa aplicar a todos os fenomenos observados quer
aqui, quer em qualquer ponto do sistema solar; e prossemae «
acontecer que ndo exista tal coisa como movimentos iguais, através do
gual o tempo possa ser medido com toda a presisE@nifesta-se a
duvida sobre a existéncia de um fenomeno de tal forma exacto na sua
periodicidade que possa vir a constitui-se como padrao do tempo
absoluto, verdadeiro e matemético; e contint@des o0os movimento
podem ser acelerados ou retardados, mas o fluir do tempo absoluto ndo
esta ligado com nenhuma variagcédo», pois o padrao matematico do tempo
s6 se pode comparar consigo proprio ou com nada. Reconhecendo que «a
duracdo ou a perseveranca da existéncia das coisas permanece a mesma,
quer o movimento seja rapido ou lento ou ndo exista, e, contudo, esta
duracdo deve ser distinguida do que sdo as medidas serSivEE®

importa 0 movimento que se escolha para comparar 0s tempos; 0 tempo

2 |bid., p.8.

23



passa, o homem envelhece independentemente do relégio que o
acompanhe, os astros revolucionam periodicamente nas suas Orbitas...
Tem que haver um tempo ndo sujeito a qualquer movimento, um tempo
absoluto!

Para Newton deveria existir um tempoosstituido por uma
sequéncia tal como os nimeros redlsem que a regularidade desta
sequéncia era independente de qualquer acontecimento ocorrido no
universo. Era um tempo absoluto, matemético, impossivel de ser redutivel
a experimentagcao.

Um reldgio universal e uma régua universal eram instrumentos
necessarios para que o homem no séc. XVIl ex@wse a tornar
inteligivel a ordem cosmica de todos os fendmenos observados. Foram
necessarios dois séculos para que estes instrumentos ideais fossem

dispensados ou, pelo menos, entendidos doutra forma.

39 WHITROW, G.J., 1980The Natural Philosophy of Timé&ondon, Oxford Science
Pub., p.35.
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Augusto J. Santos Fitas, 1998 Principia de Newton, alguns comentarios (Segunda parte, a Gravitagao),
Vértice, 73, 97-102.

Os Principia de Newton, alguns comentarios

(Segunda parte, a Gravitacao)

Augusto J. Santos Fitas

1. Depois da Axiomatica

Na parte do®rincipia que precede o Livro I, Axiomas e Leis de
Movimento, sucedem-se as trés leis, seis corolarios que descrevem as
propriedades dos movimentos dos corpos, dos quais se destacam dois: a
regra do paralelogramo para a composicdo de forcas (Corolério I); o
centro de massa de um sistema de corpos sujeitos exclusivamente as suas
interac¢cdes mutuas permanece em movimento uniforme e rectilineo ou
em repouso (Corolario V).

Este capitulo inicial termina com um Escdlio onde, entre os
diversos comentérios desenvolvidos, Newton referencia 0s seus
predecessores: «(com as duas primeiras Leis e 0s primeiros dois
Corolarios, Galileu descobriu que a descida dos corpos variava com o
quadrado do tempo (in duplicata ratione temporis) e que o movimento
dos projécteis era ao longo de uma curva que era uma parabola; a
experiéncia concorda com ambos a ndo ser que estes movimentos sejam
um pouco retardados pela resisténcia dé..9s"; «(...)[Com as mesmas
Leis e Coroléarios]Sir Christopher Wren, Dr.Wallis, e Mr.Huygens, os

maiores geOmetras dos nossos tempos, determinaram as regras de

! NEWTON, IsaacPrincipia mathematica philosophiae naturalisd. Cajori, T.I, p.21
(1962, University of California Press), p.21.
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impacto e reflexdo dos corpos rigidos e, mais ou menos na mesma altura,
comunicaram as suas descobertas a Royal Society, exactamente
concordando entre si nessas redrap®. Newton referencia parte
daqueles que ao longo dos séculos XVI e XVII haviam contribudo
decisivamente para o avanco da mecanica, em particular no que diz
respeito ao estudo dos choques de corpos rigidos. A reflexdo sobre este
ultimo problema tinha levado Wren, Wallis, e Huygens a descobrirem
independentemente a lei da conservagdo do momento linear. Deve-se, no

entanto, destacar a auséncia de mencéo a Descartes.

2. Os Principia e a Geometria

O Livro | intitula-se o Movimento dos Corpos, sendo a sua
primeira secc¢ao constituida por dez Lemas que constituem as proposi¢coes
demonstraveis necessarias para fundamentar dedutivamente os teoremas
sobre o movimento, apresentados posteriormente. As proposi¢cées aqui
apresentadas correspondem a nocdes elementares de calculo diferencial,
embora jamais se faca qualquer referéncia a este dominio matematico.
Estes lemas versam sobre os limites de areas, linhas e arcos de curva, as
suas provas sao feitas a custa de um raciocinio exclusivamente
geomeétrico, ignorando toda a linguagem analitica ja introduzida na
Geometria (Descartes). No Escolio apresentado no fim desta seccao
Newton explica o porqué desta opcdo metodoldgica no cariz das
demonstracoes: «(..[Estes Lemas foram permitidos para evitar as

aborrecidas deducdes envolvidas nas demonstracbes ad absurdum, de

2 |bid., p.22.
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acordo com o método dos antigos gedmetras. Pelo método dos
indivisiveis as demonstracdes sdo mais curtas, mas, porque a hipotese
dos indivisiveis parece ser, até certo ponto, desarmoniosa e, portanto

esse método é considerado para o calculo menos geonéfyito

fig.-1

Embora este célculo, através dos indivisiveis, fosse considerado
menos geométrico no seu método, Newton desenvolvera as nocdes de
limite e convergéncia com base numa exposicdo exclusivamente
geométrica, prescindindo de qualquer linguagem analitica. Como
exemplo repare-se no Lema dSe em qualquer figura AacE limitada
pelas linhas rectas Aa, AE e a curva acE se inscrever um qualquer de
paralelograrmas Ab, Bc, Cd, etc., e os lados Bb, Cc, Dd, etc., forem
paralelos ao lado da figura Aa; e os parlelogramas aKbl, bLcm, cMdn,

etc., estiverem completados: entdo se a largura desses paralelogramas

? Ibid., p.38.
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diminuir e o seu niamero aumentar in infinitum, digo, que as razbes
tltimas entre a figura inscrita AKbLcMdD, a figura circunscrita
AalbmcndoE e a figura curvilinea AabcdE, serdo entre si, razbes de
igualdade”. Este enunciado é acompanhado pela ilustracdo apresentada
nafig.-1.

O enunciado deste Lema corresponde a uma forma de apresentar
o calculo do integral, ou da area, como o resultado da igualdade dos
limites do somatdrio, respectivamente, das &reas inscritas e das areas
circunscritas, o que surge claramente ilustrado na expressacse<..)
largura desses paralelogramos diminuir e o seu nimero aumentar in
infinitum (...)»

Ainda no sentido de ilustrar a presenca da noc¢ao de limite e de
convergéncia atente-se nesta passagem do Esudlfmal desta seccao,
«(...) As razdes Uultimas com as quais se anulam as quantidades ndo sao
verdadeiramente as razdes dessas quantidades ultimas, mas limites em
relacdo aos quais as razdoes das quantidades, decrescendo sem limite,
convergem sempre, e para a qual elas se aproximam tao perto quanto
uma dada diferenca, mas nunca vao para la, nem de facto a atingem, até
que as quantidades diminuam in infiniterm

No que diz respeito a diferenca entre 0 método que lhe permitiu
descobrir certos resultados, em particular as demonstra¢des das Leis de
Kepler, e a forma como nd%incipia apresenta essas demonstragdes, 0
proprio Newton comenta:Através do Método inverso das fluxdes, no

ano de 1677 eu encontrei as demonstracfes das Leis de Kepler para a

*1bid., p.39.
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Astronomia, por exemplo que os Planetas se movem em elipses, que é a
112 Proposicao do primeiro livro dos Principios; e no ano de 1683,
perante o Dr.Halley, resumi essas consideracfes, e acrescentei outras
proposi¢cdse sobre os corpos pesados que foram por ele comunicadas a
R.Society (...Escrevi o Livro dos principios nos anos de 1684, 1685
e 1686e ao escrevé-lo usei bastante o método das fluxdes directo e
inverso, mas ndo apontei os seus calculos no Livro porque o livro foi
escrito pelo método da composicdo, como toda a Geometria deve ser
(.5

A Proposicao | da seccao Il do Livro I, onde Newton estabelece
gue a existéncia de um forgca central implica a segunda Lei de Kepler e
que a trajectoria devera ser plana, tem o seguinte enunciasléreas
gue oscorpos em movimento de translaccdo descrevem por raios que
passam por um centro imovel de uma forgaentral]jazem no mesmo
plano imével e sdo proporcionais aos tempos em que sdo descritas

A demonstracdo € feita através dos passos que se passam a
expor. Newton, recorrendo fig.-2, aproxima a trajectoria curvilinea
descrita por pequenos segmentos de recta, AB, BC, CD, DE, EF,..., a
forca central, sempre dirigida para o ponto S, actua por impulsos nos
pontos (instantes) A, B, C, D, E, F, ..., desviando o corpo da sua
trajectoria rectilinea. Cormo o triangulo SAB define um plano e a forca ao

actuar em B fa-lo segundo SB, desviando a trajectdria para BC, o novo

5 .

Ibid., p.39
® Retirado de um rascunho de uma carta enviada por Newton a Des Maizeaux, escrita por
volta de 1720 in COHEN, I|.Bernard, 1978&troduction to Newton’s Principia,
Cambridge, Harvard University Press, p.295).
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triangulo BCS situa-se no mesmo plano que o anterior. O raciocinio
prossegue para todos o0s segmentos, concluindo-se assim que as

sucessivas trajectorias se encontram todas no mesmo plano.

fig.-2

Considere-se um intervalo de tempo dividido em duas partes
iguais. Na primeira parte o corpo percorre AB e, caso nenhuma forca
actuasse sobre ele, na segunda percorreria Bc, de tal modo que AB=Bc
(Primeira Lei). Os triagulos ABS e BcS, porque tém bases iguais
(AB=Bc) e altura comum, So, as suas areas sao iguais. Se em B intervier
uma forga centripeta na forma de impulso o corpo € desviado de Bc e
passa a deslocar-se segundo a direccdo BC. Apligue-se a regra do

paralelograma (Corolario I): pelo ponto c traca-se uma paralela a direc¢ao

" Ibid., p.40.
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SB que vai encontrar a recta BC no ponto C pertencente ao plano do
triangulo ASB. Os triangulos BcS e BCS possuem a mesma base, BS,
como a distancia dos pontos C e ¢ a este segmento € a mesma (Cc é
paralela a BS), entdo a area dos triangulos é igual. As areas de ABS e
BCS séo iguais.

Repetindo os argumentos utilizados conclui-se pela igualdade

das areas BCS e CDS, CDS e DES, ... e, por composicdo, as diversas
somas destas areas elementares estdo entre si como os intervalos de tempo
gastos em percorré-las. Para terminar esta demonstracdo leia-se o que
escreveu Newton: «(..gumente-se o0 numero de triangules sua base
diminuiu in infinitum; e o seu perimetro final ADF serd uma linha curva:
e portanto a forga centripeta, pela qual o corpo é continuamente afastada
da tangente a esta curva actuara continuamente, e quaisquer areas
descritas SADS, SAFS que sdo sempre proporcionais aos tempos de
descricdo, serdo, também neste caso, proporcionais a esses tempos.
Q.E.D>".

Toda esta argumentacdo exclusivamente geométrica, da qual é
afastado qualquer tratamento analitico, € a utilizada por Newton ao longo
desta sua obra, ndo existindo qualquer recurso a linguagem de calculo
diferencial, entretanto por ele descoberto, e de que, tdo insistentemente, se
afirmou o pioneiro.

Newton, no periodo de 1664-65, ainda estudante do Trinity
College em Cambridge, desenvolveu um método de analise, o Método das

Fluxdes, onde introduzira a nocdo de derivada, de diferencial e de

8 Ibid., p.41.
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infinitésimo, passando qualquer linha curva a ndo ser entendida como
uma soma de varios segmentos, mas como uma linha continua. Em 1669,
0s resultados respeitantes a pesquisa sobre séries que, entretanto,
desenvolvera, sdo compilados na obra Sobre a Andlise de Equagfes néo
Limitadas no Numero dos seus Termos. Um ano depois tenta publicar
estes seus dois trabalhos de matematica num unico livro, Método de
Fluxdes e Séries Infinitascantudo, na forte depressédo que se seguiu ao
Grande Incéndio de Londres de 1666, ndo havia mercado para tais
livros»®; esta obra s6 sera publicada em 1736.

Num relatorio datado de 1715, Newton descreve o seu encontro
com a geometria antiga como sendo posterior a elaboracdo da teoria da
gravitacdo universal: B« com o auxilio da nova analism que
desenvolveu na sua juventudpje o Sr.Newton descobriu a maior parte
das proposic¢des dos seus Principia Philosophiae; mas como, para atingir
a certeza, os Antigos s6 admitiam em geometria o que fosse demonstrado
de uma forma sintética, ele demonstra as proposi¢ées sinteticamente de
modo que o sistema dos céus fosse fundado sobre a boa gedfhetria
Newton da a entender que a sua primeira abordagem aos temas tratados
nos Principia foi através da analise, optando por, na sua obra maxima,
preferir o tratamento geométrico. Porqué esta op¢ao?

Esta relacdo com a geometria poderd entender-se com base no

Prefacio que escreveu para a primeira edicdo dos Principia. E explicito ao

® COHEN, |.Bernard, 1983,a revolucion newtoniana y la transform.acion de las ideas
cientificas,Madrid, Alianza Editorial, p.298.

2 Newton, I., An account of the book entitl€@dmmercium epistolicunin VERLET,
Loup, 1993l a malle de NewtorRaris, Editions Gallimard, p.331
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considerar a mecanica, na acepcdo de disciplina racional cujo
procedimento € rigoroso e demonstravel, como geometria, enquanto que
reserva a designacdo de mecanica propriamente dita pangcanica
pratica»'’ aplicada pelos artifices qua&o trabalham com precisdo e
rigor». Conclusdo: a Mecanica Racional tem que ser fundada num
constructiogeométrico. Contudo, Loup Verlet, na obra que se tem vindo

a citar, avanga com um outro argumento: 0 método geométrico empregue
por Newton nos Principia deixa advinhar a sua adesdo a doutrina da
sabedoria primitiva(prisca sapientia)«(...)com 0s hermetistas da
Renascenca, Newton pensava que, mais préximos do que nds da origem,
0s sabios da antiguidade, mesmo sendo pagdos, possuiam um saber que
remontava provavelmente a Moisés e que em seguida se perdera;
parecia-lhes, portanto, evidente que as leis que tinham descoberto --ou,
antes, redescoberto-- deviam ser escritas numa linguagem geométrica
baseada na dos Antigos, em vez da linguagem algébrica que tinha
inaugurado o seu falacioso adversaiio.)»*2 Eis, um argumento bem

adequado a iconoclastia de Newton...

4, Uma forca que se exerce a distancia

Nos Principia, logo a partir do primeiro teorema enunciado
comeca a perceber-se que a explicacdo dinamica dos movimentos
planetarios, descritos pelas trés leis cinematicas de Kepler, € o grande

objectivo da obra. A resolugéo deste problema, a determinagéo do tipo de

' NEWTON, IsaacPrincipia, p.XVII
12\VERLET, Loup, 1993.a malle de NewtorRaris, Editions Gallimard, p.331.
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accdo responsavel por esta conica harmonia celestial ocupava outros
grandes espiritos da época como é o caso de Borelli, Hooke, Halley e
Leibnitz e ja merecera de Descartes, bem como do proprio Kepler, um
esboco de uma teoria global do movimento dos corpos celestes.

Em 1600, Gilbert na sua obra De Magnete, primeira exposi¢cao
sistematica do magnetismo terrestre, perante a natureza da forca
magnética que se manifestava na sua capacidade de actuar a distancia
originando movimento, extrapola «(..¢ste movimento, que é a
inclinacdo em direccdo a fonte, ndo pertence sé as partes da Terra, mas
também as partes do Sol, da Lua e aos outros corpos celedted E
Newton associara os dois fenébmenos, aceitando a sua mesma natureza,
confundindo-os nos seus efeitos, escrevendo na nota a Definicdo V: «(...)
Deste tipo € a gravidade, pela qual os corpos tendem para o centro do
magnetismo terrestré...)» Esta parecia ser a Unica forma capaz de
materializar a accao a distancia...

Para Kepler, a aceitagdo do movimento dos planetas em torno do
Sol obrigava a que este astro fosse o centro de forcas magnéticas. Kepler
concebia o Sol como animado de movimento de rotagdovimento que
transmitia aos planetas por intermédio de uma species imaterial,
analoga, por sua vez, a luz e a forca magnétit&staspeciesatravessa
0 espaco e, a medida que se afasta do Sol, o seu efeito vai enfraquecendo,
0 que explicava o movimento mais lento dos planetas mais afastados do

Sol. Ha uma certa analogia entre esta fonte de movimento e a propagacao

13 Gilbert, William,De MagneteNew York, Dover Pub, p.2.
14 KOYRE, Alexandre, 196&tudes NewtonienneBaris, Editions Gallimard, p.14.
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dos raios luminosdy pois, relembre-se Euclides, a intensidade da luz
emitida por uma fonte varia na razdo inversa do quadrado da distancia a
esta. Dai que Kepler, arrastado por esta semelhanca, suspeite que a accéo
proveniente do Soljirtus movense sentida pelos diversos planetas, deve
respeitar a lei do inverso do quadrado das distancias. Kepler fica-se pela
suspeita porque, devido a erros de calculo e a sua concepcao aristotélica
do movimento, € impelido para uma for¢ca proporcional ao inverso da
distancia. De qualquer modo, embora muito perto da solugédo que Newton
vir4 a encontrar, seria impossivel ao astronomo polaco vislumbra-la, pois
a sua forca magnética ndo € de forma alguma uma alternativa para a
gravitacao: «(...ela ndo é responsavel pela manutencédo dos planetas nas
suas Orbitas (...) para Kepler, tal como para Aristotel@gnovimento
circular é ummovimento simples e natur@l.)»™.

Descartes substituia virtus movengdde Kepler pelo seu éter
pleno de vortices. O fildsofo francés renegava a interacgéo a distancia no
vazio, substituindo todo o espac¢o por qualquer coisa como um liquido
cheio de turbilhdes que seriam o0s responsaveis pelo transporte dos
planetas no seu movimento em torno do Sol. Embora senhor de
ferramentas analiticas para tratar os problemas geométricos, Descartes
nao fez qualquer tentativa para explicar as célebres Leis de Kepler, no
sentido de as adaptar ao seu sistema.

Hooke num artigo publicado em 1674 e intitulafloa tentativa

para provar o Movimento anual da Terealeria, sem qualquer prova, a

> DUGAS, René, 1988, Aistory of MechanicsNew York, Dover Pub., p.215.
®* KOYRE, Alexandre, op. cit., p.16.
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hipétese de accdo a distancia entre os pldietdaBodos os corpos
celestes sem excepcéao exercem o poder de atraccéo ou peso dirigido para
0 seu centro; em virtude do qual ndo sé retém as suas préprias partes
evitando que escapem, como € 0 caso da Terra, mas também atraem
todos 0s corpos celestes que se encontram def@greua esfera de
actividade. Assim, por exemplo, ndo s6 o Sol e a Lua actuam no sentido
de fazer progredir o movimento da Terra, tal como a Terra actua sobre
eles, mas também Mercurio, Vénus, Marte, Jupiter e Saturno tém, devido
ao seu poder atractivo, uma influéncia consideravel no movimento destes
corpos». Hooke acabou por defender, influenciado pela analogia Optica,
gue o valor da atrac¢ao variava na razao inversa do quadrado da distancia.
Halley, segundo parece o grande responséavel pela publicacdo dos
Principia, aplicou alguns teoremas enunciados por Huyghens sobre a
forca centrifuga, publicados sem demonstracdo no final da obra

Horologium Oscillatorum, a hipotese de Hooke e assumindo a terceira lei

3
de Kepler % =constante)concluiu sobre a lei do inverso do quadrado
da distancia.

Tudo indica que Newton estaria na posse de todos as hipoteses
necessarias para inferir a sua célebre lei. Analise-se, nos seus primeiros
passos, como Newton conduziu de uma forma matematicamente rigorosa
a relacdo entre as Leis de Kepler e a expressdo analitica da Forca da

gravidade.

"in, DUGAS, René, op. cit., p.216.
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5. Os Principia e as Leis de Kepler

No primeiro teorema da Seccédo Il, Proposicéo |, estabelece-se
gue um corpo sujeito a accdo de uma forgca central tem que
obrigatoriamente obedecer a segunda lei de Kepler (a linha que une os
planetas ao Sol varre areas iguais em intervalos de tempo iguais) e que a
sua orbita é plana. Na Proposicao Il prova-se a afirmacéo reciproca. Esta
encontrada (provada) a Segunda Lei de Kepler.

Na Proposi¢éo IV (Teorema IV) e nos nove corolarios que lhe
estdo associados, sao afirmados os resultados decorrentes do movimento
circular descrito por accdo da forca centripeta, comentando Newton no
Escolio: «<O caso do sexto corolario obtido para os corpos celestes (tal
como Sir Christopher Wren, Dr.Hooke e Dr.Halley observaram
cuidadosamente), e portanto no que se segue tenciono tratar de uma
forma mais ampla as questdes que estdo relacionadas com o decréscimo
da forca centripeta com o quadrado da distancia ao ceftrpse,
referindo-se a Huyghens, no sewexeelente livro De Horologio
Oscillatorio, comparou a for¢ca da gravidade com as forcas centrifugas
dos corpos em movimento de revolugao

Na seccadll, composta pelas pposi¢coes Xl a XXIX, é tratado
0 movimento dos corpos ao longo de trajectérias que constituem seccdes
conicas, demonstrando-se que, no caso do corpo estar sujeito a acgao
atractiva de uma forga central, esta variara na razdo inversa do quadrado

da distancia entre a posicao do corpo e o centro da forca. Na Proposicéo

8 NEWTON, IsaacPrincipia, p.46.
19 bid., p.46.
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Xl, o resultado anterior é demonstrado para um movimento eliptico,
enguanto que as proposicoes Xl B ¥ fazem, respectivamente, para as
trajectorias hiperbdlica e parabdlica.

Enquanto que nas proposi¢cbes Xl, Xl dllXse estabelce
aquilo que se designa por problema directo, no Corolério | da Proposicéo
XIll, enuncia-se a inversa das proposicoes precedentes; escreve Newton:
«Das trés ultimas proposicodXI, Xl e Xlll] segue-se que qualquer
corpo P ao deslocar-se de P com uma determinada velocidade e com a
direccdo da recta PR, sendo ao mesmo tempo submetido a ac¢do de uma
forca centripeta que varie na razéo inversa do quadrado da distancia do
seu lugar ao centro, o corpo mover-se-a segundo uma coénica, tendo o seu

foco no centro da forca, e reciprocamente. Dado o foco, a posigcéo e a

direccao da tangente, uma seccdo conica devera ser descrita de modo

que nesse ponto devera ter uma determinada curvatura. Mas a curvatura

€ dada pela forca centripeta e pela velocidade do corpo; e duas 6rbitas

intersectando-se ndo podem ser descritas pela mesma forca centripeta e

pela_mesma velocidaef®. Utilizando uma linguagem analitica mais

actualizada pode escrever-se que para uma forca central da/ti§)o (

conhecido\, dada a posi¢ao e velocidade inicial, respectivamejéeyy

0 corpo movimenta-se segundo uma trajectoria que satisfaz as condi¢des
iniciais e a equagédo de movimento (F=ma) em qualquer instante, r = r(t);
para além da existéncia de uma determinada solugéo, garante-se o seu tipo

€ a sua unicidade.

%0 |bid., p.61 (sublinhado nosso).
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O enunciado deste corolario é, na linguagem do seu autor,
apresentado como uma evidéncia, uma decorréncia logica e imediata das
proposicdes precedentes, ndo se alongando em qualquer pormenor
demonstrativo de indole geométrica, limitando-se a uma justificacdo que
na citagdo anterior se ressalta através do sublinhado.

Na primeira edicdo dos Principia este enunciado € escrito sem
gualquer pista que apontasse para a a sua demonstracdo, contudo ao
preparar a segunda edicdo da sua obra, Newton reconhece a necessidade
de juntar uma frase que aludisse aos passos justificativos da afffmacéo
A forma parcimoniosa do novo texto, onde sdo dadas as indicacbes do
caminho da prova, € significativo de qudao trivial, sob o ponto de vista
matematico, Newton pensava ser este enunciado...

Apresentado na forma de problema, Proposi¢do XVII, surge o
sguinte enunciado:Suponha-se que a forca centripeta € inversamente
proporcional ao quadrado das distancias das posi¢cdes ao centro, e que o
valor absoluto dessa forca é conhecido; pede-se para determinar a linha
gue o corpo deve descrever quando sair de uma determinada posicéo
com uma velocidade conhecida na direccdo de uma linha »fécta
Analisando a forma como este problema é resolvido por Newton conclui-
Se que O COrpo percorrera no seu movimento uma conica e gque esta é

Unica.

2 Bernoulli criticou  Newton por este ter aceitado a verdade deste enunciado sem o
demonstrar ( in COHEN, I.Bernard, 197&troduction to Newton's Principia,
Cambridge, Harvard University Press, p.287).

22 |bid., p.65.
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Esta encontrada (provada) a Primeira Lei de Kepler que satisfaz
nao so elipses como hipérboles e parabolas.

Apos ter estabelecido a relacdo entre uma forca central, variando
na razao inversa do quadrado da distancia, e os movimentos ao longo de
secgdes conicas dos corpos a ela sujeitos, Newton enuncia na Proposicéo
XV (Teorema VII) a proporcionalidade entre os cubos dos semi-eixos
maiores das Orbitas elipticas e os quadrados dos tempos gastos em
percorré-las, quando o corpo esta sujeito a uma forca dirigida para um dos
focos e é proporcional ao inverso do quadrado da distancia.

Esta encontrada (provada) a Terceira Lei de Kepler.

As trés Leis de Kepler sdo uma consequéncia das Leis de
movimento, aceitando ainda a hipotese de que a forga responsavel pelo
movimento € central e inversamente proporcional ao quadrado da
distancia. Apesar de se garantir a proporcionalidade, ainda nao foi
calculada a sua constante, logo, na integra, ndo foi ainda estabelecida a

Lei da Gravitagdo Universal.

6. A Gravidade

No Livro | dos Principia, Newton apresenta 0s conceitos,
relaciona-os e estabelece as principais conclusdes do seu modelo
matematico; o problema das forcas centrais ndo passa de uma hipétese
que serve para sustentar diversos teoremas, mas nada é dito sobre a
relacdo dos resultados atingidos e o comportamento da natureza. Newton

edificou todo o seu sistema fisico-matematico, mas ¢é no LUivoos
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Principia, intitulado O Sistema do Mundo, que vai aplicar as conclusdes
teoricas ao estudo dos fendmenos naturais.

Este livro abre com as Regras de Raciocinio em Filosofia, sao
quatro e o proposito da sua apresentacdo corresponde aos seguintes
objectivos: o numero de causas explicadoras de um dado fenémeno
natural deve sempre ser tomado no seu valor minimo (Regra I); deve
assumir-se que efeitos similares sdo provocados por causas idénticas
(Regra Il); as qualidades comuns a todos o0s corpos, determinadas pela
experiéncia, devem ser entendidas como as propriedades dos corpos
estendidas a todo o universo (ReditB; na natureza devem ser
entendidas como verdadeiras as conclusdes que se extraem através da
inducéo geral, até serem refutadas por um qualquer fenédmeno (Regra IV).

Segue-se uma lista de dados sobre fendmenos astronémicos:
caracteristicas das Orbitas dos satélites de Jupiter e o seu acordo com as
Leis de Kepler; o mesmo para os satélites de Saturno; identicamente para
os planetas do sistema solar.

Baseado nos resultados do Livro | (Proposicdes Il e 1V), bem
como nos dados astronOmicos previamente expostos, Newton, nas
Proposicoes I, Il él, mostra que as forcas que actuam sobre os planetas
sdo centrais, orientadas para o foco da trajectéria e variam na razéo
inversa do quadrado da distancia.

Na Proposicéo IV (Teorema IV) onde se enunddal_ga gravita
em direccdo a Terra, e pela forca da gravidade é continuamente afastada

do seu movimento rectilineo e mantida na sua GsbitaNewton,

23 NEWTON, IsaacPrincipia, p.407.
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recorrendo aos dados astronomicos apresentados por Varios autores
(Ptolomeu, Huygens, Copérnico, Street, Tycho), conclui quea<orga

pela qual a Lua é mantida na sua Orbita torna-se, a superficie da Terra,
igual a forca da gravidade que ai observamos nos corpos pesados (...)
portanto (pela Regra 1 e 2) a for¢ca pela qual a Lua é mantida na sua
orbita € a mesma forca que comummente designamos de gravidade
(...)%*. De acordo com a demonstracdo feita pelo seu autor, onde s&o
exibidos argumentos numeéricos, o objectivo desta proposi¢cao € sobretudo
mostrar que € a mesma, a forca que é responsavel pela queda dos corpos
para a Terra, bem como a outra que aguenta a Lua na sua Orbita. No
Escolio a esta proposicdo, Newton ilustra o uso das suas Regras de
Raciocinio em Filosofia com que abre o Livro lll: se ambas as forcas
referidas (gravidade dos corpos pesados e forga central actuando sobre a
Lua) possuem a direc¢do do centro da Terra e ttm o mesmo valor entéo
deverdo possuir a mesma causa (regra 1 e 2)...

A conclusdo exposta nesta Ultima proposicao € generalizada para
os satélites dos varios planetas nas Proposi¢cdes V e VI. Na Proposicao
VIl escreve: &xiste o poder de gravidade pertencendo a todos 0s corpos,
proporcional em varias quantidades & matéria que eles coAtémsta
definida a constante de proporcionalidade como uma funcdo da massa
gravitica; € nesta proposi¢cdo que Newton enuncia a Lei da Gravitacao

Universal e, como assinala Chandrase®hatas cartorze proposicées

% |bid. p.408.

% |bid. p.414.

% CHANDRASEKHAR, S., 1995\ewton's Principia for the common read€&xford,
Clarendon Press.
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(teoremas) desta seccédo, esta € a Unica em cujo final de demonstragédo
Newton coloca a marca «Q.E.BRuod erat demonstrandum

Completou-se assim o raciocinio que possibilitou concluir que a
forca de atraccdo gravitica sobre um corpo de masS8adada pela téo
conhecida expressao analitica:
m
r2
E alicercado nos postulados ditados pela natureza, base de toda a

f =k

Mecénica Classica, que Newton chegou finalmente a formulacdo de uma
lei natural que unifica 0 mundo terrestre com o mundo dos astros, uma lei

gue explica o movimento da queda da macéa a superficie da Terra e a
trajectoria de qualquer planeta do Sistema Solar. Esta unificacdo permite
tirar uma conclusdo mais arrojada: onde quer que se encontrem no
universo, quaiqguer massas devem atrair-se de acordo com a mesma Lei.
E toda esta audacia na compreensao da natureza foi permitida pelo rigor
da linguagem matematica usada. Eis o paradigama do pensamento
Newtoniano, a forma de raciocinio cientifico criador que viria a marcar as

Ciéncias Fisicas até aos nossos dias.
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