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Resumo

Neste trabalho são apresentados alguns problemas clássicos de geometria pro-
jectiva e as suas resoluções, recorrendo ao cálculo de Schubert e a argumentos
geométricos mais clássicos. Entre os problemas abordados estão o de encon-
trar o número de rectas de P3 que intersectam quatro rectas dadas, o de
encontrar o número de rectas de P4 que intersectam seis planos dados e o
de encontrar e descrever a configuração das rectas contidas numa superfície
cúbica de P3. É feita também a descrição de uma superfície de Kummer,
que é construída a partir da intersecção da variedade de Grassmann G1,3 das
rectas de P3 com uma hipersuperfície quádrica de P5.

Palavras-chave: geometria projectiva, grassmanniano, rectas em P3, cál-
culo de Schubert, superfície cúbica.





Abstract

This dissertation presents some classical problems in projective geometry
and their resolutions, in which are used results of Schubert calculus and
more classical geometrical arguments. Among these problems are the one of
finding the number of lines in P3 intersecting four given lines, the one of
finding the number of lines in P4 intersecting six given planes, and the one of
finding the number of lines lying on a cubic surface in P3 and describing their
configuration. It also presents the description of a Kummer surface, whose
construction is based on the intersection of the Grassmann manifold G1,3 of
lines in P3 and a quadric hypersurface in P5.

Key-words: projective geometry, grassmannian, lines in P3, Schubert cal-
culus, cubic surface.
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Introdução

A presente dissertação visa apresentar certas questões clássicas de geome-
tria projectiva – algumas das quais remontando ao século XIX –, e descrever
possíveis resoluções.

Para algumas destas questões torna-se necessário introduzir a noção de
grassmanniano – o conjunto dos subespaços de um espaço projectivo com
uma dada dimensão. É feita também uma descrição do mergulho de Plücker,
que permite identificar cada grassmanniano com uma subvariedade de um
espaço projectivo. Para o estudo de algumas destas questões, é utilizada
uma ferramenta, o cálculo de Schubert, que é também apresentada, e que foi
o ponto de partida deste trabalho.

Começa-se por estudar um dos grassmannianos mais simples: o con-
junto das rectas de P3. O mergulho de Plücker permite-nos identificar este
grassmanniano com uma hipersuperfície quádrica de P5, que designamos
por G1,3. São exploradas as intersecções de G1,3 com os diferentes subespaços
de P5 e é estudada a ligação entre estes conjuntos e os conjuntos de rec-
tas de P3 representados por eles. Verifica-se que algumas destas intersecções
têm um significado geométrico muito preciso, no sentido em que correspon-
dem a conjuntos de rectas que satisfazem uma condição surpreendentemente
simples. Por exemplo, as rectas de P5 contidas em G1,3 correspondem aos
conjuntos das rectas de P3 que estão contidas num dado plano π e passam
por um dado ponto P ∈ π; os planos contidos em G1,3 correspondem ou aos
conjuntos das rectas de P3 que estão contidas num dado plano π, ou aos
conjuntos das rectas de P3 que passam por um dado ponto P .

Em seguida, estudam-se três problemas de geometria enumerativa, área
da geometria algébrica que estuda problemas relacionados com o número de
objectos em variedades que satisfazem um dado conjunto de condições.

Em primeiro lugar, procura-se encontrar o número de rectas de P3 que
intersectam quatro rectas dadas. A minha atenção foi despertada para este
problema pela leitura de An Invitation to Algebraic Geometry (K. Smith e
outros) [SKKT00], que me permitiu ter uma primeira perspectiva de conjunto
(embora superficial) sobre esta área da matemática. Uma generalização deste
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problema, também apresentada, é encontrar o número de rectas de P3 que
intersectam quatro curvas dadas. Por fim, o último destes problemas consiste
em encontrar o número de rectas, desta vez de P4, que intersectam seis planos
dados.

É, em seguida, estudada a intersecção de G1,3 com uma outra hipersuper-
fície quádrica F de P5, a partir da qual se obtém uma superfície de Kummer
– superfície de grau quatro de P3 que admite 16 pontos duplos e nenhuma
outra singularidade. Faz-se a construção desta superfície a partir do estudo
da intersecção F ∩ G1,3.

Finalmente, é abordado um outro problema de geometria enumerativa, o
de encontrar o número de rectas que estão contidas numa superfície cúbica
de P3. Verifica-se que uma superfície cúbica não singular contém exactamente
27 rectas. Nesta dissertação são apresentadas duas demonstrações diversas
deste facto, sendo ainda feita uma descrição da configuração destas rectas e
descrita uma simetria patente nesta configuração.

Neste trabalho, serão utilizados sem demonstração resultados conhecidos
de topologia algébrica e de geometria algébrica. Serão também utilizados
conceitos de geometria algébrica, como o de espaço projectivo, variedade e
espaço tangente projectivo, que são referidos apenas com o objectivo de fixar
terminologia e notação.

Mais pormenorizadamente, esta dissertação é organizada da seguinte
forma:

No capítulo 1 são apresentadas definições que serão utilizadas ao longo
do trabalho, nomeadamente a de grassmanniano, já referida acima.

Com base no artigo de Kleiman e Laksov, Schubert Calculus [KL72], é
feita uma descrição do mergulho de Plücker.

Com base no mesmo artigo, o capítulo 2 começa com uma introdução
sucinta ao cálculo de Schubert. São enunciados sem demonstração os três
principais teoremas desta teoria, os quais permitem, a partir da classe de
cohomologia de subvariedades de um espaço projectivo, estudar as suas in-
tersecções. São aqui utilizados resultados de topologia algébrica, que se su-
põem conhecidos. Uma demonstração que envolve mais cálculo é descrita no
apêndice.

Em seguida, ainda sem recorrer ao cálculo de Schubert, é feito o estudo
das intersecções de G1,3 com os diferentes subespaços de P5, baseado no livro
de Semple e Kneebone, Algebraic Projective Geometry [SK98].

Com a ajuda deste estudo, mas recorrendo agora ao cálculo de Schubert,
são tratados os três problemas de geometria enumerativa que foram referidos.
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A resolução do primeiro, que consiste em encontrar o número de rectas
de P3 que intersectam simultaneamente quatro rectas dadas, é baseada no
artigo acima referido [KL72], e é tratada por duas vias distintas: uma re-
correndo ao cálculo de Schubert e a outra a argumentos geométricos mais
clássicos. Deparamo-nos assim com uma oportunidade para confrontar as
duas abordagens.

A resolução do segundo problema, o de encontrar o número de rectas
em P3 que intersectam simultaneamente quatro curvas dadas, e que se pode
encontrar no mesmo artigo, utiliza apenas o cálculo de Schubert.

A resolução do terceiro problema, que se debruça sobre o número de
rectas que intersectam seis planos dados em P4, utiliza também o cálculo de
Schubert. É depois apresentado um exemplo concreto de seis planos, no qual
é calculado directamente, com a ajuda do computador, o número de rectas
que os intersectam. A propósito deste problema, é apresentado um resultado
sobre a relação entre a configuração de cinco planos em P4 e o número de
rectas que os intersectam.

Finalmente, é dado destaque a um estudo do grassmanniano G1,3 que vem
continuar aquele que fora feito anteriormente: em vez de cortes de G1,3 por
subespaços projectivos, é observada a intersecção entre G1,3 e outra hipersu-
perfície quádrica de P5. A partir daqui, é obtida uma superfície de Kummer,
que é estudada recorrendo ao cálculo de Schubert, aos conhecimentos já es-
tudados sobre G1,3 e ainda a resultados, que se pressupõem conhecidos, como
o teorema de Bertini e relações a que obedece a característica de Euler de
algumas variedades.

Tanto o terceiro problema abordado como esta descrição da superfície de
Kummer se baseiam no livro de Griffiths e Harris, Principles of Algebraic
Geometry [GH94].

O capítulo 3 aborda um conhecido problema de geometria enumerativa:
encontrar o número de rectas que estão contidas numa superfície cúbica de P3.

É apresentada uma primeira resolução, a partir do livro de Miles Reid,
Undergraduate Algebraic Geometry [Rei94], a qual, por um lado, recorre a
métodos mais clássicos e, por outro lado, aproveita a resposta a um problema
resolvido no capítulo anterior, o de procurar o número de rectas de P3 que
intersectam quatro rectas dadas.

Em seguida, é feita outra abordagem ao mesmo problema, desta vez ba-
seada no livro de Hartshorne, Algebraic Geometry [Har93], recorrendo a re-
sultados mais recentes. Mostra-se que o blow-up de P2 em seis pontos resulta
numa superfície cúbica S que pode ser mergulhada em P3, e descreve-se como
assim são obtidas todas as rectas que estão contidas em S. Aqui são utilizados
resultados e conceitos, que também se supõem conhecidos, como a fórmula de
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adjunção e o grupo de Picard de uma variedade. Recorrendo a argumentos da
teoria das superfícies, mostra-se também que qualquer superfície cúbica de P3

pode ser assim obtida, o que torna evidente a generalidade desta abordagem.
É depois observada a simetria da configuração das rectas contidas na

superfície S, mediante a descrição do duplo-seis de Schläfli – um conjunto de
12 rectas numa configuração particular, com a qual é possível encontrar uma
cúbica que as contenha. Esta descrição foi feita a partir do divertido livro de
Hilbert e Cohn-Vossen, Geometry and the Imagination, [HCV52].

A título ilustrativo, a segunda abordagem do problema é utilizada para
considerar casos em que, não estando os seis pontos de P2 em posição geral,
o número de rectas contidas em S não é o mesmo.

Por fim, a propósito deste problema e também a partir de [Har93], é
determinado o número de rectas contidas numa hipersuperfície cúbica de P4

que passam por cada ponto.



Capítulo 1

Grassmannianos

Neste capítulo, são apresentadas sucintamente algumas definições, que
serão utilizadas ao longo do trabalho. Serão utilizados conceitos e resultados
que não estão aqui enunciados, mas que podem ser encontrados em livros de
introdução à geometria algébrica, como [Har92], [Har93] ou [Rei94]. É depois
descrito o mergulho de Plücker, que permite munir um grassmanniano de
uma estrutura de variedade projectiva.

1.1 Primeiras definições

Dado um espaço vectorial E sobre um corpo K, definimos o espaço projec-
tivo P(E) como sendo o conjunto dos subespaços vectoriais de E de dimensão
um. Podemos também definir este espaço a partir da seguinte relação de equi-
valência em E \ {0}: dois vectores x, y ∈ E \ {0} estão relacionados se existir
λ ∈ K tal que x = λy; o espaço projectivo P(E) será então o conjunto das
classes de equivalência desta relação. Um subespaço projectivo de P(E) (ou,
se não houver risco de confusão, simplesmente um subespaço de P(E)) é um
espaço projectivo P(F ), onde F é subespaço vectorial de E.

No caso em que E = Kn+1, com n ≥ 0 usaremos as notações Pn para P(E)
e [ x0 : · · · : xn ] para a classe do vector (x0, . . . , xn) ∈ Kn+1. Uma variedade
algébrica (ou, mais simplesmente, uma variedade) em Pn é o lugar geomé-
trico dos zeros de um conjunto de polinómios homogéneos em K[X0, . . . , Xn].
Se {fi}i∈I é uma família de polinómios, usamos a notação V({fi}i∈I) para
a variedade por eles definida (no caso de uma família finita {f1, . . . , fk},
escrevemos V(f1, . . . , fk)).1

1Em diversos livros de geometria algébrica, como é o caso de [Har93], é chamado con-

junto algébrico ao que aqui chamamos variedade, sendo esta palavra reservada para o que
definimos como variedade irredutível.
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A intersecção de qualquer família e a união de uma família finita de
variedades em Pn são ainda variedades em Pn. Logo, podemos munir este
espaço projectivo de uma topologia, chamada topologia de Zariski, tomando
para fechados as variedades. Dizemos que uma variedade é irredutível, se o
for como fechado nesta topologia. A dimensão de uma variedade irredutível
é a sua dimensão como espaço topológico. A dimensão de uma variedade
qualquer é o máximo das dimensões das suas componentes irredutíveis. Se
V for uma variedade, um subconjunto W ⊆ V é uma subvariedade de V se
também for variedade algébrica.

Os abertos de Zariski não vazios são densos e, por esta razão, dizemos que
uma propriedade é geral numa variedade V se for verificada pelos elementos
de algum aberto não vazio de V . Dizemos que um ponto a ∈ V é um ponto
genérico ou um ponto geral de V que verifica uma dada propriedade, se
existir um aberto não vazio A de V tal que a ∈ A e a referida propriedade é
verificada por todos os pontos de A.

Dado um ponto a de uma variedade V , definida por uma família de polinó-
mios {fi}i∈I , o espaço tangente projectivo a V em a é o subespaço projectivo
de Pn

TaV := V
({

∂fi

∂X0
(a)X0 + · · · + ∂fi

∂Xn
(a)Xn

}

i∈I

)

.

A dimensão de V coincide com o mínimo do conjunto {dim TaV : a ∈ V };
para um ponto genérico a ∈ V , temos dim TaV = dim V . Dizemos que a ∈ V
é um ponto singular ou uma singularidade de V se dim TaV > dim V . Uma
variedade é não singular se não tiver nenhum ponto singular.

Chamamos curva e superfície a variedades de dimensão um e dois, res-
pectivamente. Uma recta é um subespaço projectivo de dimensão um de Pn

(correspondente a um subespaço vectorial de dimensão dois de Kn+1). Ana-
logamente, um plano é um subespaço projectivo de Pn de dimensão dois. Se
n ≥ 1, uma hipersuperfície de Pn é uma variedade de dimensão n − 1, que
pode sempre ser definida por um polinómio. O grau de uma hipersuperfície F
é o menor dos graus dos polinómios f tais que F = V(f). Um hiperplano e
uma quádrica são hipersuperfícies de graus um e dois, respectivamente.

Grassmannianos. O grassmanniano G(k,E) é o conjunto dos subespaços
vectoriais de dimensão k do espaço vectorial E. No caso em que E = Kn,
escrevemos G(k, n) em vez de G(k,E).

Como cada subespaço vectorial de Kn+1 de dimensão k + 1 está natural-
mente associado a um subespaço projectivo de dimensão k de Pn, podemos
identificar o grassmanniano G(k+1, n+1) com o conjunto destes subespaços
de Pn, para o qual usamos a notação G(k, n). Chamamos também k-plano a
um subespaço projectivo de Pn de dimensão k.
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Ao grassmanniano G(n−1, n), conjunto dos hiperplanos de Pn, chamamos
o espaço projectivo dual, e usamos a notação Pn∗. Se um hiperplano de Pn é
definido por um polinómio da forma h0X0 + · · · + hnXn, as suas coordenadas
em Pn∗ são [ h0 : · · · : hn ].

Dada uma variedade irredutível V não singular de Pn de dimensão k,
definimos a aplicação de Gauss GV : V → G(k, n), fazendo corresponder a
cada ponto a ∈ V o espaço tangente projectivo TaV .

Factos interessantes sobre quádricas. Consideremos uma hipersu-
perfície quádrica F em Pn e tomemos um polinómio de segundo grau
f ∈ K[X0, . . . , Xn] tal que F = V(f). Existe então uma única matriz simé-
trica Q ∈ M(n+1)×(n+1)(K), com Q = [qij], tal que

f(X0, . . . , Xn) =
n

∑

i,j=0

qijXiXj.

Logo, o espaço tangente a F num ponto a = [ a0 : · · · : an ] é

TaF = V

(

n
∑

i,j=0

qijaiXj

)

.

Daqui concluímos que F é não singular se e só se Q tiver característica
n + 1. Se F for não singular, a aplicação de Gauss GF é a restrição a F
do isomorfismo G̃F : Pn → Pn∗ correspondente à aplicação linear associada à
matriz Q.

É também conhecido que, se F é não singular, esta quádrica não contém
nenhum subespaço de Pn de dimensão superior a n−1

2
. Mais: se n for par,

digamos n = 2k, existe uma família irredutível de (k − 1)-planos contidos
em F ; se n for ímpar, digamos n = 2k + 1, existem duas famílias irredutíveis
de k-planos contidos em F . Neste último caso, dados dois k-planos V1, V2 ⊂ F ,
temos dim(V1 ∩ V2) ≡ k(mod 2) se e só se V1 e V2 pertencerem à mesma
família.

1.2 Mergulho de Plücker

O grassmanniano G(k, n) pode ser mergulhado no espaço projectivo PN ,
onde N =

(

n+1
k+1

)

−1. É apresentada em seguida uma descrição deste mergulho
baseada em [KL72].

Dado um elemento F ∈ G(k, n), tomamos uma base (v0, . . . , vk)
de F (encarado como subespaço de Kn+1) e consideramos a matriz
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A ∈ M(k+1)×(n+1)(K) cujas linhas são as suas coordenadas em relação à base
canónica:

A =







v00 · · · v0n

...
. . .

...
vk0 · · · vkn






.

Para cada j0, . . . , jk ∈ {0, . . . , n}, com j0 < · · · < jk, designemos por Aj0···jk

a matriz obtida a partir das colunas j0, . . . , jk de A. Consideremos todas as
matrizes deste tipo, ordenadas lexicograficamente, A0···k, . . . , An−k···n. Faze-
mos corresponder a F o ponto [ |A0···k| : · · · : |An−k···n| ] ∈ PN . Às coordenadas
homogéneas deste ponto damos o nome de coordenadas de Plücker. Mostra-
remos em seguida que esta correspondência constitui um mergulho, chamado
mergulho de Plücker. A partir daqui, quando nos referirmos a PN neste con-
texto, usaremos para os seus pontos a notação [ x0···k : · · · : xn−k···n ] em vez
de [ x0 : · · · : xN ].

Para verificar que obtemos assim uma aplicação ϕ : G(k, n) → PN ,
consideremos outra base (v′

0, . . . , v
′
k) de F e a correspondente matriz

A′ ∈ M(k+1)×(n+1)(K), cujas componentes são as suas coordenadas em re-
lação à base canónica. Seja P ∈ M(k+1)×(k+1)(K) a matriz de mudança de
base tal que A′ = PA. Desta forma, os determinantes

∣

∣A′
j0···jk

∣

∣ obedecem à
relação

∣

∣A′
j0···jk

∣

∣ = |P | |Aj0···jk
| e, assim, em PN , temos

[

|A′
0···k| : · · · :

∣

∣A′
n−k···n

∣

∣

]

= [ |A0···k| : · · · : |An−k···n| ].

A imagem de G(k, n) por esta aplicação é o conjunto dos pontos

x = [ x0···k : · · · : xn−k···n ] ∈ PN

tais que, para quaisquer j0, . . . , jk−1, l0, . . . , lk+1 ∈ {0, . . . , n}, com
j0 < · · · < jk−1, são satisfeitas as seguintes condições, a que cha-
mamos correlações de Plücker (a notação l0 · · · l̂m · · · lk+1 representa
l0 · · · lm−1lm+1 · · · lk+1):

k+1
∑

m=0

(−1)mxj0···jk−1lmxl0··· ˆlm···lk+1
= 0, (1.1)

onde, para cada conjunto de índices {i0, . . . , ik} ⊆ {0, . . . , n}, é usada a
convenção

xi0···ik =











(−1)σxiσ0
···iσk

, se existe uma permutação σ tal que
iσ0

< · · · < iσk
;

0, se algum dos índices é repetido.
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Vejamos porquê. Em primeiro lugar, observemos que, se um ponto
x ∈ PN satisfaz as correlações de Plücker, então, para quaisquer
j0, . . . , jk−1, l0, . . . , lk+1 ∈ {0, . . . , n} (independentemente da ordem), é válida
a condição (1.1). Com efeito, se algum dos índices j0, . . . , jk−1 está repetido,
esta condição verifica-se imediatamente; caso contrário, podemos tomar uma
permutação σ tal que jσ0

< · · · < jσk−1
. Então

k+1
∑

m=0

(−1)mxj0···jk−1lmxl0··· ˆlm···lk+1
=

= (−1)σ

k+1
∑

m=0

(−1)mxjσ0
···jσk−1

lmxl0··· ˆlm···lk+1
= 0.

Verifiquemos agora que as coordenadas de Plücker de qualquer k-plano
satisfazem as correlações de Plücker. À semelhança do que fizemos anterior-
mente, dada uma matriz M , para cada sequência de índices (i0, . . . , ip), uti-
lizemos a notação Mi0···ip para designar a matriz obtida a partir das colunas
i0, . . . , ip de M .

Seja F ∈ G(k, n), seja (v0, . . . , vk) uma sua base e seja, tal como acima,
A ∈ M(k+1)×(n+1)(K) a matriz cujas linhas são as suas coordenadas em rela-
ção à base canónica. Tomemos j0, . . . , jk−1, l0, . . . , lk+1 ∈ {0, . . . , n} tais que
j0 < · · · < jk−1. Então, se designarmos por Ar̂

j0···jk−1
a matriz que se obtém a

partir da matriz Aj0···jk−1
suprimindo a linha r, isto é, a linha [vrj0 · · · vrjk−1

],
temos

k+1
∑

m=0

(−1)m
∣

∣Aj0···jk−1lm

∣

∣

∣

∣

∣Al0··· ˆlm···lk+1

∣

∣

∣ =

=
k+1
∑

m=0

(−1)m

(

k
∑

r=0

(−1)r+kvrlm

∣

∣

∣Ar̂
j0···jk−1

∣

∣

∣

)

∣

∣

∣Al0··· ˆlm···lk+1

∣

∣

∣ =

=
k

∑

r=0

(−1)r+k
∣

∣

∣Ar̂
j0···jk−1

∣

∣

∣

(

k+1
∑

m=0

(−1)mvrlm

∣

∣

∣Al0··· ˆlm···lk+1

∣

∣

∣

)

=

=
k

∑

r=0

(−1)r+k
∣

∣

∣Ar̂
j0···jk−1

∣

∣

∣











−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

vrl0 · · · vrlk+1

v0l0 · · · v0lk+1

...
. . .

...
vkl0 · · · vklk+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣











.

Na expressão entre parêntesis está um determinante com duas linhas iguais,
logo nulo. Portanto as coordenadas de Plücker do subespaço F verifi-
cam (1.1).
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Reciprocamente, tomemos um ponto x = [ x0···k : · · · : xn−k···n ] ∈ PN que
verifique as correlações de Plücker. Sejam l0 < · · · < lk índices para os
quais se tenha xl0···lk não nulo. Sem perda de generalidade, podemos supor
que xl0···lk = 1. Verifiquemos primeiro que todas as coordenadas de x de-
pendem apenas das coordenadas que se podem escrever na forma xl0···l̂β ···lkj,
com 0 ≤ j ≤ n e 0 ≤ β ≤ k. Seja xj0···jk

uma das coordenadas de x e seja s
a cardinalidade do conjunto {j0, . . . , jk} \ {l0, . . . , lk}. Se s for zero ou um,
não temos nada a mostrar. Caso s > 1, tomemos β ∈ {0, . . . , k} tal que
jβ ∈ {j0, . . . , jk} \ {l0, . . . , lk}. A igualdade (1.1) permite-nos afirmar que

k
∑

m=0

(−1)mxj0···ĵβ ···jklm
xl0··· ˆlm···lkjβ

+ (−1)k+1xj0···ĵβ ···jkjβ
xl0···lk = 0,

donde

(−1)k+1xj0···ĵβ ···jkjβ
· 1 = −

k
∑

m=0

(−1)mxj0···ĵβ ···jklm
xl0··· ˆlm···lkjβ

.

Portanto

xj0···jk
= (−1)2k−β

k
∑

m=0

(−1)mxj0···ĵβ ···jklm
xl0··· ˆlm···lkjβ

.

Assim, vemos que a coordenada xj0···jk
depende das coordenadas da forma

xj0···ĵβ ···jk−1lm
, cujo conjunto de índices já tem apenas s − 1 elementos não per-

tencentes ao conjunto {l0, . . . , lk} e das coordenadas da forma xl0··· ˆlm···lkjβ
, cujo

conjunto de índices tem apenas um elemento não pertencente a {l0, . . . , lk}.
Continuando este processo, vemos que qualquer coordenada depende apenas
dos valores que se podem escrever na forma xl0···l̂β ···lkj.

Para cada i ∈ {0, . . . , k} e para cada j ∈ {0, . . . , n}, definamos

vij := xl0···li−1jli+1···lk . (1.2)

Assim, o sistema composto pelos vectores vi = (vi0, . . . , vin) é linearmente
independente, pois, para cada i, j ∈ {0, . . . , k}, temos

vilj =

{

1, se i = j;
0, se i 6= j.

Seja F ∈ G(k, n) o espaço gerado pelo sistema de vectores (v0, . . . , vk) e seja
A = [vij] ∈ M(k+1)×(n+1)(K).
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Para verificarmos que as coordenadas de Plücker de F correspondem ao
ponto x, basta vermos o que se passa com as coordenadas do tipo xl0···l̂β ···lkj,
pois todas as outras se escrevem a partir destas. Com efeito, dados dois
pontos quaisquer que satisfaçam as correlações de Plücker, se as suas coorde-
nadas deste tipo coincidirem, todas as outras coincidirão. Ora, como a matriz
Al0···lβ−1jlβ+1···lk só difere da identidade numa coluna, podemos facilmente cal-
cular o seu determinante, portanto

∣

∣Al0···lβ−1lβ+1···lkj

∣

∣ = (−1)k−β
∣

∣Al0···lβ−1jlβ+1···lk
∣

∣ =

= (−1)k−βvβj =

= (−1)k−βxl0···lβ−1jlβ+1···lk =

= xl0···l̂β ···lkj.

Logo, a imagem de F por esta aplicação é o ponto x, como desejávamos.
Para concluirmos que esta aplicação é um mergulho, tomemos

G ∈ G(k, n) tal que a sua imagem pela aplicação de Plücker seja também
o ponto x. Verifiquemos que G = F . Seja (w0, . . . , wk) uma base de G e seja
B ∈ M(k+1)×(n+1)(K) a matriz cujas componentes são as suas coordenadas
em relação à base canónica. Então, como xl0···lk = 1, temos necessariamente
|Bl0···lk | 6= 0. Seja B′ = Bl0···lk

−1B e seja (w′
0, . . . , w

′
k) a base de G correspon-

dente às linhas de B′. Então, as colunas l0, . . . , lk de B′ são as colunas da
matriz identidade. Logo

∣

∣B′
l0···lk

∣

∣ = 1 = xl0···lk e, como

[

|B′
0···k| : · · · :

∣

∣B′
n−k···n

∣

∣

]

= [ x0···k : · · · : xn−k···n ],

temos, para quaisquer j0, . . . , jk ∈ {0, . . . , n},
∣

∣B′
j0···jk

∣

∣ = xj0···jk
. Sejam

i ∈ {0, . . . , k} e j ∈ {0, . . . , n} quaisquer. Para cada η ∈ {0, . . . , k} defini-
mos:

jη =

{

lη, se η 6= i;
j, se η = i.

Então, a matriz B′
j0···jk

só difere da matriz identidade na coluna i. Assim,
temos

w′
ij =

∣

∣B′
j0···jk

∣

∣ = xj0···jk
= xl0···li−1jli+1···lk = vij.

Logo (w′
0, . . . , w

′
k) = (v0, . . . , vk), e portanto G = F .

O mergulho de Plücker permite-nos identificar o grassmanniano G(k, n)
com a subvariedade algébrica de PN definida pelas correlações de Plücker.
A esta subvariedade chamaremos variedade de Grassmann e usaremos a no-
tação Gk,n para a designar. Dizemos que um ponto x ∈ Gk,n representa um
subespaço F ∈ G(k, n) se x for a imagem de F pelo mergulho de Plücker.
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O que mostrámos permite-nos ainda determinar a dimensão de Gk,n. Com
efeito, pelo que vimos acima, o conjunto

Gl0···lk := {x ∈ Gk,n : xl0···lk 6= 0},

que é aberto denso em Gk,n, é isomorfo ao conjunto das matrizes
A ∈ M(k+1)×(n+1)(K) tais que Al0···lk é a matriz identidade. Ora, este con-
junto é isomorfo a M(k+1)×(n−k)(K), logo tem dimensão (k + 1) × (n − k),
portanto é esta a dimensão de Gk,n.

Outra descrição do mergulho de Plücker. Outra forma de descre-
ver o mergulho de Plücker, que pode ser encontrada em [GH94], consiste em
associar a cada elemento F ∈ G(k, n), o produto

v0 ∧ · · · ∧ vk ∈
∧k+1(Kn+1),

onde (v0, . . . , vk) é uma base de F . Como uma outra base de F daria origem
a um múltiplo deste produto, fica definida uma aplicação

G(k, n) → P
(

∧k+1 (Kn+1)
)

.

Intersecção de dois subespaços projectivos de Pn

Dados dois subespaços F,G ⊆ Pn, a sua intersecção é não vazia sempre
que dim F + dim G ≥ n. O resultado que se segue dá-nos uma condição ne-
cessária e suficiente, expressa nas coordenadas de Plücker de F e G, para que
estes dois subespaços se intersectem, caso dim F + dim G < n.

Lema 1.1 Sejam F ∈ G(k1, n) e G ∈ G(k2, n), com k1 e k2 inteiros não ne-
gativos tais que k1 + k2 < n, e [ f0···k1

: · · · : fn−k1···n ] e [ g0···k2
: · · · : gn−k2···n ]

as respectivas coordenadas de Plücker. Então os subespaços F e G
intersectam-se se e só se, para cada 0 ≤ m1 < · · · < mk1+k2+2 ≤ n, for nula
a expressão

∑

(−1)l0+···+lk1
+1+···+k1fl0···lk1

gj0···jk2
,

onde a soma é tomada no conjunto de todas as sequências possíveis de inteiros
l0 < · · · < lk1

e j0 < · · · < jk2
tais que

{l0, . . . , lk1
, j0, . . . , jk2

} = {m1, . . . ,mk1+k2+2}.
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Demonstração. Sejam (v0, . . . , vk1
) e (w0, . . . , wk2

) as bases de F e G, res-
pectivamente, formadas como em (1.2). Estes espaços intersectam-se se e só
se a matriz



















v00 · · · v0n

...
. . .

...
vk10 · · · vk1n

w00 · · · w0n

...
. . .

...
wk20 · · · wk2n



















não tiver característica máxima. Ora, isto acontece se e só se forem nulos
todos os determinantes

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

v0m1
· · · v0mk1+k2+2

...
. . .

...
vk1m1

· · · vk1mk1+k2+2

w0m1
· · · w0mk1+k2+2

...
. . .

...
wk2m1

· · · wk2mk1+k2+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

com 0 ≤ m1 < · · · < mk1+k2+2 ≤ n.
Assim sendo, se calcularmos aquele determinante através dos menores

que se obtêm a partir das k1 + 1 primeiras linhas (uma generalização do
teorema de Laplace que se pode encontrar em livros elementares de álgebra
linear, como [MPM97], ou em livros mais avançados de geometria algébrica,
como [HP53]), chegamos a

∑

(−1)l0+···+lk1
+1+···+k1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

v0l0 · · · v0lk1

...
. . .

...
vk1l0 · · · vk1lk1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

w0j0 · · · w0jk2

...
. . .

...
wk2j0 · · · vk2jk2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

onde as sequências l0 < · · · < lk1
e j0 < · · · < jk2

são como definimos no enun-
ciado.

Mas as bases (v0, . . . , vk1
) e (w0, . . . , wk2

) foram escolhidas de modo a que
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

v0l0 · · · v0lk1

...
. . .

...
vk1l0 · · · vk1lk1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= fl0···lk1
e

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

w0j0 · · · w0jk2

...
. . .

...
wk2j0 · · · vk2jk2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= gj0···jk2
.

Logo F e G intersectam-se se e só se forem nulas as somas
∑

(−1)l0+···+lk1
+1+···+k1fl0···lk1

gj0···jk2
,

como queríamos. ¤





Capítulo 2

Cálculo de Schubert

As intersecções entre subespaços do espaço projectivo complexo Pn podem
ser estudadas de forma mais abrangente do que a permitida pelo lema 1.1.
São exemplo disso os resultados apresentados nas duas primeiras secções
deste capítulo, que são baseadas em [KL72]. Daqui em diante, consideraremos
apenas espaços projectivos sobre o corpo dos complexos.

2.1 Condições de Schubert

Sejam G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gk subespaços de Pn. Dizemos que um elemento
F ∈ G(k, n) satisfaz a condição de Schubert associada a esta sequência de
subespaços se, para cada j ∈ {0, . . . , k}, dim(Gj ∩ F ) ≥ j. Se x ∈ Gk,n re-
presenta o subespaço F , dizemos também que x satisfaz aquela condição
de Schubert. Para o subconjunto de Gk,n dos elementos que satisfazem esta
condição, usamos a notação Ω(G0, . . . , Gk). Estudaremos em seguida este
conjunto, começando por um caso particular.

Proposição 2.1 Sejam 0 ≤ a0 < · · · < ak ≤ n inteiros e, para cada
l ∈ {0, . . . , k}, consideremos o subespaço de Pn

Gl := {[ u0 : · · · : ual
: 0 : · · · : 0 ] : [ u0 : · · · : ual

] ∈ Pal} .

Então Ω(G0, . . . , Gk) é o conjunto dos pontos [ x0···k : · · · : xn−k···n ] ∈ Gk,n tais
que xj0···jk

= 0 sempre que, para algum α ∈ {0, . . . , k}, jα > aα.

Demonstração. Seja x ∈ Ω(G0, . . . , Gk) e seja F ∈ G(k, n) o subespaço re-
presentado por x. Seja (v0, . . . , vk) uma base de F tal que, para cada
i ∈ {0, . . . , k}, vi ∈ Gi ∩ F . Seja A ∈ M(k+1)×(n+1)(C) a matriz cujas linhas
são as coordenadas dos vectores v0, . . . , vk em relação à base canónica.
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Sejam 0 ≤ j0 < · · · < jk ≤ n tais que, para algum α ∈ {0, . . . , k}, jα > aα.
Como, para cada i ∈ {0, . . . , k}, vi ∈ Gi, temos vi = (vi0, . . . , viai

, 0, . . . , 0).
Em particular, se m < α, temos vmjα

= 0 e, portanto, Aj0···jk
é a matriz



















v0j0 · · · v0jα−1
0 · · · 0

...
. . .

...
...

. . .
...

vαj0 · · · vαjα−1
0 · · · 0

v(α+1)j0 · · · v(α+1)jα−1
v(α+1)jα

· · · v(α+1)jk

...
. . .

...
...

. . .
...

vkj0 · · · vkjα−1
vkjα

· · · vkjk



















.

Assim, as primeiras α + 1 linhas desta matriz são linearmente dependentes,
logo temos |Aj0···jk

| = 0, como queríamos.
Consideremos agora um ponto x ∈ PN para o qual se tenha xj0···jk

= 0
sempre que, para algum α ∈ {0, . . . , k}, jα > aα.

Consideremos ainda todos os conjuntos de índices {l0, . . . , lk} para os
quais xl0···lk 6= 0. Destes conjuntos, escolhamos um tal que

∑k

β=0 lβ seja o
máximo possível. Sem perda de generalidade, podemos supor que xl0···lk = 1.
Vimos na secção 1.2 que o ponto x representa o espaço F gerado pelos vec-
tores vi = (vi0, . . . , vin), onde vij = xl0···li−1jli+1···lk . Para verificarmos que o
ponto x está em Ω(G0, . . . , Gk), basta-nos ver que, para cada i ∈ {0, . . . , k},
dim(Gi ∩ F ) ≥ i.

Seja i ∈ {0, . . . , k} e seja j > ai. Como xl0···lk é diferente de zero, temos
li ≤ ai, donde li < j. Assim,

k
∑

β=0

lβ <
i−1
∑

β=0

lβ + j +
k

∑

β=i+1

lβ.

Ora, se xl0···li−1jli+1···lk fosse não nulo teríamos uma contradição, pois supuse-
mos que {l0, . . . , lk} seria um conjunto de índices para o qual

∑k

β=0 lβ fosse
o máximo tal que xl0···lk 6= 0. Assim, temos xl0···li−1jli+1···lk = 0, donde vij = 0.
Assim, v0, . . . , vi ∈ Gi ∩ F , logo dim(Gi ∩ F ) ≥ i, como queríamos. ¤

Observemos que esta proposição diz-nos que, para os subespaços
G0, . . . , Gk indicados, o conjunto Ω(G0, . . . , Gk) se obtém como corte de Gk,n

por um subespaço de PN .

Proposição 2.2 Sejam G0 ⊂ · · · ⊂ Gk e H0 ⊂ · · · ⊂ Hk subespa-
ços de Pn tais que, para cada i ∈ {0, . . . , k}, dim(Gi) = dim(Hi). Então
existe uma transformação projectiva de PN que deixa Gk,n invariante e leva
Ω(G0, . . . , Gk) para Ω(H0, . . . , Hk).
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Demonstração. Dado que, para cada i ∈ {0, . . . , k}, dim(Gi) = dim(Hi),
existe uma transformação projectiva ψ de Pn em si próprio tal que o trans-
formado de cada Gi é Hi.

Se F ∈ G(k, n) é um subespaço que satisfaz a condição de Schubert
associada aos subespaços G0, . . . , Gk, temos, para cada j ∈ {0, . . . , k},

dim(Gj ∩ F ) ≥ j.

Assim, temos também
dim(Hj ∩ ψ[F ]) ≥ j,

e, portanto, ψ[F ] satisfaz a condição de Schubert associada a H0, . . . , Hk.
Consideremos a aplicação ψ̃ : G(k, n) → G(k, n) que faz corresponder a cada
subespaço F ∈ G(k, n) o seu transformado ψ[F ].

Mostremos agora que existe uma projectividade ψ̂ : PN → PN tal que
ψ̂ ◦ ϕ = ϕ ◦ ψ̃, onde ϕ : G(k, n) → PN é o mergulho de Plücker.

G(k, n)
ψ̃
- G(k, n)

PN

ϕ

? ψ̂
- PN

ϕ

?

Seja S a matriz que representa ψ em relação à base canónica de Cn+1. Para
cada i0, . . . , ik, j0, . . . , jk ∈ {0, . . . , n}, com i0 < · · · < ik e j0 < · · · < jk, seja
Si0···ik

j0···jk
a matriz obtida a partir das entradas comuns às linhas i0, . . . , ik e às

colunas j0, . . . , jk de S. Então uns cálculos bastante maçadores (ver apêndice)
mostram-nos que a aplicação ψ̂ : PN → PN definida pela matriz







∣

∣S0···k
0···k

∣

∣ · · ·
∣

∣S0···k
n−k···n

∣

∣

...
. . .

...
∣

∣Sn−k···n
0···k

∣

∣ · · ·
∣

∣Sn−k···n
n−k···n

∣

∣







é invertível e satisfaz as condições requeridas.
Como o mergulho de Plücker é uma bijecção entre G(k, n) e Gk,n, temos

ψ̂[Gk,n] =
(

ψ̂ ◦ ϕ
)

[G(k, n)] =
(

ϕ ◦ ψ̃
)

[G(k, n)] = ϕ[G(k, n)] = Gk,n

e, portanto, ψ̂ deixa Gk,n invariante. Mais, se

x = [ x0···k : · · · : xn−k···n ] ∈ Ω(G0, . . . , Gk)
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e se F for o subespaço de Pn representado por x, então F satisfaz a con-
dição de Schubert associada aos subespaços G0, . . . , Gk e, pelo que vimos
acima, ψ[F ] satisfaz a condição de Schubert associada a H0, . . . , Hk, donde
ψ̂(x) ∈ Ω(H0, . . . , Hk). Portanto, ψ̂ leva Ω(G0, . . . , Gk) para Ω(H0, . . . , Hk).

¤

Corolário 2.3 Sejam H0 ⊂ · · · ⊂ Hk subespaços de Pn. Então existe um
subespaço L de PN tal que

Ω(H0, . . . , Hk) = Gk,n ∩ L.

Este subespaço é um hiperplano se e só se dim(H0) = n− k − 1 e, para cada
j ∈ {1, . . . , k}, dim(Hj) = n − k + j.

Demonstração. Seja, para cada j ∈ {0, . . . , k}, aj = dim(Hj) e consideremos,
à semelhança da proposição 2.1, o subespaço de Pn

Gj :=
{[

u0 : · · · : uaj
: 0 : · · · : 0

]

:
[

u0 : · · · : uaj

]

∈ Paj
}

.

Assim, temos dim(Gj) = aj e a proposição anterior garante-nos a existên-
cia de uma projectividade ψ̂ de PN tal que, para cada ponto x ∈ Gk,n,
x ∈ Ω(H0, . . . , Hk) se e só se ψ̂(x) ∈ Ω(G0, . . . , Gk).

Pela proposição 2.1, tomando o subespaço de PN

L′ = V({Xj0···jk
: ∃α ∈ {0, . . . , k}(jα > aα)}),

temos que Ω(G0, . . . , Gk) = Gk,n ∩ L′. Portanto, fazendo L = ψ̂−1(L′), temos
Ω(H0, . . . , Hk) = Gk,n ∩ L, como queríamos.

Finalmente, é fácil reconhecer que L′ é um hiperplano se e só se
dim(H0) = n − k − 1 e, para cada j ∈ {1, . . . , k}, dim(Hj) = n − k + j, por-
tanto o mesmo se passa com L. ¤

Este corolário diz-nos, em particular, que cada conjunto Ω(G0, . . . , Gk)
é uma subvariedade de Gk,n, que passaremos a designar por variedade de
Schubert.

2.2 Cálculo de Schubert

Como Gk,n é uma subvariedade complexa de PN de dimensão (k+1)(n−k),
o grupo de cohomologia H i(Gk,n, Z) é nulo para i > 2(k +1)(n−k) e a soma
directa

H∗(Gk,n, Z) =

2(k+1)(n−k)
⊕

i=0

H i(Gk,n, Z)
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é um anel graduado.
Além disso, como a variedade Gk,n é orientada, há um isomorfismo natu-

ral entre grupos de cohomologia de dimensão complementar. Em particular,
H2(k+1)(n−k)(Gk,n, Z) é isomorfo a H0(Gk,n, Z) e este, por sua vez, é isomorfo
a Z, pois Gk,n é conexo. Ao valor de um elemento u ∈ H2(k+1)(n−k)(Gk,n, Z)
em Z por este isomorfismo chamamos grau de u.

A cada subvariedade de Gk,n podemos associar um elemento de
H2(k+1)(n−k)(Gk,n, Z), isto é, uma classe de cohomologia. Às classes de coho-
mologia associadas a variedades de Schubert chamamos ciclos de Schubert.

O ciclo de Schubert associado a cada Ω(G0, . . . , Gk) depende apenas das
dimensões dos subespaços G0, . . . , Gk. Para vermos isto, reparemos que o
sistema das subvariedades Ω(H0, . . . , Hk) tais que, para cada i ∈ {0, . . . , k},
dim(Gi) = dim(Hi) é contínuo. Com efeito, este sistema é parametrizado
pelas transformações projectivas de PN referidas na demonstração da pro-
posição 2.2. Estas transformações são induzidas pelas matrizes invertíveis de
M(n+1)×(n+1)(C), que podem ser escolhidas de modo a pertencerem todas a
uma mesma componente conexa.

Assim, quando quisermos referir-nos ao ciclo de Schubert associado à
variedade de Schubert Ω(G0, . . . , Gk), podemos usar a notação Ω(a0, . . . , ak),
onde, para cada i ∈ {0, . . . , k}, ai = dim(Gi).

Teorema 2.4 (Teorema da base) H∗(Gk,n, Z) é um grupo abeliano livre
gerado pelo conjunto dos ciclos de Schubert. Mais: cada grupo de cohomologia
de dimensão par H2p(Gk,n, Z) é um grupo abeliano livre gerado pelos ciclos
de Schubert Ω(a0, . . . , ak) tais que (k+1)(n−k)−

∑k

i=0(ai−i) = p; os grupos
de cohomologia de dimensão ímpar são nulos.

Para compreendermos a segunda parte deste teorema, observemos que a
classe de cohomologia de uma subvariedade irredutível X de Gk,n está em
H2p(Gk,n, Z) se a dimensão de X for (k + 1)(n − k) − p.

Consideremos uma variedade de Schubert Ω(G0, . . . , Gk) e suponhamos,
sem perda de generalidade, que existem inteiros 0 ≤ a0 < · · · < ak ≤ n tais
que, para cada i ∈ {0, . . . , k}, Gi é o conjunto dos pontos

[ x0 : · · · : xai
: 0 : · · · : 0 ].

Consideremos o espaço S das matrizes B ∈ M(k+1)×(n+1)(C) cujas entra-
das bij são nulas para j > ai. Seja S0 o aberto de S constituído pelas matrizes
de característica k + 1 (S0 é aberto em S tanto para a topologia usual como
para a de Zariski). Como vimos na demonstração da proposição 2.1, o mer-
gulho de Plücker induz uma aplicação sobrejectiva π : S0 → Ω(G0, . . . , Gk).
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Como S é um espaço afim, é uma variedade irredutível e, portanto, S0 tam-
bém o é. Assim, Ω(G0, . . . , Gk) é uma variedade irredutível.

Seja S1 o subconjunto de S0 constituído pelas matrizes cujas k + 1 co-
lunas a0, . . . , ak formam a matriz identidade. Então π(S1) é o aberto de
Ω(G0, . . . , Gk) formado pelos pontos [ x0···k : · · · : xn−k···n ] tais que xa0···ak

6= 0.
Como π induz um isomorfismo analítico de S1 em π(S1) e S1 é um espaço
afim de dimensão

∑k

i=0(ai − i), é também esta a dimensão de Ω(G0, . . . , Gk).

Proposição 2.5 O conjunto dos ciclos de Schubert Ω(a0, . . . , ak), ge-
rador do grupo H2p(Gk,n, Z), e o conjunto dos ciclos de Schubert
Ω(n − ak, . . . , n − a0), gerador do grupo H2[(k+1)(n−k)−p](Gk,n, Z), são duais
com respeito à dualidade de Poincaré.

Demonstração. O que esta proposição diz é que, dados 0 ≤ a0 < · · · < ak ≤ n
e 0 ≤ b0 < · · · < bk ≤ n, com

k
∑

j=0

(aj − j) = (k + 1)(n − k) − p e
k

∑

j=0

(bj − j) = p,

temos

Ω(a0, . . . , ak) · Ω(b0, . . . , bk) =

{

1, se ∀j ∈ {0, . . . , k}, aj + bk−j = n;
0, caso contrário.

Sejam a0, . . . , ak, b0, . . . , bk como acima e sejam A0 ⊂ · · · ⊂ Ak e
B0 ⊂ · · · ⊂ Bk subespaços de Pn de dimensões a0, . . . , ak e b0, . . . , bk, respec-
tivamente. Suponhamos que estes subespaços são escolhidos genericamente
de tal forma que, para cada j, l ∈ {0, . . . , k}, as intersecções Aj ∩ Bl têm
dimensão mínima.

Suponhamos que, para cada j ∈ {0, . . . , k}, temos aj + bk−j = n. Então
cada subespaço Aj intersecta Bk−j exactamente num ponto pj. Verifiquemos
que os pontos p0, . . . , pk assim determinados não pertencem a um mesmo
(k − 1)-plano. Observemos, em primeiro lugar, que a intersecção Aj−1∩Bk−j

é vazia. Isto acontece porque, como Aj−1 ⊂ Aj, temos aj−1 < aj, donde
aj−1 + bk−j < n.

Se os pontos p0, . . . , pk pertencessem a um mesmo (k − 1)-plano, tería-
mos que algum pj seria combinação linear dos restantes. Podemos escolher o
índice j mais elevado nestas condições e, então, temos que pj é combinação
linear de p0, . . . , pj−1. Assim, teríamos pj ∈ Aj−1, donde pj ∈ Aj−1 ∩ Bk−j, o
que não é possível.

Ora, um subespaço F ∈ G(k, n) que satisfaça as condições de Schubert
associadas a A0, . . . , Ak e a B0, . . . , Bk simultaneamente tem de conter os
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pontos p0, . . . , pk, pois, para cada j ∈ {0, . . . , k}, temos dim(Aj ∩ F ) ≥ j e
dim(Bk−j ∩ F ) ≥ k − j, donde os espaços Aj ∩ F e Bk−j ∩ F intersectam-se
(necessariamente em pj). Assim, o subespaço F fica determinado pelos pontos
p0, . . . , pk, portanto existe um único ponto em Ω(A0, . . . , Ak) ∩ Ω(B0, . . . , Bk)
e podemos concluir que

Ω(a0, . . . , ak) · Ω(b0, . . . , bk) = 1.

Suponhamos agora que existe j ∈ {0, . . . , k} tal que aj + bk−j < n. En-
tão Aj ∩ Bk−j = ∅ e não pode existir nenhum subespaço F ∈ G(k, n) que
satisfaça aquelas condições de Schubert, pois, como anteriormente, Aj ∩ F e
Bk−j ∩ F teriam de se encontrar pelo menos num ponto. Finalmente, supo-
nhamos que existe j ∈ {0, . . . , k} tal que aj + bk−j > n. Então, como

k
∑

m=0

(am − m) +
k

∑

m=0

(bm − m) = (k + 1)(n − k),

existe necessariamente l ∈ {0, . . . , k} tal que al + bk−l < n, o que nos deixa
no caso anterior. Assim, se para algum j ∈ {0, . . . , k}, tivermos al + bk−l 6= n,
o produto Ω(a0, . . . , ak) · Ω(b0, . . . , bk) é nulo. ¤

A terminar esta secção, apresentaremos dois teoremas do cálculo de
Schubert, cujas demonstrações se podem encontrar em [HP53]. Para estes
teoremas, usaremos a notação

σ(h) =

{

Ω(h, n − k + 1, . . . , n), se h ∈ {0, . . . , n − k};
0, se h ∈ Z \ {0, . . . , n − k}.

Teorema 2.6 (“Fórmula do determinante”) Para quaisquer inteiros

0 ≤ a0 < · · · < ak ≤ n,

temos:

Ω(a0, . . . , ak) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σ(a0) · · · σ(a0 − k)
...

. . .
...

σ(ak) · · · σ(ak − k)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Teorema 2.7 (Fórmula de Pieri) Para quaisquer inteiros

0 ≤ a0 < · · · < ak ≤ n

e para qualquer h ∈ {0, . . . , n − k}, temos:

Ω(a0, . . . , ak) · σ(h) =
∑

Ω(b0, . . . , bk)
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onde o somatório abrange todos os possíveis b0, . . . , bk tais que

0 ≤ b0 ≤ a0 < b1 ≤ a1 < · · · < bk ≤ ak e
k

∑

i=0

bi =
k

∑

i=0

ai − (n − k − h).

Nas secções seguintes, faremos a descrição de alguns exemplos de
grassmannianos e de problemas que podem ser resolvidos com a ajuda do
cálculo de Schubert.

2.3 As rectas de P3

Para cada natural n, o grassmanniano G(0, n) é o próprio espaço projec-
tivo Pn e o grassmanniano G(n, n) é o conjunto singular {Pn}. Se n ≥ 1, o
grassmanniano G(n − 1, n) é o conjunto Pn∗, dos hiperplanos de Pn, que é
isomorfo a Pn. Se todos os grassmannianos fossem conjuntos singulares ou
isomorfos a espaços projectivos, a sua definição não teria qualquer pertinên-
cia. Não é o caso, e o exemplo mais simples de um grassmanniano diferente
destes é G(1, 3), o conjunto das rectas de P3.

Pelo que vimos anteriormente, este conjunto pode ser mergulhado em P5

e a sua imagem, G1,3, é a variedade definida pelo polinómio

g := X01X23 − X02X13 + X03X12. (2.1)

Com vista a conhecer melhor esta variedade, e aproveitando uma descri-
ção de [SK98], tentaremos caracterizar as suas intersecções com subespaços
de P5. Para cada ponto x ∈ G1,3, utilizemos a notação rx para a recta de P3

representada por x.
Observemos em primeiro lugar que, pelo lema 1.1, se i for o polinómio

i := X01Y23 − X02Y13 + X03Y12 + X12Y03 − X13Y02 + X23Y01,

então, dados dois pontos a, b ∈ G1,3, as rectas ra e rb intersectam-se se e só
se i(a, b) = 0.

Intersecção de uma recta com G1,3

Como G1,3 é uma hipersuperfície quádrica, a sua intersecção com uma
recta t será um ou dois pontos ou toda a recta. Vejamos quais são as rectas
que estão contidas em G1,3. Suponhamos que t ⊂ G1,3 e sejam

a = [ a01 : a02 : a03 : a12 : a13 : a23 ] e b = [ b01 : b02 : b03 : b12 : b13 : b23 ]
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dois pontos distintos de t. Então, para quaisquer α, β ∈ C, temos
g(αa + βb) = 0, donde

α2g(a) + αβi(a, b) + β2g(b) = 0.

Como a, b ∈ G1,3, temos g(a) = g(b) = 0. Logo, i(a, b) = 0, isto é, as rectas ra

e rb são concorrentes num ponto Pab = [ p0 : p1 : p2 : p3 ] e, consequentemente,
estão contidas num mesmo plano πab.

Seja x ∈ t e sejam α, β ∈ C tais que x = αa + βb. Se um ponto c ∈ G1,3

representar uma recta rc que intersecta ambas as rectas ra e rb, temos

i(x, c) = i(αa + βb, c) = αi(a, c) + βi(b, c) = 0,

donde rc intersecta rx. Ora, se escolhermos c de modo a que a recta rc esteja
contida em πab, temos que rc intersecta obrigatoriamente ambas as rectas ra

e rb, donde intersecta também rx. Assim, a recta rx intersecta todas as rectas
que estão contidas em πab, portanto também rx está contida neste plano.
Por outro lado, se escolhermos c de modo a que a recta rc passe por Pab e
não esteja contida em πab, temos também que rc intersecta ambas as rectas
ra e rb. Assim, a recta rx intersecta rc e esta intersecção tem de ocorrer no
único ponto de rc que está em πab, o ponto Pab. Logo, todas as rectas cujas
coordenadas de Plücker estão em t estão contidas em πab e passam por Pab.

Reciprocamente, tomemos x ∈ G1,3 tal que a recta rx está contida em πab

e passa por Pab. Mostremos que x ∈ t. Podemos escolher pontos N ∈ ra e
Q ∈ rb, com N = [ n0 : n1 : n2 : n3 ] e Q = [ q0 : q1 : q2 : q3 ], tais que, para
cada j0, j1 ∈ {0, 1, 2, 3}, com j0 < j1,

aj0j1 =

∣

∣

∣

∣

nj0 nj1

pj0 pj1

∣

∣

∣

∣

e bj0j1 =

∣

∣

∣

∣

qj0 qj1

pj0 pj1

∣

∣

∣

∣

.

Como a recta rx está contida em πab, intersecta a recta NQ num
ponto M = [ m0 : m1 : m2 : m3 ]. Sejam α, β ∈ C tais que M = αN + βQ.
Ora, a menos de multiplicação por um escalar, as coordenadas homogéneas
de x são, para cada j0, j1 ∈ {0, 1, 2, 3}, com j0 < j1,

xj0j1 = mj0pj1 − mj1pj0 =

= (αnj0 + βqj0) pj1 − (αnj1 + βqj1) pj0 =

= α (nj0pj1 − nj1pj0) + β (qj0pj1 − qj1pj0) =

= αaj0j1 + βbj0j1 .

Logo, temos x ∈ t.
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Assim, as rectas cujas coordenadas de Plücker estão em t são exactamente
as que estão contidas em πab e passam por Pab. Isto significa que todas as
rectas contidas em G1,3 são conjuntos do tipo

ω(P, π) := {x ∈ G1,3 : P ∈ rx ⊂ π},

para algum plano π ⊂ P3 e algum ponto P ∈ π. Ora, este conjunto é pre-
cisamente a variedade de Schubert Ω(P, π), como definida anteriormente.
Reciprocamente, todos estes conjuntos são rectas de P5: se tomarmos dois
pontos a e b num destes conjuntos, vemos que as rectas ra e rb se intersectam
e, portanto, i(a, b) = 0. Logo, pelo que vimos acima, para quaisquer α, β ∈ C,
a recta rαa+βb passa por P e está contida no plano π. Mais, qualquer ponto c
tal que P ∈ rc ⊂ π está na recta que passa por a e b.

A conjuntos de rectas parametrizáveis por uma recta de um espaço projec-
tivo chamamos feixes de rectas. Num feixe do tipo {r ∈ G(1, 3) : P ∈ r ⊂ π},
onde π é um plano de P3 e P ∈ π, chamamos ao ponto P , comum a todas as
rectas do feixe, o seu foco. Se não houver risco de confusão, podemos chamar
feixe de rectas à própria variedade de Schubert Ω(P, π).

Intersecção de um plano com G1,3

A intersecção de um plano de P5 com G1,3 pode ser uma cónica ou todo
o plano. Observemos este último caso em primeiro lugar.

Planos contidos em G1,3. Seja F ⊂ G1,3 um plano e sejam a, b, c ∈ F
três pontos não colineares. Como a recta que passa pelos pontos a e b está
contida em G1,3, temos i(a, b) = 0, portanto as rectas ra e rb intersectam-
-se num ponto Pab = [ p0 : p1 : p2 : p3 ] e estão contidas num plano πab, como
vimos anteriormente. Da mesma forma, concluímos que a recta rc intersecta
ambas as rectas ra e rb. Esta intersecção pode ocorrer em Pab ou em dois
pontos distintos Pac e Pbc. No primeiro caso, a recta rc não está contida
no plano πab, pois, caso contrário, os pontos a, b e c seriam colineares. No
segundo caso, a recta rc tem dois pontos distintos em πab, logo está contida
neste plano. Vejamos como é que podemos caracterizar F num caso e no
outro.

Primeiro caso. Suponhamos que a recta rc passa por Pab. Sejam
N ∈ ra, Q ∈ rb e L ∈ rc, com N = [ n0 : n1 : n2 : n3 ], Q = [ q0 : q1 : q2 : q3 ]
e L = [ l0 : l1 : l2 : l3 ], tais que, para cada j0, j1 ∈ {0, 1, 2, 3}, com j0 < j1,

aj0j1 =

∣

∣

∣

∣

nj0 nj1

pj0 pj1

∣

∣

∣

∣

, bj0j1 =

∣

∣

∣

∣

qj0 qj1

pj0 pj1

∣

∣

∣

∣

e cj0j1 =

∣

∣

∣

∣

lj0 lj1
pj0 pj1

∣

∣

∣

∣

.
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Qualquer ponto x ∈ F pode ser escrito da forma

x = αa + βb + γc,

com α, β, γ ∈ C. Ora,

i(x, a) = i(αa + βb + γc, a) = 2αg(a) + βi(a, b) + γi(a, c) = 0,

donde rx intersecta ra. Analogamente, rx intersecta também rb e rc e isto
obriga a que rx passe pelo ponto Pab. Senão, vejamos: se rx intersectar as
rectas ra e rb em pontos distintos, temos rx ⊂ πab e rx teria de intersectar
rc no único ponto desta recta que está em πab, o ponto Pab, o que é uma
contradição. Assim, todos os pontos de F representam rectas que passam
por Pab.

Reciprocamente, seja x ∈ G1,3 um ponto tal que a recta rx, por si repre-
sentada, passa por Pab. Mostremos que x ∈ F . Como o plano que contém
os pontos N , Q e L não contém Pab, a recta rx intersecta este plano num
ponto M = [ m0 : m1 : m2 : m3 ], onde M = αN + βQ + γL, com α, β, γ ∈ C.
Ora, a menos de multiplicação por um escalar, as coordenadas homogéneas
de x são, para cada j0, j1 ∈ {0, 1, 2, 3}, com j0 < j1,

xj0j1 = mj0pj1 − mj1pj0 =

= (αnj0 + βqj0 + γlj0) pj1 − (αnj1 + βqj1 + γlj1) pj0 =

= α (nj0pj1 − nj1pj0) + β (qj0pj1 − qj1pj0) + γ (lj0pj1 − lj1pj0) =

= αaj0j1 + βbj0j1 + γcj0j1 .

Logo, temos x ∈ F e podemos concluir que F é a variedade de Schubert

{x ∈ G1,3 : Pab ∈ rx}.

Segundo caso. Suponhamos que a recta rc intersecta as rectas ra e rb

em dois pontos distintos Pac e Pbc e, portanto, está contida no plano πab. Tal
como no caso anterior, se tomarmos x ∈ F , vemos que a recta rx intersecta as
rectas ra, rb e rc. Como não existe nenhum ponto comum a estas três rectas,
rx tem pelo menos dois pontos no plano πab, donde rx ⊂ πab.

Reciprocamente, se x ∈ G1,3 for um ponto tal que rx ⊂ πab, tal como
acima, os pontos de rx são combinação linear de pontos das rectas ra, rb e rc

e, portanto, x é combinação linear dos pontos a, b e c, donde x ∈ F . Podemos
então afirmar que

F = {x ∈ G1,3 : rx ⊂ πab}.
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Assim, os planos contidos em G1,3 são conjuntos de um dos tipos

ω(P ) := {x ∈ G1,3 : P ∈ rx},

onde P é algum ponto de P3, ou

ω(π) := {x ∈ G1,3 : rx ⊂ π},

onde π é algum plano de P3. Por outro lado, todos estes conjuntos são, de
facto, planos. Vejamos porquê.

Se tomarmos três pontos a, b, c ∈ ω(P ) tais que as rectas ra, rb e rc não
sejam complanares, vemos que estes pontos não são colineares, pois, caso
fossem, pelo que vimos acima, existiria um plano π tal que a, b, c ∈ ω(P, π).
Se x for um ponto do plano que contém os pontos a, b e c, existem α, β, γ ∈ C
tais que x = αa + βb + γc. Ora,

g(x) = g(αa + βb + γc) =

= α2g(a) + β2g(b) + γ2g(c) + αβi(a, b) + αγi(a, c) + βγi(b, c).

Como a, b, c ∈ G1,3, temos g(a) = g(b) = g(c) = 0, e como as rectas ra, rb

e rc se intersectam, temos i(a, b) = i(a, c) = i(b, c) = 0. Logo g(x) = 0, donde
x ∈ G1,3. Mais, analogamente ao que já vimos acima, a recta rx intersecta
as três rectas ra, rb e rc. Como estas rectas não são complanares, a inter-
secção tem de ocorrer no ponto P . Assim, x ∈ ω(P ). Mostrámos então que
o conjunto ω(P ) contém o plano definido pelos pontos a, b e c. Como qual-
quer ponto deste plano é zero dos polinómios i(a,X), i(b,X) e i(c,X), e
estes polinómios são lineares em X e independentes, temos que este plano
é exactamente V(i(a,X), i(b,X), i(c,X)). Agora, facilmente vemos que se x
for um ponto de ω(P ), a recta rx intersecta as três rectas ra, rb e rc, portanto
x ∈ V(i(a,X), i(b,X), i(c,X)). Assim,

ω(P ) = V(i(a,X), i(b,X), i(c,X)).

De forma análoga, se tomarmos três pontos a, b, c ∈ ω(π) tais que
ra ∩ rb ∩ rc = ∅, vemos que ω(π) é o plano V(i(a,X), i(b,X), i(c,X)).

Como G1,3 é uma quádrica de dimensão quatro, não estão contidos em G1,3

espaços de dimensão superior a dois, e as famílias {ω(P )}P∈P3 e {ω(π)}π∈P3∗

são precisamente as duas famílias irredutíveis de planos contidos em G1,3. De
facto, se dois planos estão na mesma família, a sua intersecção é um ponto,
caso contrário, é uma recta ou o conjunto vazio. Vejamos. No caso em que são
dois planos da primeira família, digamos ω(P1) e ω(P2), a sua intersecção é o
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ponto que corresponde à recta de P3 que passa por P1 e por P2; no outro caso,
dois planos distintos ω(π1) e ω(π2) intersectam-se no ponto que corresponde
à recta π1∩π2. Caso tomemos um plano em cada família, ω(P ) e ω(π), a sua
intersecção é vazia se P /∈ π, ou a recta ω(P, π), caso P ∈ π.

Observemos finalmente que, dados um ponto P e um plano π de P3, ω(P )
é a variedade de Schubert Ω(P, P3) e, para qualquer recta r ⊂ π, ω(π) é a
variedade de Schubert Ω(r, π).

Regulus. Quando um plano F não está contido em G1,3, a intersecção
C := F ∩ G1,3 é uma cónica. Se esta cónica for degenerada, será a união
de duas rectas (contadas com multiplicidades) e regressamos a uma situação
já descrita anteriormente. Caso contrário, tomando três pontos a, b, c ∈ C,
temos que as rectas ra, rb e rc são enviesadas. Se assim não fosse, teríamos
duas destas rectas concorrentes, digamos ra e rb, e , portanto, a recta que
passa por a e b estaria contida em C, logo esta cónica seria degenerada.

Ora, se tomarmos três pontos em cada uma das rectas ra, rb e rc, os
nove pontos que obtemos definem uma superfície quádrica S em P3, a que
chamamos regulus. Cada uma destas rectas intersecta esta superfície em três
pontos, logo está contida em S. Mais, como superfície quádrica que é, S ad-
mite duas famílias irredutíveis de rectas que a cobrem. Como as três rectas
ra, rb e rc não se intersectam, estas rectas pertencem à mesma família. Cha-
memos B a esta família e B′ à outra. Seja x ∈ C e sejam α, β, γ ∈ C tais
que x = αa + βb + γc. Se y ∈ G1,3 for um ponto tal que ry intersecte as três
rectas ra, rb e rc, a recta ry encontra S em três pontos, logo ry ⊂ S e ry

tem de estar na família B′. Como i(x, y) = αi(a, y) + βi(b, y) + γi(c, y) = 0,
temos que ry intersecta rx. Logo, rx intersecta todas as rectas que encontram
simultaneamente ra, rb e rc, donde rx ⊂ S e rx está na família B. Temos
ainda que as condições i(a, y) = 0, i(b, y) = 0 e i(c, y) = 0, são as necessárias
e suficientes para que um ponto y ∈ G1,3 represente uma recta na família B′.
Analogamente, se y1, y2, y3 ∈ G1,3 forem três pontos tais que ry1

, ry2
, ry3

∈ B′,
as condições i(x, y1) = 0, i(x, y2) = 0 e i(x, y3) = 0 são as necessárias e sufi-
cientes para que a recta representada por um ponto x ∈ G1,3 esteja em B.
Mas os três polinómios i(X, y1), i(X, y2), i(X, y3) ∈ C[X] são de grau um,
logo definem um plano em P5; como os pontos a, b e c são zeros destes três
polinómios, esse plano tem de ser F . Assim, C é exactamente o conjunto que
parametriza uma das duas famílias de rectas contidas em S.

Vamos saltar uma dimensão e observar agora as intersecções de G1,3 com
hiperplanos. Será depois mais simples caracterizar as suas intersecções com
espaços de dimensão três.
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Intersecção de um hiperplano com G1,3

Seja H um hiperplano de P5 e sejam [ h01 : h02 : h03 : h12 : h13 : h23 ] as
suas coordenadas homogéneas em P5∗. Se H não for tangente a G1,3 a in-
tersecção G1,3 ∩H é uma quádrica não singular. Trataremos deste caso mais
tarde. Suponhamos agora que H é tangente a G1,3 num ponto a. Isto significa
que

[ h01 : h02 : h03 : h12 : h13 : h23 ] = [ a23 : −a13 : a12 : a03 : −a02 : a01 ],

ou seja, existe λ ∈ C tal que

(h01, h02, h03, h12, h13, h23) = λ(a23,−a13, a12, a03,−a02, a01).

Como a ∈ G1,3, temos

g(H) = h01h23 − h02h13 + h03h12 =

= λ2(a23a01 − (−a13)(−a02) + a12a03) =

= λ2g(a) = 0.

O recíproco verifica-se facilmente e vemos que os espaços tangentes a G1,3 são
exactamente os zeros do polinómio g em P5∗. Em particular, concluímos que
o conjunto G∗

1,3, dos espaços tangentes a G1,3, é uma hipersuperfície quádrica
de P5∗.

Como G1,3 é uma quádrica, o conjunto G1,3 ∩ TaG1,3 é o cone das rectas
de P5 que estão contidas em G1,3 e passam por a. Caracterizemos este con-
junto de outro modo. Tomemos x ∈ G1,3. Ora, este ponto está em TaG1,3 se e
só se a recta que passa por x e por a estiver contida em G1,3. Mas isto signi-
fica ter i(a, x) = 0, o que é o mesmo que as rectas ra e rx intersectarem-se.
Assim, se para cada recta r ⊂ P3, definirmos o conjunto

ω(r) := {x ∈ G1,3 : r ∩ rx 6= ∅},

temos a igualdade

G1,3 ∩ H = G1,3 ∩ TaG1,3 = ω(ra).

Vejamos agora o caso em que H intersecta G1,3 transversalmente (esta
parte baseia-se em [GH94]). Antes de mais, observemos o seguinte: para
cada ponto P ∈ P3, o conjunto {Ĥ}ω(P )⊂Ĥ∈P5∗ é um plano em P5∗. Assim,
como, para cada x ∈ ω(P ), o plano ω(P ) está contido em TxG1,3, temos
GG1,3

[ω(P )] ⊆ {Ĥ}ω(P )⊂Ĥ∈P5∗ ; finalmente, como GG1,3
se estende a um iso-

morfismo linear, o transformado de um plano é um plano, donde temos a
igualdade

GG1,3
[ω(P )] = {Ĥ}ω(P )⊂Ĥ∈P5∗ .
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Em particular, concluímos que {Ĥ}ω(P )⊂Ĥ∈P5∗ ⊆ G∗
1,3. Logo, se H é um hi-

perplano que não é tangente a G1,3, para cada P ∈ P3, o plano ω(P ) não
está contido em H. Logo, a intersecção ω(P ) ∩ H é uma recta e, portanto,
existe um único plano π ⊂ P3 tal que ω(P ) ∩ H = ω(P, π). Isto define uma
aplicação H : P3 → P3∗ que a cada ponto P ∈ P3 faz corresponder o plano π
tal que ω(P ) ∩ H = ω(P, π).

Por outro lado, dado um plano π ⊂ P3, vemos de forma análoga que a
intersecção ω(π)∩H é uma recta, donde existe um único ponto P ∈ P3 tal que
ω(π)∩H = ω(P, π), o que define outra aplicação H′ : P3∗ → P3. Interessante
é o facto de H e H′ serem inversas uma da outra. Vejamos porquê. Seja
P ∈ P3 e seja P ′ = (H′ ◦ H)(P ). Então, se π = H(P ), temos

ω(P, π) ∩ ω(P ′, π) = (ω(P ) ∩ H) ∩ (ω(π) ∩ H) =

= ω(P, π) ∩ H = ω(P, π),

donde, P = P ′. Analogamente, temos, para cada π ∈ P3∗, π = (H ◦ H′)(π),
como queríamos.

Configuração de Möbius. A aplicação H permite-nos, para cada polie-
dro, construir um seu dual, fazendo corresponder vértices a faces. Em parti-
cular, cada tetraedro é transformado no seu tetraedro dual.

Sejam P1, P2, P3 e P4 pontos não complanares e π1, π2, π3 e π4 pla-
nos tais que, para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}, Pi =

⋂

j 6=i πj. Consideremos o te-

traedro T :=
⋃4

i=1 πi. Se fizermos corresponder a cada ponto Pi o plano
π′

i := H(Pi), obtemos um novo tetraedro T ′ :=
⋃4

i=1 π′
i. Comecemos por

verificar que este tetraedro está bem definido, isto é, que a intersecção
π′

1 ∩ π′
2 ∩ π′

3 ∩ π′
4 é vazia. Suponhamos que Q é um ponto desta inter-

secção. Então, para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}, temos Q ∈ H(Pi). Seja xi ∈ G1,3

o ponto correspondente à recta rxi
que passa pelos pontos Q e Pi.

Então temos xi ∈ ω(Pi,H(Pi)) = ω(Pi) ∩ H. Mas como xi ∈ ω(Q), temos
xi ∈ ω(Q) ∩ H = ω(Q,H(Q)) e, em particular, Pi ∈ H(Q). Mas então os
pontos P1, P2, P3 e P4 são complanares, o que contraria o que supusemos.

Como, para cada P ∈ P3, o plano H(P ) contém P , o tetraedro T ′ cir-
cunscreve T . O que veremos a seguir mostra que T também circunscreve T ′.
Sejam P ′

1, P ′
2, P ′

3 e P ′
4 pontos tais que, para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}, P ′

i =
⋂

j 6=i π
′
j.

Sejam i, j ∈ {1, 2, 3, 4}, com i 6= j. Seja xij ∈ G1,3 tal que a recta rxij
passa

pelos pontos P ′
i e Pj. Como P ′

i ∈ π′
j e π′

j = H(Pj), a recta rxij
está contida no

plano H(Pj), portanto xij ∈ ω(Pj,H(Pj)). Mas ω(Pj,H(Pj)) = ω(Pj) ∩ H,
logo xij ∈ H, donde concluímos que xij ∈ ω(P ′

i )∩H = ω(P ′
i ,H(P ′

i )). Logo a
recta rxij

está contida em H(P ′
i ). Portanto, o ponto Pj pertence a este plano.

Mas o único plano que contém os três pontos Pj, com j 6= i, é o plano πi,
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logo H(P ′
i ) = πi. Isto significa que o tetraedro obtido a partir de T ′ por meio

da aplicação H é T e, pelo que vimos acima, T circunscreve T ′.

A aplicação H fica definida se, dado um tetraedro, conhecermos
o dual assim obtido. De tudo isto, o mais interessante é que dados dois
tetraedros T e T ′ que se circunscrevam mutuamente, existe um único hiper-
plano H ∈ P5∗ tal que a aplicação H a si associada transforma T em T ′ e
vice-versa. Vejamos porquê. Sejam P1, P2, P3 e P4 e π1, π2, π3 e π4 os vér-
tices e as faces de T , e sejam P ′

1, P ′
2, P ′

3 e P ′
4 e π′

1, π′
2, π′

3 e π′
4 os vértices

e as faces de T ′, respectivamente, tal como acima. Consideremos, para cada
i ∈ {1, 2, 3, 4}, os feixes de rectas

ti = ω(Pi, π
′
i) e t′i = ω(P ′

i , πi).

Para que T e T ′ sejam duais com respeito a uma aplicação H definida, tal
como acima, a partir de um hiperplano H, todos estes feixes têm de estar
contidos em H. Mas, para cada i, j ∈ {1, 2, 3, 4}, com i 6= j, temos ti∩ t′j 6= ∅,
pois o ponto correspondente à recta que passa por Pi e P ′

j está em ambos
os feixes; por outro lado, ti ∩ t′i = ∅, pois Pi /∈ πi. Logo, estes feixes têm a
configuração da figura 2.1.

Figura 2.1:
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Ora, todos estes feixes estão contidos no hiperplano H definido pelos cinco
pontos das intersecções t1∩ t′4, t1∩ t′3, t2∩ t′4, t2∩ t′3 e t3∩ t′2. Portanto, a apli-
cação H definida a partir deste hiperplano transforma T em T ′ e vice-versa.
Suponhamos agora que existe um hiperplano Ĥ, distinto de H, nas mesmas
condições. Então, a intersecção S := G1,3 ∩H ∩ Ĥ é uma superfície quádrica
não singular. Como todos aqueles feixes têm de estar contidos também em Ĥ,
estão contidos nesta superfície. Ora, há duas famílias irredutíveis de rectas
contidas na superfície S, e duas rectas pertencem à mesma família se e só
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se não se intersectarem. Como t1 e t′4 se intersectam, estas rectas pertencem
a famílias distintas. Como também t2 intersecta t′4, as rectas t1 e t2 têm de
pertencer à mesma família. Mas a recta t′1 intersecta t2, portanto estas rectas
não estão na mesma família, o que significa que t1 e t′1 estão em famílias dis-
tintas. Ora, isto não pode acontecer, porque estas rectas não se intersectam.
Logo, não pode existir um hiperplano Ĥ naquelas condições, o que mostra a
unicidade de H.

Intersecção de um subespaço de dimensão três com G1,3

Resta-nos observar as intersecções de G1,3 com os subespaços de P5 de
dimensão três.

Seja E um subespaço de P5 de dimensão três. Sejam H1 e H2 hiperplanos
tais que E = H1 ∩ H2. Se pensarmos na recta rE de P5∗ que passa por H1

e H2, temos que, para quaisquer hiperplanos distintos H ′
1 e H ′

2 pertencen-
tes a rE, é também verdadeira a igualdade E = H ′

1 ∩ H ′
2. Ora, como vimos

anteriormente, o conjunto G∗
1,3 dos espaços tangentes a G1,3 é uma hiper-

superfície quádrica em P5∗. Portanto, a recta rE intersecta G∗
1,3, em geral,

em dois pontos distintos; caso contrário, ou rE está contida em G∗
1,3, ou rE

intersecta esta hipersuperfície apenas num ponto.
No caso mais geral, podemos escolher hiperplanos distintos H ′

1 e H ′
2 em

rE ∩ G∗
1,3. Estes hiperplanos são tangentes a G1,3 em dois pontos a e b, res-

pectivamente. Pelo que vimos acima,

G1,3 ∩ E = G1,3 ∩ TaG1,3 ∩ TbG1,3 = ω(ra) ∩ ω(rb)

e, portanto, G1,3 ∩ E pode ser caracterizado como sendo o conjunto das rectas
que intersectam simultaneamente duas rectas dadas. Vimos acima que uma
recta está contida em G1,3 se e só se, dados dois pontos x e y na recta,
i(x, y) = 0. Vimos também que G∗

1,3 é o conjunto dos zeros do polinómio g
em P5∗. Mas este espaço é isomorfo a P5 e G1,3 é o conjunto dos zeros do
mesmo polinómio. Logo, é fácil verificar que uma recta está contida em G∗

1,3

se e só se o mesmo polinómio i se anula para qualquer par de pontos da recta.
Ora, como rE não está contida em G∗

1,3, temos

i(a23,−a13, a12, a03,−a02, a01, b23,−b13, b12, b03,−b02, b01) 6= 0,

donde

a23b01 − (−a13)(−b02) + a12b03 + a03b12 − (−a02)(−b13) + a01b23 6= 0,

ou seja,
i(a, b) 6= 0.
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Assim, a recta que passa por a e b não está contida em G1,3 e, em particular,
a /∈ TbG1,3 e vice-versa. Logo, dado um ponto x ∈ G1,3 ∩ E, temos

Tx(G1,3 ∩ E) = TxG1,3 ∩ TaG1,3 ∩ TbG1,3.

Como a aplicação de Gauss GG1,3
se estende a um isomorfismo

G̃G1,3
: P5 → P5∗ e os pontos x, a e b não são colineares, Tx(G1,3 ∩ E) é um

plano. Logo, G1,3 ∩ E é uma superfície quádrica não singular.
No caso em que rE está contida em G∗

1,3, podemos tomar H ′
1 e H ′

2 como
acima e temos i(a, b) = 0, portanto as rectas ra e rb intersectam-se num
ponto Pab e estão contidas num plano πab. Assim, uma recta intersecta ambas
se passar pelo ponto onde elas se encontram, ou se estiver contida no plano
que as contém. Isto é,

G1,3 ∩ E = ω(Pab) ∪ ω(πab).

Logo, neste caso, G1,3 ∩ E é a união de dois planos distintos.
Finalmente, resta-nos considerar a hipótese de a recta rE ser tangente

a G∗
1,3 num único ponto, o que significa que E é a intersecção entre um

hiperplano tangente a G1,3 num ponto a e um hiperplano H, transversal a
G1,3. Logo,

G1,3 ∩ E = G1,3 ∩ (TaG1,3 ∩ H) = ω(ra) ∩ H.

Como H intersecta G1,3 transversalmente, temos

G1,3 ∩ H =
⋃

P∈P3

ω(P ) ∩ H =
⋃

P∈P3

ω(P,H(P )),

onde H é a aplicação associada ao hiperplano H, tal como definimos acima.
Portanto,

G1,3 ∩ E = ω(ra) ∩
⋃

P∈P3

ω(P,H(P )) =

=
⋃

P∈P3

[ω(ra) ∩ ω(P,H(P ))] .

Se P é um ponto de ra, temos obviamente ω(ra)∩ω(P,H(P )) = ω(P,H(P )).
Por outro lado, se P é um ponto tal que o plano H(P ) contém ra, qualquer
recta contida neste plano intersecta ra, portanto neste caso também se verifica
a igualdade anterior. Logo, podemos escrever

G1,3 ∩ E = {xaP : P /∈ ra * H(P )} ∪
⋃

P∈P
3

P∈ra ∨ ra⊂H(P )

ω(P,H(P )),
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onde xaP é o ponto que corresponde à única recta que passa por P e pelo
ponto da intersecção ra ∩H(P ).

Terminamos assim a caracterização das intersecções de subespaços de P5

com G1,3.

2.4 Alguns problemas de geometria

enumerativa

2.4.1 Quantas rectas intersectam quatro rectas dadas

em P3?

Para responder a esta questão, consideremos rectas r1, r2, r3, r4 ⊂ P3 e
a1, a2, a3, a4 ∈ G1,3 as respectivas coordenadas de Plücker. Vejamos quais as
condições que tem de respeitar uma recta r ⊂ P3 para intersectar simultane-
amente aquelas quatro.

Ora, r intersecta aquelas quatro rectas se e só se a sua imagem pelo
mergulho de Plücker estiver em

J :=
4

⋂

i=1

Ω(ri, P
3) =

4
⋂

i=1

ω(ri).

Pelo corolário 2.3, para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}, Ω(ri, P3) é a intersecção entre
G1,3 e um hiperplano Hi de P5. O lema 1.1 permite-nos mesmo conhecer a
equação que define Hi:

ai,01x23 − ai,02x13 + ai,03x12 + ai,12x03 − ai,13x02 + ai,23x01 = 0.

Se tomarmos M := ∩4
i=1Hi, temos J = G1,3 ∩ M .

Ora, se as equações definidoras dos hiperplanos Hi forem linearmente in-
dependentes, M é um recta. Se esta recta estiver contida em G1,3 temos
J = M , donde J é um conjunto infinito. Caso contrário, como G1,3 é uma
hipersuperfície quádrica, J é constituído por um ou dois pontos. Se aque-
las equações forem linearmente dependentes, M é um espaço de dimensão
superior a um e J será necessariamente infinito.

Assim, o número de rectas que intersectam quatro rectas dadas não é
fixo, podendo ser um, dois ou infinito. Não há, portanto, uma resposta única
à pergunta que formulámos. Há, no entanto, uma resposta mais geral que
as restantes, no seguinte sentido: o conjunto dos quádruplos de hiperplanos
(H1, H2, H3, H4) tais que H1 ∩ H2 ∩ H3 ∩ H4 é uma recta de P5 que intersecta
G1,3 em dois pontos é um aberto de Zariski em (P5∗)4.
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Uma outra forma de observar esta generalidade do número dois é a que
descreveremos com a ajuda do seguinte lema:

Lema 2.8 Sejam t1, t2, t3 ⊂ P3 rectas disjuntas duas a duas. Então existe
uma superfície quádrica não singular que as contém.

Demonstração. As superfícies quádricas podem ser parametrizadas por P9.
Sejam, para cada i ∈ {1, 2, 3}, Pi, P

′
i , P

′′
i ∈ ti três pontos distintos. Ao todo

temos nove pontos distintos, que representam nove equações lineares em P9,
logo existe pelo menos uma superfície quádrica Q que contém aqueles nove
pontos.

Se Q fosse singular, seria um cone ou a união de dois planos. No primeiro
caso, todas as rectas passariam pelo vértice do cone, portanto as rectas t1,
t2 e t3 não seriam disjuntas; no segundo caso, duas daquelas rectas estariam
contidas no mesmo plano e, novamente, não poderiam ser disjuntas.

Assim, Q é uma superfície não singular que contém as três rectas, como
pretendíamos. ¤

Suponhamos então que três das quatro rectas, digamos r1, r2 e r3, são
enviesadas duas a duas. Nesse caso, há uma única quádrica Q que contém
estas rectas. Como são enviesadas, estas rectas estão numa mesma família
irredutível B de rectas contidas em Q. Seja B′ a outra família. Ora, uma
recta que intersecte estas três encontra Q em três pontos distintos, logo está
contida nesta quádrica e pertence à família B′. Se a recta r4 não for tangente
a Q (caso mais geral), encontra esta superfície em dois pontos. Ora, por cada
um destes pontos passa uma única recta de B′, logo há exactamente duas
rectas que intersectam as quatro rectas dadas. No caso (menos geral) de r4 ser
tangente a Q, mas não estar contida nesta quádrica, haverá apenas uma. Os
casos (menos gerais ainda) de r4 estar contida em Q, pertencendo a uma das
famílias B e B′, dão origem às respostas infinito e um, respectivamente: se
r4 ∈ B, todas as rectas de B′ intersectam as quatro rectas dadas; se r4 ∈ B′,
a única recta que intersecta aquelas quatro é a própria recta r4.

O que melhor traduz esta generalidade do número de rectas que intersec-
tam quatro rectas dadas é o cálculo de Schubert. Vejamos.

Consideremos a variedade de Grassmann G1,3. Segundo o teorema da
base, esta variedade admite cinco grupos de cohomologia não triviais:
H4(G1,3, Z), gerado pelos ciclos de Schubert Ω(0, 3) e Ω(1, 2), e os grupos
H0(G1,3, Z), H2(G1,3, Z), H6(G1,3, Z) e H8(G1,3, Z), os quatro isomorfos a Z,
gerados, respectivamente, pelos ciclos Ω(2, 3), Ω(1, 3), Ω(0, 2) e Ω(0, 1).
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Ora, se queremos saber o número de pontos de J =
⋂4

i=1 Ω(ri, P3) no caso
mais geral, devemos calcular o grau de Ω(1, 3)4. Pela definição utilizada no
teorema 2.6, temos Ω(1, 3) = σ(1) e a fórmula de Pieri permite-nos dizer que

Ω(1, 3) · σ(1) = Ω(0, 3) + Ω(1, 2),

ou seja,
Ω(1, 3)2 = Ω(0, 3) + Ω(1, 2).

Como Ω(0, 3)2 = 1, Ω(1, 2)2 = 1 e o grau de Ω(0, 3)·Ω(1, 2) é zero, concluímos
que o grau de Ω(1, 3)4 é dois.

Outra forma de chegar à mesma conclusão é aplicar a fórmula de
Pieri para ver que Ω(1, 3)3 = 2Ω(0, 2) e aplicá-la novamente e concluir que
Ω(1, 3)4 = 2Ω(0, 1). Como Ω(0, 1) é a classe de um ponto, o seu grau é um,
logo o grau de Ω(1, 3)4 é dois.

Neste caminho alternativo, vemos que Ω(1, 3)3 = 2Ω(0, 2). Esta expressão
sugere que o conjunto de rectas que intersectam simultaneamente três rectas
enviesadas pode ser continuamente deformado na união de dois conjuntos de
rectas complanares que se intersectam num ponto.

De facto, podemos encontrar exemplos nos quais isto se passa. Escolhamos
as rectas r1 e r2 de forma a serem concorrentes num ponto P e chamemos
π ao plano ao qual pertencem estas rectas. Tomemos agora uma recta r3

que intersecte π num ponto P ′, diferente de P , e chamemos π′ ao plano
que contém r3 e passa por P . Assim, uma recta intersecta simultaneamente
aquelas três se e só se estiver contida em π e passar por P ′ ou estiver contida
em π′ e passar por P . Neste caso, temos efectivamente

3
⋂

i=1

Ω(ri, P
3) = Ω(P ′, π) ∪ Ω(P, π′),

como queríamos.

2.4.2 Quantas rectas intersectam quatro curvas dadas

em P3?

Sejam C1, C2, C3 e C4 curvas em P3 e sejam c1, c2, c3, c4 ∈ H4(P3, Z) as
respectivas classes de cohomologia. Seja r a classe de uma recta de P3. Então
temos ci = δir, onde δi é o grau de ci. Assim, se Xi for a subvariedade de
G1,3 constituída pelos pontos que representam as rectas que intersectam Ci

e xi for a sua classe de cohomologia, temos xi = δiΩ(1, 3), donde

x1x2x3x4 = δ1δ2δ3δ4Ω(1, 3)4 = 2δ1δ2δ3δ4Ω(0, 1),
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uma vez que Ω(1, 3)4 = 2Ω(0, 1). Concluímos daqui que o número de rec-
tas que intersectam as quatro curvas dadas, contado com multiplicidades, é
2δ1δ2δ3δ4.

2.4.3 Quantas rectas intersectam seis planos dados

em P4?

Analogamente aos casos anteriores, este número é-nos dado pelo grau
de Ω(2, 4)6, que é igual a cinco, como veremos em seguida. O cálculo que se
segue pode ser encontrado em [GH94].

Como, na notação utilizada no teorema 2.6, Ω(2, 4) = σ(2), temos de
calcular

[Ω(2, 4) · Ω(2, 4) · σ(2)]2 .

Pela fórmula de Pieri, temos Ω(2, 4) · σ(2) = Ω(1, 4) + Ω(2, 3), logo

Ω(2, 4)6 = [Ω(2, 4) · Ω(1, 4) + Ω(2, 4) · Ω(2, 3)]2 .

Mas Ω(1, 4) = σ(1), portanto, novamente pela fórmula de Pieri, temos

Ω(2, 4)6 = [Ω(0, 4) + 2Ω(1, 3)]2 .

Finalmente, pela proposição 2.5, temos Ω(0, 4)2 = Ω(1, 3)2 = 1 e
Ω(0, 4) · Ω(1, 3) = 0, portanto,

Ω(2, 4)6 = 1 + 4 · 0 + 4 = 5.

Assim, em geral, são cinco as rectas que intersectam seis planos dados em
P4.

Vejamos um caso em que isto se passa. Consideremos os seguintes pontos:

P12 = [ 1 : 0 : 0 : 0 : 0 ], P13 = [ 0 : 1 : 0 : 0 : 0 ],

P14 = [ 0 : 0 : 1 : 0 : 0 ], P15 = [ 1 : 0 : 1 : 0 : 0 ],

P16 = [ 0 : 1 : 1 : 0 : 0 ], P23 = [ 0 : 0 : 0 : 1 : 0 ],

P24 = [ 0 : 0 : 0 : 0 : 1 ], P25 = [ 1 : 0 : 0 : −1 : 1 ],

P26 = [ 0 : 0 : 0 : 1 : 1 ], P34 = [ 1 : 1 : 1 : 1 : 1 ],

P35 = [ 0 : 1 : 0 : −1 : 0 ] e P36 = [ 0 : 1 : 0 : 1 : 0 ].

Facilmente se verifica que existe um único conjunto de seis planos de P4

{F1, F2, F3, F4, F5, F6} tal que, para cada i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, com i < j, o
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ponto Pij esteja na intersecção Fi ∩ Fj. Por outro lado, verificamos que as
coordenadas de Plücker destes planos são, respectivamente,

x1 = [ 1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 ],

x2 = [ 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0 ],

x3 = [ 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0 : −1 : 0 : 1 : 0 ],

x4 = [ 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 1 : 0 : −1 ],

x5 = [ 1 : 1 : −1 : 1 : 0 : 1 : −1 : 1 : 0 : 1 ],

e

x6 = [ 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : −1 : −1 ].

Aplicando o lema 1.1, deduzimos que um ponto a = [ a01 : · · · : a34 ] ∈ G1,4

representa uma recta ra que intersecta aqueles seis planos se e só se se veri-
ficarem as equações

a34 = 0,

a12 = 0,

a24 − a04 + a02 = 0,

a13 + a03 − a01 = 0,

a34 + a24 − a23 + a14 + a12 − a04 + a03 + a01 = 0

e

a04 + a03 − a02 − a01 = 0.

Além disso, como a ∈ G1,4, são válidas as correlações de Plücker

a01a23 − a02a13 + a03a12 = 0,

a01a24 − a02a14 + a04a12 = 0,

a01a34 − a03a14 + a04a13 = 0,

a02a34 − a03a24 + a04a23 = 0

e

a12a34 − a13a24 + a14a23 = 0.
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Combinando todas estas equações (com a ajuda de um computador), obtemos
as soluções:

[ 1 : −1 : −2 : 2 : 0 : 1 : −1 : −1 : 1 : 0 ],

[ 1 : 2 : 1 : 2 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 ],
[

α2 : α2 − 1 : α2−2α−1
2α−1

: α2 : 0 : 1 : α − α2 : α : 1 : 0
]

,
[

β2 : β2 − 1 : β2−2β−1
2β−1

: β2 : 0 : 1 : β − β2 : β : 1 : 0
]

,

e
[

γ2 : γ2 − 1 : γ2−2γ−1
2γ−1

: γ2 : 0 : 1 : γ − γ2 : γ : 1 : 0
]

,

onde α, β e γ são as três raízes do polinómio x3 − x2 + 1 em C. Obtemos
então cinco rectas que intersectam os seis planos considerados.

Configuração de cinco planos em P4

Relacionado com a questão anterior está o seguinte teorema, que se pode
encontrar em [SK98] :

Teorema 2.9 Sejam F1, F2, F3, F4 ⊂ P4 planos tais que, para cada
i, j ∈ {1, 2, 3, 4}, com i < j, a intersecção Fi ∩ Fj seja apenas um ponto, que
designaremos por Pij, e nenhum hiperplano de P4 contenha cinco destes pon-
tos. Então existe um único plano F5 ⊂ P4, distinto daqueles quatro, tal que
qualquer recta que intersecta aqueles quatro planos encontra ainda F5.

Demonstração. Seja S o conjunto das rectas que intersectam os planos F1, F2,
F3 e F4. Os seis pontos P12, P13, P14, P23, P24 e P34 podem ser representados
em C5 por vectores v12, v13, v14, v23, v24 e v34, respectivamente. Estes vecto-
res são linearmente dependentes, mas independentes cinco a cinco, portanto
podem ser escolhidos de forma a verificarem a igualdade

v12 + v13 + v14 + v23 + v24 + v34 = 0. (2.2)

Comecemos pela unicidade. Seja F um plano que intersecta todas as
rectas de S, distinto dos planos F1, F2, F3 e F4. Sejam r1 a recta que passa
por P13 e P24 e r2 a recta que passa por P14 e P23. Tanto r1 como r2 estão
em S, logo o plano F intersecta ambas estas rectas. Sejam Q1 e Q2 pontos
de intersecção de F com r1 e r2, respectivamente, e seja Q3 ∈ F um ponto
não colinear com Q1 e Q2. Sejam ε12, ε13, ε14, ε23, ε24 ∈ C tais que o vector

ε12v12 + ε13v13 + ε14v14 + ε23v23 + ε24v24
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represente Q3. Sejam α, β, γ, δ ∈ C tais que os vectores αv13 + βv24 e
γv14 + δv23 representem os pontos Q1 e Q2, respectivamente. Sejam ainda
r3, r4, r5 e r6 as rectas que passam pelos pontos representados pelos vectores

r3 : v12 e v13 + v23;
r4 : v12 e v14 + v24;
r5 : v13 e v12 + v23;
r6 : v14 e v12 + v24;

É fácil verificar que todas estas rectas estão em S, logo intersectam o plano F .
Vamos mostrar que α 6= 0. Para isso, suponhamos que α = 0. Temos então

Q1 = P24 e β 6= 0, logo podemos supor, sem perda de generalidade, que β = 1.
Podemos ainda supor que ε24 = 0, sem comprometer a não colinearidade dos
pontos Q1, Q2, e Q3. Como F intersecta r3, os vectores v24, γv14 + δv23,
ε12v12 + ε13v13 + ε14v14 + ε23v23, v12 e v13 + v23 são linearmente dependentes,
o que faz com que seja nulo o determinante
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Isto equivale a termos
ε14δ + ε13γ − ε23γ = 0.

Analogamente, como F intersecta r4, temos
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ou seja,
ε13δ = 0.

Caso δ = 0, podemos supor γ = 1 e, tal como acima, ε14 = 0. Como F
intersecta r5, temos
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o que faz
ε12 − ε23 = 0.

Logo ε12 = ε13 = ε23 e, portanto, o ponto representado
pelo vector v12 + v13 + v23 está em F . Mas então, como
v12 + v13 + v23 = −(v14 + v24 + v34), O plano F tem três pontos não
colineares de F4, os pontos P14, P24 e o ponto representado pelo vector
v14 + v24 + v34. Logo F = F4, o que contradiz o que supusemos.

Caso δ 6= 0, podemos supor δ = 1 e ε23 = 0. Então ε13 = ε14 = 0. Sem
perda de generalidade, ponhamos ε12 = 1. Como F intersecta r5, temos
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ou seja,
γ = 0.

Logo P12, P23, P24 ∈ F , donde F = F2, o que também é uma contradição.
Assim, não podemos ter α = 0. Mais uma vez, não perdemos generalidade

se tomarmos α = 1 e ε13 = 0.
Caso δ = 0, podemos supor novamente γ = 1 e ε14 = 0 e, como F inter-

secta as rectas r3 e r4, temos
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ou seja,

ε23β + ε24 = 0 e ε23 = 0.

Assim, ε23 = ε24 = 0 e podemos tomar ε12 = 1. Como F intersecta r5, temos
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ou seja,
β = 0.

Logo P12, P13, P14 ∈ F , donde F = F1, o que é novamente uma contradição.
Finalmente, caso δ 6= 0, tomemos δ = 1 e ε23 = 0. Analogamente ao que

fizemos, como F intersecta as rectas r3, r4, r5 e r6, obtemos as condições
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que equivalem a

ε14β − ε24γ = 0, ε14 − ε24 = 0,

β(ε14 + ε12γ) = 0 e ε24 − ε12 = 0.

Logo ε12 = ε14 = ε24, β = γ e β(1 + β) = 0. Se tivermos β = 0, teremos tam-
bém γ = 0, donde P13, P23, P34 ∈ F e chegaremos à contradição F = F3. Logo
β 6= 0, donde F contém os pontos representados pelos vectores v12 + v14 + v24,
v23 − v14 e v13 − v24. Como estes vectores são linearmente independentes, F
é único nestas condições.

Mostremos agora a existência. Seja F5 o plano que contém os três pontos
representados pelos vectores v12 + v14 + v24, v23 − v14 e v13 − v24. Observe-
mos que é equivalente considerar os vectores v12 + v13 + v23, v12 + v14 + v24

e v12 + v23 + v24. É fácil verificar que F5 é um plano distinto dos quatro an-
teriores. Vejamos que o plano F5 encontra todas as rectas de S.

Seja r uma recta que intersecta os planos F1 e F2 nos pontos representados
pelos vectores x12v12 + x13v13 + x14v14 e y12v12 + y23v23 + y24v24, respectiva-
mente. Qualquer ponto de r pode então ser representado por um vector da
forma

(αx12 + βy12)v12 + αx13v13 + αx14v14 + βy23v23 + βy24v24. (2.3)
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Consideremos o caso em que x12 e y12 são ambos não nulos. Sem perda de
generalidade, podemos supor x12 = y12 = 1. A recta r intersecta o plano F3

se existirem α, β, z13, z23, z34 ∈ C, não todos nulos, tais que

(α + β)v12 + αx13v13 + αx14v14 + βy23v23 + βy24v24 = z13v13 + z23v23 + z34v34,

o que, por (2.2), equivale a

(α + β)v12 + αx13v13 + αx14v14 + βy23v23 + βy24v24 =

= −z34v12 + (z13 − z34)v13 − z34v14 + (z23 − z34)v23 − z34v24,

ou seja,

(α + β + z34)v12 + (αx13 − z13 + z34)v13 + (αx14 + z34)v14+

+ (βy23 − z23 + z34)v23 + (βy24 + z34)v24 = 0.

Isto só se verifica se for satisfeita a condição

(x14 − 1)y24 = x14. (2.4)

Para que r intersecte também F4, obtemos analogamente a condição

(x13 − 1)y23 = x13. (2.5)

Suponhamos que r ∈ S e, portanto, são satisfeitas as condições (2.4) e (2.5).
Consideremos o ponto P ∈ r representado pelo vector que se obtém se,
em (2.3), tomarmos α = 1 e β = −(x13 − 1)(x14 − 1). Este vector é

(x13 + x14 − x13x14)v12 + x13v13 + x14v14−

− (x13 − 1)(x14 − 1)y23v23 − (x13 − 1)(x14 − 1)y24v24,

o que, tendo em conta as condições (2.4) e (2.5), é o mesmo que

(x13 + x14 − x13x14)v12 + x13v13 + x14v14 − x13(x14 − 1)v23 − x14(x13 − 1)v24,

ou seja,

x13(v12 + v13 + v23) + x14(v12 + v14 + v24) − x13x14(v12 + v23 + v24).

Logo P ∈ F5, donde r intersecta F5.
Resta-nos ver o que se passa no caso em que x12 = 0 ou y12 = 0. Suponha-

mos que x12 = 0 e y12 6= 0 e tomemos novamente y12 = 1. Um ponto genérico
de r é então da forma

βv12 + αx13v13 + αx14v14 + βy23v23 + βy24v24.
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Para que r intersecte o plano F3, temos de ter

αx14 = β = βy24

e, para que r intersecte o plano F4, temos de ter

αx13 = β = βy23.

Estas condições só serão satisfeitas se y23 = y24 = 1, donde qualquer ponto
de r será da forma

βv12 + αx13v13 + αx14v14 + βv23 + βv24.

Fazendo α = 0 e β = 1, verificamos que o ponto representado pelo vector
v12 + v23 + v24 está em r, portanto r intersecta F5. Com um raciocínio aná-
logo, vemos que se tivermos x12 6= 0 e y12 = 0, o ponto representado pelo
vector v12 + v13 + v14 está na recta r, donde r intersecta o plano F5.

Suponhamos finalmente que x12 = y12 = 0. Qualquer ponto de r pode ser
representado por um vector da forma

αx13v13 + αx14v14 + βy23v23 + βy24v24.

Para que r intersecte o plano F3, temos de poder escrever este vector como
combinação linear dos vectores v13, v23 e v34 e para isso temos de ter x14 = 0
ou y24 = 0. Analogamente, para que r intersecte o plano F4, temos também
x13 = 0 ou y23 = 0. Como x13 e x14 não podem ser simultaneamente nulos
e o mesmo acontece a y23 e y24 temos que ou x13 = y24 = 0 e, nesse caso, o
ponto representado pelo vector

v14 − v23 = (v12 + v14 + v24) − (v12 + v23 + v24)

está em r, ou x14 = y23 = 0 e, nesse caso, o ponto representado pelo vector

v13 − v24 = (v12 + v13 + v23) − (v12 + v23 + v24)

está em r. Em qualquer dos casos, r intersecta F5, como queríamos. ¤

Simetria na escolha destes planos. Bastante curioso é o facto de os
cinco planos referidos neste teorema estarem em situação simétrica, no se-
guinte sentido: dados quaisquer quatro destes planos, as rectas que os inter-
sectam encontram também o outro. Vejamos. Em primeiro lugar, observemos
que o plano F5 intersecta cada um dos planos F1, F2, F3 e F4 apenas num
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ponto. Designemos cada um destes pontos por P15, P25, P35 e P45, respec-
tivamente. Com a notação utilizada na demonstração anterior, estes pontos
podem ser representados pelos vectores

v15 = −v12 − v13 − v14,

v25 = −v12 − v23 − v24,

v35 = v12 + v14 + v24

e

v45 = v12 + v13 + v23.

Verifica-se com facilidade que nenhum hiperplano de P4 contém cinco dos
pontos P12, P13, P14, P23, P24, P34, P15, P25, P35 e P45. Assim, quaisquer quatro
dos planos F1, F2, F3, F4 e F5 estão nas condições do teorema. Consideremos,
sem perda de generalidade, os planos F2, F3, F4 e F5. Seguindo os passos da
demonstração, concluímos que as rectas que intersectam estes quatro planos
intersectam ainda o plano que contém os pontos representados pelos vectores
v23 + v24 + v34, v23 + v25 + v35 e v23 + v34 + v35. Ora, tendo em conta o que
acabámos de ver e a igualdade (2.2), temos que

v23 + v24 + v34 = −v12 − v13 − v14,

v23 + v25 + v35 = v23 + (−v12 − v23 − v24) + (v12 + v14 + v24) = v14

e

v23 + v34 + v35 = v23 − (v12 + v13 + v14 + v23 + v24) + (v12 + v14 + v24) =

= −v13.

O único plano que contém estes três pontos é precisamente F1.

2.5 Superfícies de Kummer

Na secção 2.3, observámos as intersecções de G1,3 com subespaços de P5.
Aquilo que faremos agora, numa descrição adaptada de [GH94], é observar a
intersecção não singular entre G1,3 e uma hipersuperfície quádrica de P5.

Consideremos a variedade de Grassmann G1,3 e uma outra hipersuperfície
quádrica F ⊂ P5 tal que a variedade X = F ∩ G1,3 seja não singular. Para
cada ponto P ∈ P3, definamos ω(P ) ⊂ G1,3, tal como na secção 2.3, como
o conjunto dos pontos que correspondem às rectas que passam por P , e
definamos

XP := F ∩ ω(P ).
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Consideremos ainda, para cada π ∈ P3∗, o conjunto ω(π) ⊂ G1,3, dos pontos
que correspondem às rectas que estão contidas em π, e definamos

Xπ := F ∩ ω(π).

Observemos que ω(P ) é a variedade de Schubert Ω(P, P3) e, dada qualquer
recta r ⊂ π, ω(π) é a variedade de Schubert Ω(r, π).

Seja S o conjunto de pontos P ∈ P3 para os quais XP é uma variedade
singular e seja S∗ o conjunto dos planos π ∈ P3∗ para os quais Xπ é singular.
Pretendemos mostrar que S e S∗ são superfícies em P3 e P3∗, respectivamente,
às quais chamaremos superfícies de Kummer.

O conjunto S é uma superfície de grau quatro

Vimos na secção 2.3 que, para cada P ∈ P3 e π ∈ P3∗, os conjuntos ω(P )
e ω(π) são planos contidos em G1,3. No entanto, nem ω(P ), nem ω(π) estão
contidos em X. Isto porque X não contém nenhum plano de P5. Se assim não
fosse, ambas as quádricas G1,3 e F conteriam um mesmo plano V . Portanto,
as restrições das aplicações de Gauss GF : F → P5∗ e GG1,3

: G1,3 → P5∗

a V seriam isomorfismos entre V e o subconjunto V ∗ de P5∗ formado pelos
hiperplanos de P5 que contêm V . Mas, como V é isomorfo a P2, o isomorfismo

GF
−1 ◦ GG1,3

: V → V

teria um ponto fixo, donde existiria x ∈ V tal que TxF = TxG1,3, o que
contradiz o facto de a intersecção F ∩ G1,3 ser não singular.

Logo XP 6= ω(P ) e Xπ 6= ω(π), portanto os conjuntos XP e Xπ são
cónicas, degeneradas no caso de P ∈ S ou π ∈ S∗, respectivamente. Se forem
degeneradas, estas cónicas serão a união de duas rectas ou uma recta dupla.

Para conhecer melhor os conjuntos S e S∗, definamos R como sendo o
conjunto dos pontos P ∈ S tais que XP é uma recta dupla e, analogamente,
R∗ como sendo o conjunto dos planos π ∈ S∗ tais que Xπ é uma recta dupla.

O conjunto dos pontos da variedade de Grassmann G2,5 que correspondem
a planos de P5 cuja intersecção com F é singular é definido por polinómios,
logo é um fechado de Zariski em G2,5. Como a aplicação que a cada ponto
P ∈ P3 faz corresponder o plano ω(P ) é racional, o conjunto S é a imagem
inversa de um fechado por uma aplicação racional, logo também é fechado.
Assim, S é uma subvariedade de P3. A condição adicional de a intersecção
de um plano com F ser uma recta dupla pode também ser traduzida por
polinómios nas coordenadas de Plücker do plano. Logo, R é também um
fechado, portanto uma subvariedade de S.
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Lema 2.10 Consideremos, para cada x ∈ G1,3, o conjunto

Ux := X ∩ TxG1,3.

Então, para x ∈ G1,3 genérico, Ux é não singular.

Demonstração. Para cada x ∈ G1,3, temos

Ux = X ∩ TxG1,3 = F ∩ G1,3 ∩ TxG1,3 = F ∩ ω(rx),

como vimos na secção 2.3. Pretendemos mostrar que o conjunto

A = {x ∈ G1,3 : Ux é não singular}

é um aberto não vazio de G1,3. Para isto, basta vermos que G1,3 \ A é um
fechado de G1,3 de dimensão menor que quatro.

Utilizemos as notações y = [ y0 : · · · : y5 ] e Y = (Y0, . . . , Y5) (em vez
das habituais [ y01 : · · · : y23 ] e (Y01, . . . , Y23)) e tomemos f ∈ C[Y0, . . . , Y5]
tal que F = V(f). Como F é uma quádrica, existe uma matriz simétrica
Q ∈ M6×6(C), com Q = [qij], tal que

f(Y ) =
5

∑

i,j=0

qijYiYj.

Seja, para cada k ∈ {0, . . . , 5}, o polinómio fk ∈ C[Y0, . . . , Y5] definido por

fk(Y ) :=
5

∑

i=0

qikYi.

Então fk(Y ) = ∂f

∂Yk
(Y ), portanto o espaço tangente a F num ponto y é o

ponto de P5∗ de coordenadas [ f0(y) : · · · : f5(y) ]. É fácil verificar que as co-
ordenadas do espaço tangente a G1,3 em y são [ y5 : −y4 : y3 : y2 : −y1 : y0 ].
Consideremos, para cada y ∈ P5 a matriz

M(y) :=

[

y5 −y4 y3 y2 −y1 y0

f0(y) f1(y) f2(y) f3(y) f4(y) f5(y)

]

.

Como as hipersuperfícies F e G1,3 se intersectam transversalmente, para cada
y ∈ X, a matriz M(y) tem característica dois.

Sejam G̃F : P5 → P5∗ e G̃G1,3
: P5 → P5∗ as extensões naturais a P5 das

aplicações de Gauss GF e GG1,3
, respectivamente. Sejam, para cada y ∈ P5,

Vy := G̃F (y) ∩ G̃G1,3
(y)
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e
By :=

{

H ∈ P5∗ : dim(Vy ∩ H) > 2
}

.

Observemos que, se y ∈ X, então Vy = TyF ∩ TyG1,3, e este espaço tem di-
mensão três. Logo, a condição dim(Vy ∩ H) > 2 é equivalente a Vy ⊂ H. Mais:
se tivermos H = TxG1,3, para algum x ∈ G1,3, aquela condição é ainda equi-
valente a termos Ux singular no ponto y e, portanto, x /∈ A. Consideremos
então o conjunto

B :=
{

(y,H) ∈ X × P5∗ : H ∈ By

}

.

Ora, fazendo H = [ h0 : · · · : h5 ], temos que um par (y,H) está em B se e só
se y ∈ X e a característica da matriz





h0 h1 h2 h3 h4 h5

y5 −y4 y3 y2 −y1 y0

f0(y) f1(y) f2(y) f3(y) f4(y) f5(y)





for menor que três. Consideremos, para cada 0 ≤ i < j < k ≤ 5, o polinómio

fijk(y,H) := hi|Mjk(y)| − hj|Mik(y)| + hk|Mij(y)|,

onde Mrs(y) é a matriz composta pelas colunas r e s de M(y). Então
B é a subvariedade de X × P5∗ definida por estes 20 polinómios. Seja
p : X × P5∗ → P5∗ a projecção na segunda coordenada e seja

G′
1,3 := p−1

[

GG1,3
[G1,3]

]

.

Ora, um hiperplano H está em GG1,3
[G1,3] se e só se for tangente

a G1,3 nalgum ponto, e isto acontece se e só se g(H) = 0, onde
g(H) = h0h5 − h1h4 + h2h3. Isto significa que

GG1,3
[G1,3] =

{

H ∈ P5∗ : g(H) = 0
}

,

donde obtemos a igualdade

G′
1,3 = {(y,H) ∈ X × P5∗ : g(H) = 0}.

Logo temos
G1,3 \ A =

(

GG1,3

−1 ◦ p
) [

B ∩ G′
1,3

]

e, em particular, G1,3 \ A é fechado. Como a característica de M(y) é dois,
para y ∈ X, temos que pelo menos um dos polinómios |Mij(y)| é não nulo.
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Sem perda de generalidade, suponhamos que |M45(y)| 6= 0. Então os qua-
tro polinómios f045, f145, f245 e f345 são não nulos, e é fácil verificar que,
juntamente com o polinómio g, geram um ideal de altura cinco. Logo

dim
(

B ∩ G′
1,3

)

≤ dim
(

X × P5∗) − 5 = 3.

Assim, temos dim (G1,3 \ A) ≤ 3, como queríamos. ¤

Tomemos x ∈ G1,3 tal que Ux é não singular. Isto implica que x /∈ F ,
pois, caso contrário, a variedade Ux seria singular. Ora, tal como vimos na
secção 2.3,

G1,3 ∩ TxG1,3 = ω(rx) =
⋃

P∈rx

ω(P ),

portanto

Ux = F ∩ ω(rx) =
⋃

P∈rx

XP .

Seja a ∈ Ux. Como x /∈ F , temos que x /∈ Ux, em particular a 6= x, logo as
rectas ra e rx são distintas. Portanto, existe um ponto Q em rx que não está
em ra, ou seja, tal que a /∈ XQ. Assim, o feixe {XP}P∈rx

não tem pontos base
e, pelo teorema de Bertini, um seu elemento genérico é não singular (ver, por
exemplo, [Har93]). Isto significa que o conjunto dos pontos P ∈ rx tais que
XP é singular é um fechado de Zariski em rx (e diferente de rx), logo finito.
Em particular, S 6= P3, portanto dim S ≤ 2.

Mais, se P for um ponto genérico de rx, a característica de Euler de Ux é
dada pela expressão

χ(Ux) = 2 χ(XP ) +
∑

N∈rx∩S

(χ(XN) − χ(XP )) − n,

onde n é o número de auto-intersecção do feixe (ver [GH94, p. 509]).
Se escolhermos Q1, Q2 ∈ rx distintos, os conjuntos ω(Q1) e ω(Q2) inter-

sectam-se apenas no ponto x (pois rx é a única recta que passa por Q1 e Q2).
Logo, como x /∈ F , a intersecção

XQ1
∩ XQ2

= F ∩ ω(Q1) ∩ ω(Q2)

é vazia. Portanto, dois elementos distintos deste feixe não se intersectam,
logo n é zero.

Ora, a superfície Ux é a intersecção não singular de duas quádri-
cas em TxG1,3, e este espaço é isomorfo a P4. Logo, Ux é isomorfa ao
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blow-up de P2 em cinco pontos não colineares três a três (ver, por exem-
plo, [GH94, cap. 4, sec. 4]) e, portanto, a sua característica de Euler é oito.
Como XP é uma cónica, a sua característica de Euler é dois. Logo,

∑

N∈rx∩S

(χ(XN) − 2) = 4.

Mais: as cónicas de Ux passam por quatro pontos não colineares três a três,
logo nenhuma delas é uma recta dupla. Portanto, R ∩ rx = ∅.

Assim, em geral, uma recta de P3 não intersecta R. Suponhamos então
que x é tal que rx ∩ R = ∅. Para cada ponto P ∈ rx, a cónica XP é ou não
degenerada, ou a união de duas rectas distintas. Portanto, cada cónica não
singular do feixe {XP}P∈rx

tem um ponto duplo e nenhuma outra singula-
ridade, o que significa que este sistema é um feixe de Lefschetz, tal como
definido em [GH94, p. 509]. Isto leva-nos a concluir que, se P ∈ rx é tal que
a cónica XP é não singular, então

χ(Ux) = 2 χ(XP ) + µ,

onde µ é a cardinalidade do conjunto {Q ∈ rx : XQ é singular}.
Além disso, como a característica de Euler de uma cónica é dois, temos

χ(Ux) = 4 + µ.

Isto significa que µ = 4, portanto, dada a generalidade de x ∈ G1,3, uma
recta geral de P3 intersecta S em quatro pontos. Em particular, concluímos
daqui que S é uma superfície em P3 e que o seu grau é quatro.

A superfície S é não singular em todos os pontos de S \ R

Vamos agora utilizar o raciocínio que acabámos de fazer para mostrar que
S é não singular em todos os pontos de S\R. Seja Q ∈ S\R e consideremos o
sistema linear {Ux}x∈ω(Q). O lugar geométrico dos pontos base deste sistema
é XQ, portanto, pelo teorema de Bertini, para um ponto genérico x ∈ ω(Q),
Ux é não singular em Ux \ XQ. Vejamos o que sucede nos pontos de XQ.
Como Q ∈ S \R, o conjunto XQ é a união de duas rectas, que se intersectam
num ponto a0. Seja a ∈ XQ \ {a0}. Como XQ é não singular em a, o espaço
tangente TaXQ é uma recta. Mas

TaXQ = Ta(F ∩ ω(Q)) = TaF ∩ ω(Q),

logo ω(Q) * TaF . Como a, x ∈ ω(Q), o plano ω(Q) está contido em ambos
os espaços tangentes TxG1,3 e TaG1,3. Se acrescentarmos a hipótese x /∈ XQ
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(que não tira generalidade, pois XQ é um fechado de ω(Q) e diferente deste
espaço), temos a 6= x. Logo, a intersecção TxG1,3 ∩ TaG1,3 é um espaço de
dimensão três. Ora, TaF não contém este espaço (senão conteria ω(Q)) e,
como

TaUx = Ta(TxG1,3 ∩ X) = TxG1,3 ∩ TaF ∩ TaG1,3,

o espaço TaUx tem dimensão dois. Logo Ux não é singular em a. Assim, para
um ponto genérico x ∈ ω(Q), Ux é não singular em Ux \ {a0}.

Observemos agora o seguinte: o sistema linear {TxG1,3}x∈ω(Q) é um plano
em P5∗ e todos os seus elementos contêm o plano ω(Q); como o sistema
{H}ω(Q)⊂H∈P5∗ também é um plano e contém {TxG1,3}x∈ω(Q), temos

{TxG1,3}x∈ω(Q) = {H}ω(Q)⊂H∈P5∗ ;

logo a generalidade dos hiperplanos do sistema {TxG1,3}x∈ω(Q) não contêm
o espaço Ta0

X. Isto significa que, para x suficientemente genérico, Ux é não
singular.

Pelo que vimos acima, se x é um ponto de ω(Q) tal que Ux é não singular,
a recta rx intersecta S em quatro pontos, portanto intersecta esta superfície
transversalmente. Assim, vimos que uma recta genérica de P3 que passe por
Q intersecta S transversalmente, o que mostra que S não é singular em Q.

O conjunto R tem exactamente 16 pontos

O cálculo de Schubert vai permitir-nos conhecer R. Para tal, calculemos a
classe de cohomologia do conjunto dos planos contidos em G1,3, que notamos
por Σ2,4. Ora, como vimos acima,

Σ2,4 = {ω(P )}P∈P3 ∪ {ω(π)}π∈P3∗ .

Mostra-se, com a ajuda de cálculos triviais, que as aplicações

P3 → {ω(P )}P∈P3

P 7→ ω(P )
e

P3∗ → {ω(π)}π∈P3∗

π 7→ ω(π)

são isomorfismos, donde se conclui que os conjuntos {ω(P )}P∈P3 e
{ω(π)}π∈P3∗ têm dimensão três, portanto a sua união também tem esta
dimensão. Assim, a classe de cohomologia de Σ2,4 está em H12(G2,5, Z) e,
portanto, é combinação linear dos ciclos de Schubert Ω(0, 1, 5), Ω(0, 2, 4) e
Ω(1, 2, 3). Para a conhecermos, calculemos os números de intersecção Σ2,4 ·
Ω(a0, a1, a2), onde (a0, a1, a2) é um dos ternos (0, 4, 5), (1, 3, 5) ou (2, 3, 4).

Para efectuar este cálculo, escolhamos subespaços Ha0
, Ha1

, Ha2
⊆ P5 tais

que, para cada i ∈ {0, 1, 2}, dim Hai
= ai. Comecemos por observar que,
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desde que escolhidos genericamente, os subespaços Ha0
, Ha1

e Ha2
intersec-

tam transversalmente G1,3 e estas intersecções são quádricas de dimensões
a0 − 1, a1 − 1, a2 − 1 respectivamente (no caso a0 = 0, o ponto H0 é esco-
lhido fora de G1,3). Ora, como uma quádrica de dimensão l não pode con-
ter subespaços de dimensão maior que l

2
, para que um plano N esteja em

Σ2,4 ∩ Ω(a0, a1, a2) , temos de ter

dim(N ∩ Hai
) ≤

ai − 1

2
,

para cada i ∈ {0, 1, 2}. Logo, para que o número de intersecção
Σ2,4 · Ω(a0, a1, a2) seja não nulo, temos necessariamente a0 ≥ 1, a1 ≥ 3 e
a2 ≥ 5. Mas, como a0 + a1 + a2 = 9, a única hipótese que nos resta é a0 = 1,
a1 = 3 e a2 = 5.

Assim, o único número de intersecção não nulo é Σ2,4 · Ω(1, 3, 5).
Calculêmo-lo. Sejam H1 ⊆ H3 subespaços de P5, de dimensões um e três, res-
pectivamente, que intersectem G1,3 transversalmente. Sendo assim, a recta
H1 intersecta G1,3 em dois pontos, x1 e x2, e H3 ∩ G1,3 é uma superfície
quádrica não singular.

Consideremos um plano N que pertença a Σ2,4∩Ω(H1, H3, P5). Este plano
tem de intersectar H1 pelo menos num ponto e H3 pelo menos numa recta.

A intersecção N ∩H1 ocorre necessariamente num dos pontos x1 ou x2 e
apenas num deles, pois, caso ambos os pontos pertencessem a N , teríamos
H1 ⊆ N e, como N ⊆ G1,3, a intersecção de H1 com G1,3 não seria transversal.

Seja i ∈ {1, 2} tal que xi ∈ N e seja Mi um hiperplano de Txi
G1,3 ao

qual não pertença xi. Então Mi intersecta G1,3 numa superfície quádrica não
singular Qi e G1,3 ∩ Txi

G1,3 é o cone das rectas que passam por xi e por Qi.
Como H3 intersecta G1,3 transversalmente, a dimensão de H3∩Txi

G1,3 é a
mínima possível, ou seja, dois. Ora, como H3 e Mi têm ambos dimensão três,
a sua intersecção é, pelo menos, numa recta. Mas como xi ∈ H3 ∩ Txi

G1,3 e
xi /∈ Mi, podemos afirmar que H3∩Txi

G1,3 6⊆ Mi; logo a intersecção H3∩Mi,
que é o mesmo que (H3∩Txi

G1,3)∩Mi, é um subespaço próprio de H3∩Txi
G1,3

e, portanto, é uma recta.
Como N,Mi ⊂ Txi

G1,3, a intersecção de N com Mi é pelo menos uma
recta (a dimensão de Txi

G1,3 é quatro, N é um plano e Mi tem dimensão
três). Como N 6⊆ Mi (pois xi ∈ N e xi /∈ Mi), N ∩ Mi é exactamente uma
recta. O plano N será então o único que contém xi e a recta N ∩ Mi.

Como a superfície quádrica H3 ∩ G1,3 é não singular, a sua intersecção
com o plano H3∩Txi

G1,3 é a união de duas rectas concorrentes em xi. Logo, a
recta H3∩Mi, que está contida em H3∩Txi

G1,3 e não passa por xi, intersecta
G1,3 em dois pontos, xi1 e xi2.
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Como N não pode estar contido na superfície H3 ∩ G1,3, o subespaço
H3 ∩ N é uma recta. Esta recta intersecta N ∩ Mi e esta intersecção tem de
ocorrer num dos pontos xi1 ou xi2. Assim, um destes pontos pertence a N .
Não podem pertencer ambos, pois, nesse caso, teríamos H3∩Mi ⊂ N ⊂ G1,3.

Seja j ∈ {1, 2} tal que xij ∈ N . Temos, então

N ⊆ Txi
G1,3 ∩ Txij

G1,3 ∩ G1,3.

Ora, a aplicação de Gauss de G1,3 é injectiva, pois G1,3 é uma quádrica não
singular. Portanto, os espaços Txi

G1,3 e Txij
G1,3 são distintos e a sua inter-

secção é um espaço de dimensão três. A intersecção Txi
G1,3 ∩ Txij

G1,3 ∩ G1,3

será então uma superfície quádrica, singular em ambos os pontos xi e xij,
portanto união de dois planos (necessariamente distintos, pois G1,3 é não
singular).

N

N ∩ Mi

N ∩ H3

�

xi

�xij

Assim, para cada i, j ∈ {1, 2}, há exactamente dois planos que contêm os
pontos xi e xij e estão em Σ2,4 ∩ Ω(H1, H3, P5). Logo,

Σ2,4 · Ω(1, 3, 5) = 8.

Como as duas famílias de planos em G1,3 podem ser transformadas uma
na a outra por meio de um automorfismo de P5, as classes de cohomologia
de {ω(P )}P∈P3 e de {ω(π)}π∈P3∗ são iguais, logo a classe de cohomologia de
ambos é 4Ω(0, 2, 4).

Concluímos que a classe de cohomologia do subconjunto τ = {ω(P )}P∈P3

é 4Ω(0, 2, 4). Para conhecermos R, devemos avaliar a intersecção τ ∩ωF , onde

ωF = {N ∈ G(2, 5) : N ∩ F é uma recta dupla}.

Uma vez que τ ∼ 4Ω(0, 2, 4), basta-nos calcular o número de intersecção
Ω(0, 2, 4) · ωF .

Para tal, consideremos um ponto x ∈ P5 e subespaços V2 e V4 de P5 de
dimensões dois e quatro, respectivamente, com x ∈ V2 ⊆ V4, genericamente
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escolhidos de modo que x /∈ F e V2 e V4 intersectem F transversalmente. Isto
significa que V2 ∩ F é uma cónica não singular C e V4 ∩ F é uma quádrica Q
de dimensão três, também não singular.

Dado N ∈ Ω(x, V2, V4) ∩ ωF , temos que x ∈ N , N e V2 têm pelo menos
uma recta em comum e N ⊂ V4.

Como a intersecção N ∩ F é uma recta dupla, qualquer que seja
y ∈ N ∩ F , temos N = Ty(N ∩ F ) = N ∩ TyF , donde N ⊂ TyF . Daqui con-
cluímos que N e V2 têm exactamente uma recta em comum, pois V2 6⊆ TyF ,
uma vez que V2 intersecta F transversalmente.

A recta N ∩ V2 é tangente a C, pois, caso contrário, intersectaria esta
cónica em dois pontos e estes dois pontos também estariam na recta N ∩ F
e, portanto, teríamos N ∩ V2 = N ∩ F ⊂ C. Logo N ∩ V2 é uma das duas
rectas r1, r2 de V2 que passam por x e são tangentes a C.

V2
C

r1

r2

�
x

�

y1

�

y2

Sejam y1 e y2 os pontos de tangência das rectas r1 e r2 com C, respectiva-
mente. Seja i ∈ {1, 2} tal que N ∩ V2 = ri. Sabemos que o lugar geométrico
das rectas contidas na quádrica Q que passam por yi é Q∩Tyi

Q. Seja Ui um
plano de Tyi

Q que contenha x e não contenha yi. Seja Ci a cónica F ∩ Ui.
Como Q é não singular e Ci = Q ∩ Ui, esta cónica é não singular e Q ∩ Tyi

Q
é o cone das rectas que passam por yi e por Ci.

Observemos que Ui ⊂ V4 ∩ Tyi
F , porque, por um lado, Tyi

Q ⊂ Tyi
F , por

outro, Tyi
Q ⊂ V4. Como N contém yi, temos também N ⊂ V4∩Tyi

F , porque
yi pertence à recta N ∩ F , logo N é tangente a F em yi.

Reparemos ainda que, como V4 intersecta F transversalmente, V4 ∩ Tyi
F

tem a dimensão mínima possível, ou seja, três. Como ambos os planos N
e Ui estão contidos neste espaço e são distintos (yi ∈ N e yi /∈ Ui), a sua
intersecção é uma recta.

Caso a recta N ∩Ui intersectasse Ci em dois pontos, conteria dois pontos
da recta N ∩F e, portanto, esta recta estaria contida no plano Ui, o que não
é possível porque yi está em N ∩ F e não está em Ui.
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Ui
Ci

ri1

ri2

�
x

ri

�
yi

Assim, a recta N ∩ Ui é necessariamente uma das duas tangentes ri1, ri2

a Ci que passam por x.
Portanto, N é um dos quatro planos definidos pelas rectas ri e rij, com

i, j ∈ {1, 2}. Como todos estes planos pertencem a Ω(x, V2, V4) ∩ ωF , temos

Ω(0, 2, 4) · ωF = 4

e, portanto,
τ · ωF = 16.

Concluímos, assim, que R é um conjunto de 16 pontos.

Todos os argumentos anteriores podem ser adaptados para o conjunto S∗, a
superfície de Kummer dual, que terá também 16 singularidades, exactamente
os pontos de R∗.



Capítulo 3

As 27 rectas de uma superfície
cúbica

Abordaremos a seguir o problema de encontrar o número de rectas que
estão contidas numa superfície cúbica não singular de P3. Começaremos por
estudar duas resoluções deste problema e descrever a configuração destas
rectas, bem como uma simetria patente nesta configuração.

3.1 Uma primeira construção

Comecemos por um exemplo. Seja S0 = V(X0
3 + X1

3 + X2
3 + X3

3) ⊂ P3.
Se intersectarmos S0 com o plano V(X0 + X1), obtemos o conjunto

V(X0 + X1, X2
3 + X3

3)

e, como o segundo polinómio se factoriza em

(X2 + X3)(X2 + ρX3)(X2 + τX3),

onde ρ = −1−
√

3i
2

e τ = −1+
√

3i
2

, este conjunto é a união de três rectas.
Podemos fazer um raciocínio análogo para outros planos e concluímos que

estão contidas em S0 as rectas que resultam das intersecções de cada um dos
planos

V(Xm + Xj), V(Xm + ρXj) e V(Xm + τXj)

com cada um dos planos

V(Xk + Xl), V(Xk + ρXl) e V(Xk + τXl),
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onde {m, j, k, l} = {0, 1, 2, 3}. Se verificarmos todas as possibilidades, con-
cluímos que são exactamente 27 rectas. Investigando as intersecções de S0

com planos arbitrários de P3, verificamos mesmo que não há mais nenhuma
recta contida nesta superfície.

O que se segue, baseado em [Rei94], mostrará que o mesmo se passa para
qualquer superfície cúbica não singular.

Para conhecermos o número de rectas que estão contidas numa superfície
cúbica não singular, vamos “olhar” para a sua posição relativa. Começaremos
por supor que existe pelo menos uma recta contida na superfície. Poste-
riormente, mostraremos que esta suposição é desnecessária, pois qualquer
superfície cúbica não singular contém, de facto, pelo menos uma recta.

Seja S ⊂ P3 uma superfície cúbica não singular e seja
f ∈ C[X0, X1, X2, X3] um polinómio de grau três tal que S = V(f).
Suponhamos que S contém, pelo menos, uma recta.

Proposição 3.1 Dado um plano H ⊂ P3, a sua intersecção com S é ou uma
cúbica irredutível, ou a união de uma cónica e uma recta ou a união de três
rectas distintas.

Demonstração. A intersecção de S com H é uma curva de grau três em H e
portanto, se não for irredutível, é a união de uma cónica com uma recta ou
a união de três rectas (contadas com multiplicidades). Para demonstrarmos
esta proposição temos de garantir que, neste último caso, as três rectas são
distintas. Basta, portanto, mostrar que uma recta dupla ou tripla nunca
ocorre.

Seja r uma recta contida em H e consideremos uma mudança de co-
ordenadas tal que H = V(X3) e r = V(X2, X3). Então, se r for uma recta
dupla ou tripla da intersecção S ∩ H, o monómio X2

2 divide os monó-
mios de f que não se anulam em H, isto é, existem polinómios homogéneos
h, l ∈ C[X0, X1, X2, X3], de graus um e dois respectivamente, tais que

f = X2
2h + X3l.

Seja a = [ a0 : a1 : a2 : a3 ] um ponto de V(X2, X3, l). Então a2 = a3 = 0 e as
derivadas de f em a são:

∂f

∂X0
(a)= a2

2 · ∂h
∂X0

(a) + a3 ·
∂l

∂X0
(a) = 0,

∂f

∂X1
(a)= a2

2 · ∂h
∂X1

(a) + a3 ·
∂l

∂X1
(a) = 0,

∂f

∂X2
(a)= 2a2 · h(a) + a2

2 · ∂h
∂X2

(a) + a3 ·
∂l

∂X2
(a) = 0
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e

∂f

∂X3
(a)= a2

2 · ∂h
∂X3

(a) + l(a) + a3 ·
∂l

∂X3
(a) = 0.

Logo, S é singular no conjunto V(X2, X3, l), que não é vazio, pois é o conjunto
dos zeros de l em r. Isto não se pode verificar, pois S é não singular. Assim,
uma recta dupla ou tripla não pode ocorrer em S ∩ H. ¤

Proposição 3.2 Dado um ponto P ∈ S, existem no máximo três rectas
contidas em S que passam por P . Caso existam duas ou três, estas rectas
são complanares.

Demonstração. Qualquer recta contida em S que passe por P está contida
no plano TP S. Pela proposição anterior, a intersecção de S com TP S contém
no máximo três rectas distintas, donde se conclui o resultado. ¤

Proposição 3.3 Dada uma recta r ⊂ S, existem exactamente cinco pares
{r1, r

′
1}, . . . , {r5, r

′
5} de rectas contidas em S que intersectam r tais que:

1. para cada i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, as rectas r, ri e r′i são complanares e dis-
tintas;

2. para cada i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, se i 6= j, então (ri ∪ r′i) ∩ (rj ∪ r′j) = ∅.

Demonstração. Se H é um plano que contém r, a intersecção H∩S é a união
de r com uma cónica. Para mostrar a primeira parte, temos que mostrar que
existem exactamente cinco planos para os quais esta cónica é degenerada.

Suponhamos, uma vez mais, que r = V(X2, X3). Como os pontos

P = [ 1 : 0 : 0 : 0 ], Q = [ 0 : 1 : 0 : 0 ],

M = [ 1 : 1 : 0 : 0 ] e N = [ 1 : −1 : 0 : 0 ]

estão em r, estes pontos pertencem a S e, portanto, os coeficientes dos
monómios X0

3, X0
2X1, X0X1

2, e X1
3 de f são nulos. Assim, existem

A,B,C,D,E, F ∈ C[X2, X3] tais que

f = AX0
2 + BX0X1 + CX1

2 + DX0 + EX1 + F. (3.1)

Um plano que contenha r é da forma H = V(αX2 + βX3), logo é o conjunto
dos pontos do tipo [ x0 : x1 : −β : α ]. Logo a intersecção H∩S será a união de
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três rectas se e só se o polinómio f(X0, X1,−β, α) for redutível. Isto acontece
se e só se ∆(−β, α) = 0, onde ∆ é o polinómio

∆ = 4 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A B
2

D
2

B
2

C E
2

D
2

E
2

F

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 4ACF + BDE − AE2 − CD2 − B2F.

Como ∆ tem grau cinco, tem cinco raízes, contadas com multiplicidades. Se
nenhuma destas raízes for múltipla, existem, de facto, cinco planos naquelas
condições, como pretendíamos. Para cada um destes planos, a sua intersecção
com S será a união de três rectas distintas, pela proposição 3.1. Verifiquemos
que todas as raízes de ∆ são simples.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que o ponto [ 0 : 1 ] é uma raiz
de ∆ (isto equivale a tomar um plano H cuja intersecção com S seja a união
de r com duas outras rectas e exigir que a mudança de coordenadas que
considerámos acima seja tal que H = V(X2)). Para vermos que [ 0 : 1 ] não é
raiz múltipla de ∆, basta verificarmos que X2

2 não divide ∆. Ora H ∩ S é a
união de três rectas, a recta r e outras duas, r1 e r′1. Se estas três rectas não
tiverem um ponto comum, podemos tomar uma mudança de coordenadas tal
que

r = V(X2, X3), r1 = V(X0, X2) e r′1 = V(X1, X2);

caso haja um ponto comum às três, podemos tomar uma mudança de coor-
denadas tal que

r = V(X2, X3), r1 = V(X0, X2) e r′1 = V(X0 − X3, X2).

No primeiro caso, temos

f(X0, X1, X2, X3) = αX0X1X3 + X2h(X0, X1, X2, X3),

onde α ∈ C\{0} e h é um polinómio do segundo grau. Isto significa que, na
expressão (3.1), temos B = αX3 + aX2 e que X2 divide os polinómios A, C,
D, E e F . Assim, temos

∆ ≡ −X3
2F mod X2

2.

Para que S não seja singular no ponto [ 0 : 0 : 0 : 1 ], o coeficiente de F
em X2X3

2 tem de ser não nulo. Em particular, X2
2 não divide F , donde

[ 0 : 1 ] é uma raiz simples de ∆. No segundo caso, temos

f(X0, X1, X2, X3) = αX0X3(X0 − X3) + X2h(X0, X1, X2, X3),
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onde α ∈ C\{0} e h é um polinómio de segundo grau. Isto faz com que, na
expressão (3.1), tenhamos A = αX3 + aX2, D = −αX3

2 + βX2X3 + γX2
2 e

que X2 divida os polinómios B, C, E e F . Assim, temos

∆ ≡ −X3
4C modulo X2

2.

Para que S não seja singular no ponto Q, o polinómio C não pode ser nulo,
donde X2

2 não divide ∆ e, portanto, [ 0 : 1 ] é uma raiz simples de ∆.
A segunda afirmação resulta agora das proposições 3.1 e 3.2. ¤

Corolário 3.4 Existem, pelo menos, duas rectas disjuntas contidas em S.

Demonstração. Basta considerar, para uma recta r ⊂ S (que já sabemos
existir), as rectas r1 e r2 da proposição anterior. ¤

Corolário 3.5 A superfície S é birracionalmente equivalente a P2.

Demonstração. Consideremos duas rectas disjuntas r1 e r2 contidas em S e
sejam ϕ : S 99K r1 × r2 e ψ : r1 × r2 99K S as aplicações racionais definidas
como se descreve a seguir.

Seja P ∈ P3 \ (r1 ∪ r2). Existe uma única recta s que passa por P e in-
tersecta as rectas r1 e r2 (basta pensar no plano π que contém o ponto P e
a recta r1: como a recta r2 não intersecta r1, não pode estar contida em π,
logo, se P ′ for o ponto da intersecção r2 ∩ π, a única recta que passa por P
e intersecta as rectas r1 e r2 é a recta que passa por P e P ′). Sejam Q1

e Q2 os pontos das intersecções s ∩ r1 e s ∩ r2, respectivamente, e façamos
Φ(P ) = (Q1, Q2). Isto define uma aplicação Φ : P3 \ (r1 ∪ r2) → (r1 × r2) e
podemos tomar para ϕ a restrição de Φ a S \ (r1 ∪ r2).

Seja (Q1, Q2) ∈ r1×r2. Em geral, a recta Q1Q2 encontrará S num terceiro
ponto P . Definimos então ψ(Q1, Q2) = P . Ora, a única recta que passa por
este ponto e pelas rectas r1 e r2 é precisamente a recta Q1Q2, o que significa
que ϕ(P ) = (Q1, Q2). Portanto, as aplicações ϕ e ψ são inversas uma da
outra e definem um isomorfismo entre um aberto de r1 × r2 e um aberto
de S. Como r1 × r2 é isomorfo a P1 × P1 e este conjunto é birracionalmente
equivalente a P2, obtemos o resultado. ¤

Lema 3.6 Sejam r1, r2, r3, r4 ⊂ P3 rectas enviesadas duas a duas, tais que
não exista nenhuma superfície quádrica que as contenha. Então o número de
rectas que intersectam simultaneamente r1, r2, r3 e r4 é um ou dois.
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Demonstração. Pelo lema 2.8, se as rectas r1, r2 e r3 são enviesadas duas a
duas, existe uma superfície quádrica não singular que as contém. Além disso,
se r4 não estiver contida nesta quádrica, há uma ou duas (caso mais geral)
rectas que intersectam simultaneamente r1, r2, r3 e r4. ¤

As 27 rectas

Sejam r e s duas rectas disjuntas contidas em S. Seja i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}
e consideremos o par {ri, r

′
i} de rectas contidas em S que intersectam r,

como na proposição 3.3. Seja Hi o plano que contém as rectas r, ri e r′i. A
recta s intersecta necessariamente Hi e, como Hi ∩ S = r ∪ ri ∪ r′i, s tem de
intersectar uma das rectas ri ou r′i. Não pode intersectar ambas porque, nesse
caso, estaria contida em Hi e, portanto, intersectaria r; vejamos porquê: se
s intersectasse aquelas rectas em dois pontos distintos, s estaria obviamente
contida no plano que contém ri e r′i, que é Hi; se s intersectasse ri ∩ r′i,
s estaria contida no espaço tangente a S no ponto de intersecção destas
rectas, que é precisamente Hi. Sem perda de generalidade, suponhamos que
s intersecta ri.

A recta s também admite cinco pares de rectas que a intersectam, tal como
descrito na proposição 3.3. Como as rectas r1, r2, r3, r4 e r5 intersectam s
e são disjuntas duas a duas, já temos um elemento de cada par. Para cada
i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, denotemos por r′′i a outra recta em cada par. Esta recta
não pode intersectar r, porque, se assim fosse, r estaria contida no plano que
contém ri, r′′i e s, donde r e s não seriam disjuntas.

Ora, ainda pela proposição 3.3, se j ∈ {1, 2, 3, 4, 5} é diferente de i, as
rectas r′′i e rj não se intersectam. Por outro lado, como qualquer recta contida
em S tem de intersectar r ∪ rj ∪ r′j, r′′i tem de intersectar r′j.

Obtivemos, até aqui, 17 rectas contidas em S: as rectas r e s e, para
cada i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, as rectas ri, r′i e r′′i . Para prosseguirmos, mostremos o
seguinte resultado.

Lema 3.7 Consideremos as rectas r1, r2, r3, r4 e r5 acima referidas.

1. Se t é uma recta distinta das 17 já consideradas, então t intersecta
exactamente três daquelas rectas.

2. Reciprocamente, dados três índices distintos i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4, 5},
existe uma única recta rijk contida em S que intersecta ri, rj e rk.

Demonstração. Quatro rectas contidas em S, disjuntas duas a duas, não
podem estar todas também contidas numa superfície quádrica. Caso assim
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fosse, estas rectas pertenceriam à mesma família irredutível de rectas contidas
nesta quádrica e qualquer recta da outra família intersectaria S em quatro
pontos distintos e, consequentemente estaria contida em S. Ora, então a
própria quádrica estaria contida em S, o que não pode suceder, visto que S,
por ser não singular, é irredutível.

Para a primeira parte, vejamos que dado i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, t intersecta o
plano Hi que contém as rectas r, ri e r′i, logo intersecta uma delas. Como t não
intersecta r (porque as dez rectas que intersectam r já foram consideradas),
t terá de intersectar ri ou r′i.

Se t intersectar quatro ou mais das rectas r1, r2, r3, r4 e r5, pelo lema 3.6,
t seria uma das rectas r ou s, o que contraria o que supusemos.

Se t intersectar menos de três daquelas rectas, então intersecta pelo menos
três das rectas r′1, r′2, r′3, r′4 e r′5. Sem perda de generalidade, suponhamos
que t intersecta as rectas r′2, r′3, r′4 e r′5 ou as rectas r1, r′3, r′4 e r′5. Pelo
que vimos acima, r e r′′1 intersectam simultaneamente as rectas r1, r′2, r′3, r′4
e r′5. Novamente pelo lema 3.6, como t intersecta pelo menos quatro destas
rectas, t terá de ser uma das rectas r ou r′′1 , o que volta a contradizer o que
supusemos.

Assim, t intersecta exactamente três daquelas rectas.
Para a segunda parte, observemos que existem exactamente dez rectas

contidas em S que intersectam ri, das quais apenas conhecemos as rectas r,
r′i, r′′i e s. Pelo que acabámos de ver, cada uma das restantes seis intersecta
duas das quatro rectas rl, com l 6= i. Mas existem no máximo 6 =

(

4
2

)

rectas
nestas condições, logo todas têm de estar contidas em S. Em particular,
existe uma recta rijk contida em S que intersecta as rectas ri, rj e rk. ¤

Corolário 3.8 A superfície S tem exactamente 27 rectas.

Demonstração. Com o lema anterior completámos a descrição das rectas
contidas em S: às 17 que tínhamos considerado já, vêm juntar-se as dez
rectas do conjunto

{rijk : 1 ≤ i < j < k ≤ 5}.

¤

Podemos concluir, em particular, que a superfície S0, de que falámos no
início desta secção, tem exactamente as 27 rectas que referimos.

A proposição que se segue vem mostrar que aquilo que fizemos até aqui
pode ser generalizado, pois não é necessária a suposição inicial de que S
contém uma recta.
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Proposição 3.9 Toda a superfície cúbica não singular de P3 contém, pelo
menos, uma recta e, portanto, contém exactamente 27.

Demonstração. Como uma superfície cúbica de P3 fica determinada por
um polinómio homogéneo de terceiro grau em C[X0, X1, X2, X3], que tem
20 coeficientes, podemos parametrizar o conjunto de todas as cúbicas de P3

pelo espaço projectivo P19. Para cada superfície cúbica C, usemos a notação
C̄ para o ponto de P19 correspondente a C.

Seja Z ⊂ G1,3 × P19 o conjunto definido por

Z =
{(

x, C̄
)

∈ G1,3 × P19 : rx ⊂ C
}

.

Sejam p e q as projecções naturais de Z sobre G1,3 e P19, respectivamente.
Dada a recta r = V(X0, X1), uma superfície cúbica C contém esta recta se
e só se os coeficientes de X2

3, X2
2X3, X2X3

2 e X3
3 forem nulos. Assim, as

fibras da projecção p têm dimensão dim(P19) − 4 = 15, donde dim(Z) = 19.
Ora, a projecção q é um morfismo entre duas variedades de dimensão 19,
portanto, a sua imagem q[Z] é um fechado de P19 e ou tem dimensão 19 (e,
portanto q[Z] = P19), ou todas as fibras de q têm dimensão maior ou igual
a um. Esta última hipótese não se verifica porque o exemplo do início exibe
uma superfície cúbica com um número não nulo e finito de rectas. Logo, todas
as superfícies cúbicas contêm pelo menos uma recta. ¤

3.2 A superfície cúbica como blow-up de P2 em

seis pontos

Uma superfície cúbica em P3 pode ser obtida como blow-up de P2 em seis
pontos, como mostraremos nesta secção. A seguinte descrição, que permite
observar de outra forma as posições relativas das 27 rectas contidas numa
superfície cúbica, pode ser encontrada em [Har93].

Proposição 3.10 Seja s ≤ 7 e sejam Q1, . . . , Qs ∈ P2 não colineares quatro
a quatro e, caso s = 7, não pertencentes a uma mesma cónica. Então o
sistema linear |3L − Q1 − · · · − Qs| não tem pontos base não determinados.
Este resultado permanece válido se Q2 estiver infinitamente próximo de Q1.

Demonstração. Mostremos, em primeiro lugar, o caso s = 7. Seja P ∈ P2

um ponto distinto dos pontos Q1, . . . , Q7. Procuremos uma cúbica em
|3L − Q1 − · · · − Q7| que não contenha P .
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Suponhamos que P pertence a uma recta r que passa por três dos pontos
anteriores, digamos Q1, Q2 e Q3 (no caso de o ponto Q2 estar infinitamente
próximo de Q1, isto significa que r passa por Q1 e tem a direcção corres-
pondente a Q2). Como os pontos Q4, Q5, Q6 e Q7 não são colineares, pelo
menos três destes pontos não estão numa mesma recta, digamos Q4, Q5 e
Q6. Sejam, para cada conjunto de índices distintos i1, . . . , i5 ∈ {1, . . . , 7},
ri1i2 a recta que passa pelos pontos Qi1 e Qi2 e Γi1···i5 a cónica que passa por
Qi1 , . . . , Qi5 . No caso de o ponto Qi2 estar infinitamente próximo de Qi1 , isto
significa que a tangente em Qi1 a Γi1···i5 tem a direcção correspondente a Qi2 ;
daqui em diante, podemos considerar que uma cónica que passa pelos pontos
Qi1 e Qi2 é definida desta forma. A união Γ12456 ∪ r37 é uma cúbica que não
contém P . De facto, se tivéssemos P ∈ Γ12456, esta cónica conteria a recta r
e seria redutível, donde os pontos Q4, Q5 e Q6 seriam colineares; por outro
lado, se P pertencesse a r37, teríamos Q7 ∈ r e os pontos Q1, Q2, Q3 e Q7

seriam colineares.
Caso Q2 esteja infinitamente próximo de Q1, devemos observar ainda mais

duas hipóteses: a de r conter o ponto Q1, mas não ter a direcção correspon-
dente a Q2, e a de r não conter o ponto Q1. Para a primeira hipótese, podemos
supor que r contém os pontos Q1, Q3 e Q4 e fazer um raciocínio análogo ao
anterior para mostrar que P não pertence à cúbica Γ34567 ∪ r12. Para a se-
gunda, podemos supor que r contém os pontos Q3, Q4, e Q5 e mostrar que
P não pertence a Γ12346 ∪ r57.

Suponhamos agora que P não pertence a nenhuma recta que passe por
três dos pontos Q1, . . . , Q7, mas que P pertence a uma cónica Γ′ que passa
por seis destes pontos, digamos Q1, . . . , Q6. Então P /∈ Γ34567, pois, caso
contrário, teríamos Γ′ = Γ34567 e os pontos Q1, . . . , Q7 estariam na mesma
cónica; por outro lado, P /∈ r12, pois, se assim fosse, a cónica Γ′ seria redutível,
logo a união de duas rectas, e P estaria numa recta que continha três dos
pontos Q1, . . . , Q6. Assim, a cúbica Γ34567 ∪ r12 não contém P .

Uma vez mais, no caso em que Q2 está infinitamente próximo de Q1,
devemos observar outra hipótese: a de Γ′ passar pelos pontos Q1, Q3, Q4, Q5,
Q6 e Q7 e a sua tangente no ponto Q1 não corresponder a Q2. Mostramos
então, de forma análoga, que P não está na cúbica Γ12345 ∪ r67.

Por fim, suponhamos que P não pertence a nenhuma recta que contenha
três dos pontos Q1, . . . , Q7 nem a nenhuma cónica que contenha seis destes
pontos. Consideremos as três cúbicas do tipo

Ci = Γ1234i ∪ rjk,

onde {5, 6, 7} = {i, j, k}. Se P ∈ C5, então P ∈ Γ12345 ou P ∈ r67.
Caso P ∈ Γ12345, temos P /∈ Γ12346, pois se pensarmos na (única) cónica

Γ′′ que passa por Q1, Q2, Q3, Q4 e P , teríamos Γ12345 = Γ′′ = Γ12346 e os
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pontos Q1, . . . , Q6 estariam numa mesma cónica, o que supusemos não ser
verdade. Analogamente, temos P /∈ Γ12347. Assim, se P ∈ C6, temos P ∈ r57

e então P /∈ r67, caso contrário os pontos Q5, Q6 e Q7 seriam colineares.
Logo, P /∈ C7.

Caso P ∈ r67, temos P /∈ r56 e P /∈ r57, pois os pontos Q5, Q6 e Q7 são
não colineares. Se P ∈ C6, temos P ∈ Γ12346, donde Q não poderá estar em
Γ12347. Logo P /∈ C7.

Assim, podemos concluir que P não é um ponto base não determinado
deste sistema.

Suponhamos agora que s < 7. Sejam Q1, . . . , Qs ∈ P2 pontos não colinea-
res quatro a quatro. Seja P ∈ P2 distinto destes pontos. Para mostrar que P
não é um ponto base não determinado, temos de encontrar uma cúbica em
|3L−Q1 − · · · −Qs| que não contenha P . Sejam Qs+1, . . . , Q7 ∈ P2 distintos
de P tais que os pontos Q1, . . . , Q7 estão nas condições enunciadas. Então o
sistema |3L−Q1−· · ·−Q7| não tem pontos base não determinados, portanto
existe uma cúbica deste sistema que não passa por P . Em particular, existe
uma cúbica que passa pelos pontos Q1, . . . , Qs e não passa por P . Logo, o
sistema |3L − Q1 − · · · − Qs| não tem pontos base não determinados. ¤

Corolário 3.11 Seja s ≤ 8 e sejam Q1, . . . , Qs ∈ P2 tais que não haja quatro
colineares nem sete pertencentes a uma mesma cónica. Então a dimensão de
|3L − Q1 − · · · − Qs| é 9 − s.

Demonstração. O sistema linear das cúbicas em P2 sem pontos base tem
dimensão nove. Como, para t ≤ 7, o sistema |3L − Q1 − · · · − Qt| não tem
pontos base não determinados, temos

dim |3L − Q1 − · · · − Qt+1| = dim |3L − Q1 − · · · − Qt| − 1,

donde se conclui o resultado. ¤

Sejam P1, . . . , P6 ∈ P2 seis pontos não pertencentes a uma mesma cónica
e não colineares três a três. Admitamos que P2 possa estar infinitamente
próximo de P1. Seja π : S ′ → P2 o blow-up de P2 nestes seis pontos e sejam
E1, . . . , E6 os divisores excepcionais correspondentes.

Dizemos que um sistema linear completo |D| sobre uma variedade pro-
jectiva X é muito amplo se |D| não tiver pontos base e, para qualquer ponto
P ∈ X, |D − P | não tiver pontos base não determinados.

Teorema 3.12 O sistema linear |π∗(3L) − E1 − · · · − E6| é muito amplo.
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Demonstração. Verifiquemos que este sistema não tem pontos base e que,
para cada ponto P ∈ P2, o sistema |3L− P1 − · · · − P6 − P | não tem pontos
base não determinados.

A primeira afirmação resulta directamente da proposição anterior, uma
vez que, se o sistema |π∗(3L)−E1 − · · · −E6| tivesse pontos base, o sistema
|3L−P1 − · · · −P6| teria pontos base não determinados. A segunda também
se conclui facilmente da proposição anterior se notarmos que, uma vez que os
pontos P1, . . . , P6 não estão numa mesma cónica e não são colineares três a
três, os sete pontos P1, . . . , P6, P satisfazem as hipóteses da proposição 3.10.

¤

Corolário 3.13 Existe um mergulho ψ : S ′ → P3 cuja imagem é uma su-
perfície cúbica não singular.

Demonstração. Dado o sistema linear muito amplo |π∗(3L)−E1 −· · ·−E6|,
obtemos um mergulho de S ′ em PN , onde

N = dim |π∗(3L) − E1 − · · · − E6| = dim |3L − P1 − · · · − P6|.

Pelo corolário 3.11, temos N = 3. Para cada D′ ∈ |π∗(3L) − E1 − · · · − E6|,
temos

D′2 = π∗(3L)2 − 2π∗(3L)(E1 + · · · + E6) + (E1 + · · · + E6)
2 =

= 9 − 0 − 6 = 3.

Logo o grau da imagem deste mergulho é três, como desejávamos. ¤

Para o que se segue, consideremos S = ψ[S ′], onde ψ é o mergulho referido
no corolário anterior.

Proposição 3.14 Sejam e1, . . . , e6 ∈ Pic S as classes dos divisores excep-
cionais E1, . . . , E6, respectivamente, e seja l ∈ Pic S a classe de uma recta.
Então:

1. o grupo de Picard, Pic S, é isomorfo a Z7 e é gerado por l, e1, . . . , e6;

2. as intersecções sobre S são dadas por l2 = 1, ei
2 = −1, l.ei = 0 e

ei.ej = 0, se i 6= j;

3. a secção hiperplana de S é h = 3l −
∑6

i=1 ei;

4. o divisor canónico é K = −3l +
∑6

i=1 ei = −h;
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5. se D for um divisor efectivo sobre S, D ∼ al −
∑6

i=1 biei, então o grau
de D, como curva em P3, é d = 3a −

∑6
i=1 bi;

6. a auto-intersecção de D é D2 = a2 −
∑6

i=1 bi
2;

7. o genus aritmético de D é

pa(D) = 1
2
(D2 − d) + 1 = 1

2
(a − 1)(a − 2) − 1

2

∑6
i=1 bi(bi − 1).

Demonstração. Será feito um esboço da demonstração, a qual se pode en-
contrar em [Har93, cap. V, sec. 4, p. 401].

Essencialmente, as afirmações 1 e 2 são consequências do facto de o grupo
de Picard de um blow-up X̃ de uma superfície X num ponto P ∈ X ser dado
por Pic X̃ ∼= Pic X ⊕ ZE, onde E é a imagem inversa de P . A afirmação 3
resulta directamente da definição do mergulho de S ′ em P3. O facto de o
divisor canónico do blow-up X̃ ser KX̃ = π∗KX + E justifica a afirmação 4.
Para verificarmos a afirmação 5, observemos que o grau de D é D.h. A
afirmação 6 é consequência imediata do que foi dito em 2. Finalmente, a
afirmação 7 vem da fórmula de adjunção 2pa(D) − 2 = D.(D + K) e do facto
de D.K = −Dh = −d, pelo que vimos em 4. ¤

Sendo uma superfície cúbica não singular, S contém exactamente 27 rec-
tas, tal como vimos na secção anterior. No próximo teorema, descrevêmo-las.
Para tal, definamos o seguinte.

Seja, para cada i, j ∈ {1, . . . , 6}, com i 6= j, rij a recta que passa pelos
pontos Pi e Pj e seja, para cada i ∈ {1, . . . , 6}, Ci a cónica que passa pelos
cinco pontos Pj, com j 6= i.

Teorema 3.15 (As 27 rectas) As 27 rectas da superfície cúbica S são

1. os seis divisores excepcionais E1, . . . , E6;

2. os quinze transformados estritos Fij das rectas rij, com 1 ≤ i < j ≤ 6;

3. os seis transformados estritos G1, . . . , G6 das cónicas C1, . . . , C6.

Demonstração. Tudo o que temos de fazer é mostrar que os divisores excep-
cionais Ei e os transformados estritos Fij e Gi são rectas.

Para tal, verifiquemos que uma curva irredutível C contida em S tal que
C2 < 0 é necessariamente uma recta. Seja C uma curva nestas condições e
consideremos a fórmula de adjunção

2pa(C) − 2 = C2 + CK,
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onde K = −H é o divisor canónico de S. Como pa(C) ≥ 0, temos

C2 − CH ≥ −2.

Como C2 é negativo e CH é positivo, temos obrigatoriamente C2 = −1 e
CH = 1. Assim, deg C = 1, donde C é uma recta.

Ora,

1. como Ei
2 = −1, temos deg Ei = 1, portanto os seis divisores Ei são

rectas;

2. como Fij ≡ L − Ei − Ej, temos Fij
2 = 1 − 1 − 1 = −1 e

deg Fij = 3 − 1 − 1 = 1, logo os 15 transformados estritos Fij são
rectas;

3. como Gj ≡ 2L −
∑

i6=j Ei, temos Gj
2 = 4 − 5 = −1 e

deg Gj = 6 − 5 = 1, donde os seis transformados estritos Gj são
rectas.

Obtemos assim as 27 (6 + 15 + 6) rectas que pretendíamos. ¤

A proposição que se segue vem mostrar que esta abordagem do problema
é tão geral como a que fizemos na secção anterior.

Proposição 3.16 Qualquer superfície cúbica não singular de P3 pode ser
obtida como blow-up de P2 em seis pontos.

Demonstração. Seja T uma superfície cúbica não singular de P3. Pela fórmula
de adjunção, temos

KT = OT (−4H + 3H) = OT (−H).

Assim, uma recta r contida em T é uma curva de auto-intersecção −1. Com
efeito, r satisfaz H · r = 1 e, também pela fórmula de adjunção, temos

r2 = −r.KT = −r.H = −1.

Por outro lado, vimos no corolário 3.5 que T é racional, isto é, é birracio-
nalmente equivalente a P2, em particular, KT

2 = 3. Ora, existem seis rectas
contidas em T enviesadas duas a duas: na notação da secção anterior, as
rectas r1, r2, r3, r4, r5 e s estão nestas condições. Contraindo estas rectas,
obtemos uma superfície racional T ′, com KT ′

2 = 9. Pela classificação das
superfícies, temos que T ′ é isomorfa a P2, o que significa que T é o blow-up
de P2 em seis pontos (correspondentes às seis rectas contraídas). ¤
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3.2.1 Simetria da posição das rectas

A posição das 27 rectas contidas em S tem algumas simetrias interessan-
tes, que são descritas a seguir.

Duplo-seis de Schläfli

Uma característica interessante de simetria da posição destas rectas é a
que descrevemos a seguir, baseada em [HCV52].

Chamemos duplo-seis de Schläfli a um conjunto de 12 rectas E1, . . . , E6,
G1, . . . , G6 com as propriedades de as rectas E1, . . . , E6 serem enviesadas
duas a duas, as rectas G1, . . . , G6 também o serem, e as rectas Ei e Gj terem
um ponto em comum se e só se i 6= j. Estes conjuntos têm uma característica
interessante: dada uma recta E1 em P3 e cinco outras rectas G2, . . . , G6 que
intersectem E1, mas de resto em posição geral, ficam determinadas rectas
E2, . . . , E6, G1 tais que as rectas E1, . . . , E6, G1, . . . , G6 formam um duplo-
-seis de Schläfli. Vejamos porquê.

Suponhamos dadas as rectas E1, G2, . . . , G6, como descrevemos. Podemos
supor que as quatro rectas G2, . . . , G5 estão em posição suficientemente geral
para que existam exactamente duas rectas que as intersectem: uma delas é
E1, a segunda notamos por E6 (ver secção 2.4.1). Podemos supor ainda que
G6 está em posição suficientemente geral para que G6 e E6 não se intersectem.
O mesmo raciocínio permite-nos encontrar uma única recta para além de E1

que intersecta as rectas G2, G3, G4 e G6 (mas não G5), que notamos por E5.
Analogamente se encontram as rectas E2, E3 e E4 nas mesmas condições.
É fácil verificar que as rectas E1, . . . , E6 são enviesadas. Obtemos assim a
configuração da figura 3.1.

Figura 3.1:
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Resta-nos mostrar que existe uma única recta G1 que intersecta as rectas
E2, . . . , E6 e mais nenhuma das anteriores. Reparemos que as rectas E2, E3,
E4 e E5 não estão contidas numa mesma quádrica. Se assim não fosse, qual-
quer recta que intersectasse três destas intersectaria a quarta, o que contraria
a configuração das rectas que obtivemos. Podemos exigir ainda que a gene-
ralidade da posição relativa das rectas G2, . . . , G5 seja tal que a recta E5 não
seja tangente à (única) quádrica que contém as rectas E2, E3 e E4. Assim,
tal como vimos na secção 2.4.1, há exactamente duas rectas que intersectam
E2, E3 , E4 e E5. Uma delas é G6. Tomamos a outra para G1.

Figura 3.2: O duplo-seis de Schläfli.
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Mostremos agora que G1 intersecta E6. Escolhamos quatro pontos em E1

e três pontos em cada uma das rectas G2, . . . , G6, de tal forma que estes
19 pontos não coincidam com os pontos de intersecção da configuração an-
terior. Podemos tomar uma superfície cúbica S que contenha os 19 pontos
considerados. Como a recta E1 tem quatro pontos em S, está contida nesta
superfície. Mas então também cada uma das rectas G2, . . . , G6 tem quatro
pontos em S: os três mencionados e o ponto de intersecção com E1. Assim,
todas estas rectas estão contidas em S. Ora, mas assim, também as rectas
E2, . . . , E6 estão contidas em S, pois cada uma delas tem quatro pontos em S
(os pontos de intersecção Ei ∩Gj, com i 6= j). Finalmente, podemos deduzir
que a recta G1 está também contida em S. Suponhamos que G1 não inter-
secta E6. Existe então outra recta r que, tal como G5, intersecta as quatro
rectas E2, E3, E4 e E6 (podemos supor que r e G5 são, de facto, distintas,
dada a generalidade das rectas G2, . . . , G6). Como a recta r intersecta quatro
rectas contidas em S, também está contida nesta superfície. Assim, as rectas
E2, E3 e E4 intersectam as quatro rectas r, G1, G5 e G6. Logo estas rectas
estão contidas numa quádrica Q e, sendo enviesadas, pertencem à mesma
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família irredutível de rectas contidas em Q. Ora, cada recta da outra família
intersecta estas quatro, logo tem quatro pontos distintos em S. Assim, cada
uma destas rectas está contida em S, o que significa que a quádrica Q está
contida em S. Portanto, S é a união de Q com um plano π. Ora, como não há
quatro das rectas G2, . . . , G6 contidas numa mesma quádrica, temos que ape-
nas três delas poderão estar contidas em Q. Isto significa que as outras duas
estão contidas em π e, portanto intersectam-se. Isto contradiz a configuração
anterior, portanto concluímos que G1 intersecta E6.

É agora uma tarefa fácil verificar que G1 não intersecta nenhuma das
rectas G2, . . . , G6. O facto de G1 não intersectar E1 é uma consequência de
haver apenas duas rectas que intersectam E1, E2, E3 e E6: as rectas G4 e G5.

A recta G1 assim obtida permite-nos completar o duplo-seis de Schläfli.

3.2.2 Casos particulares, ou quando as rectas não são 27

Vejamos agora o que acontece quando as exigências que fizemos sobre os
pontos P1, . . . , P6 não são satisfeitas.

Os seis pontos pertencentes a uma mesma cónica

Suponhamos que os pontos P1, . . . , P6 são não colineares três a três, mas
pertencem a uma mesma cónica C.

C

�
P1 �

P2
�
P3

�

P4

�

P5

�

P6

Esta cónica será necessariamente não singular, caso contrário, pelo menos
três dos pontos seriam colineares. Portanto, para cada i, j ∈ {1, . . . , 6}, com
i < j, a recta rij intersecta C apenas nos pontos Pi e Pj. Assim, o morfismo
ψ : S ′ → P3, induzido pelo sistema linear |π∗(3L)−E1 − · · · −E6|, não é um
mergulho. No entanto, se um ponto P não estiver no transformado estrito da
cónica C, os pontos P1, . . . , P6 e P estão nas condições da proposição 3.10.
Portanto, se excluirmos este transformado estrito, obtemos um isomorfismo
entre S ′ \ π∗(C) e um aberto de S = ψ[S ′]. Assim, recorrendo à notação do
teorema 3.15, as cónicas C1, . . . , C6 são iguais a C. Restam então as rectas Fij,
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com i, j ∈ {1, . . . , 6} e os divisores excepcionais E1, . . . , E6. A superfície
cúbica S tem, neste caso, exactamente 21 rectas.

Três pontos colineares

Suponhamos que três dos pontos, digamos P1, P2 e P3, estão numa mesma
recta r, mantendo-se as restantes condições.

r

�
P1 �

P2 �
P3

�P4

�

P5

�

P6

Como no caso anterior, se um ponto P não estiver no transformado estrito
da recta r, os pontos P1, . . . , P6 e P estão nas condições da proposição 3.10.
Portanto, se excluirmos este transformado, obtemos um isomorfismo entre
S ′ \ π∗(r) e um aberto de S. Assim, as cónicas que contêm os três pontos
P1, P2 e P3 contêm r e temos C4 = r ∪ r56, C5 = r ∪ r46 e C6 = r ∪ r45.
Logo, os seus transformados estritos são os mesmos que os das rectas r56, r46

e r45. Restam então as rectas Fij, com i, j ∈ {1, . . . , 6} e j > 3, os divisores
excepcionais E1, . . . , E6 e as rectas G1, G2 e G3. A superfície cúbica S tem,
neste caso, também 21 rectas.

Dois conjuntos de três pontos colineares

Suponhamos que os pontos P1, P2 e P3 estão numa mesma recta r e
os pontos P4, P5 e P6 pertencem a uma recta r′, mantendo-se as restantes
condições.

r

r′

�
P1 �

P2 �
P3

	
P4



P5
�

P6

Neste caso, r∪ r′ é uma cónica que contém os seis pontos. Se um ponto P
não estiver no transformado estrito da cónica r ∪ r′, os pontos P1, . . . , P6
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e P estão nas condições da proposição 3.10. Portanto, se excluirmos este
transformado, obtemos um isomorfismo entre S ′ \ π∗(r ∪ r′) e um aberto de
S. Fazendo um raciocínio análogo aos anteriores, podemos ver que sobram
em S os divisores excepcionais E1, . . . , E6 e as rectas F14, F15, F16, F24, F25,
F26, F34, F35 e F36. Assim, a superfície S tem exactamente 15 rectas.

Três pontos colineares e outros dois colineares com um dos primei-
ros

Suponhamos que os pontos P1, P2 e P3 estão numa mesma recta r e
os pontos P1, P4 e P5 pertencem a uma recta r′, mantendo-se as restantes
condições.

r

r′
�

P1 �
P2 �

P3

�

P4

�

P5

�P6

Neste caso, r ∪ r′ é uma cónica que contém estes cinco pontos. Se um
ponto P não estiver no transformado estrito da cónica r ∪ r′, os pontos
P1, . . . , P6 e P estão nas condições da proposição 3.10. Portanto, se excluirmos
este transformado, obtemos um isomorfismo entre S ′ \π∗(r∪ r′) e um aberto
de S. As cónicas que contêm os três pontos P1, P2 e P3 contêm r e temos
C4 = r ∪ r56, C5 = r ∪ r46 e C6 = r ∪ r′. Por outro lado, as cónicas que
contêm os três pontos P1, P4 e P5 contêm r′ e temos ainda C2 = r′ ∪ r36

e C3 = r′ ∪ r26. Vemos então que sobram em S os divisores excepcionais
E1, . . . , E6 e as rectas F16, F24, F25, F26, F34, F35, F36, F46, F56 e G1. Assim,
a superfície S tem exactamente 16 rectas.

Três pontos como vértices de um triângulo e cada um dos restantes
num dos seus lados

Suponhamos que o ponto P5 está na recta r12, o ponto P4 está na recta r13

e o ponto P6 está na recta r23, mantendo-se as restantes condições.
Mais uma vez, se um ponto P não estiver no transformado estrito de

r12∪r13∪r23, os pontos P1, . . . , P6 e P estão nas condições da proposição 3.10.
Portanto, se excluirmos este transformado, obtemos um isomorfismo entre
S ′ \ π∗(r12 ∪ r13 ∪ r23) e um aberto de S. Neste caso, as cónicas C1, . . . , C6

são união de duas das rectas r12, r13 e r23. Vemos então que sobram em S
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�P1

�

P2

�
P3

�
P4 �P5

�

P6

os divisores excepcionais E1, . . . , E6 e as rectas F16, F24, F35, F45, F46 e F56.
Assim, a superfície S tem exactamente 12 rectas.

Os seis pontos como vértices de um quadrilátero

Suponhamos que uma recta r contém os pontos P1, P2 e P3, uma recta r′

contém os pontos P1, P4 e P5, uma recta r′′ contém os pontos P2, P5 e P6

e uma recta r′′′ contém os pontos P3, P4 e P6, mantendo-se as restantes
condições.

r r′r′′ r′′′

�
P1

�P2

�

P3

	P4




P5

�
P6

Como anteriormente, se um ponto P não estiver no transformado estrito
de r ∪ r′ ∪ r′′ ∪ r′′′, os pontos P1, . . . , P6 e P estão nas condições da proposi-
ção 3.10. Portanto, se excluirmos este transformado, obtemos um isomorfismo
entre S ′\π∗(r∪r′∪r′′∪r′′′) e um aberto de S. Neste caso, as cónicas C1, . . . , C6
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são união de duas das rectas r, r′, r′′ e r′′′. Vemos então que sobram em S
apenas os divisores excepcionais E1, . . . , E6 e as rectas F16, F24 e F35. Assim,
a superfície S tem nove rectas.

Nos restantes casos, temos mais de três pontos colineares e, portanto,
deixamos de estar nas condições da proposição 3.11.

3.3 “Quantas” rectas estão contidas numa

hipersuperfície cúbica de P4?

Para sabermos “quantas” rectas tem uma hipersuperfície cúbica de P4,
mostremos primeiro o seguinte resultado sobre um ponto singular de uma
superfície cúbica de P3.

Proposição 3.17 Seja S ⊂ P3 uma superfície cúbica e P ∈ S um seu ponto
singular. Então existem seis rectas, contadas com multiplicidades, contidas
em S que passam por P .

Demonstração. Suponhamos que P = [ 1 : 0 : 0 : 0 ]. Seja f um polinómio de
C[X0, X1, X2, X3] tal que S = V(f). Escrevamos f na forma

f = h0X0
3 + h1X0

2 + h2X0 + h3,

onde h0, h1, h2, h3 ∈ C[X1, X2, X3] são polinómios homogéneos de graus zero,
um, dois e três, respectivamente.

Do facto de P ser singular em S concluímos que os polinómios h0 e h1

são nulos, donde
f = h2X0 + h3.

Se Q ∈ S for um ponto distinto de P tal que P ∈ TQS, então a recta r
que passa por P e Q está contida em TQS e em TP S, portanto é tangente a
S em dois pontos; assim, o número de intersecção r · S é superior a três e,
como S tem grau três, temos r ⊂ S.

Reciprocamente, seja r uma recta que passa por P e seja Q um qualquer
ponto de r. Então r ⊂ TQS e, em particular, P ∈ TQS.

Assim, para encontrar as rectas que estão contidas em S e passam por P ,
temos apenas de encontrar os pontos Q tais que P ∈ TQS.

Seja Q ∈ S qualquer, com Q = [ q0 : q1 : q2 : q3 ]. O espaço tangente TQS
é o conjunto dos zeros do polinómio

h2(Q)X0+
(

q0
∂h2

∂X1
(Q) + ∂h3

∂X1
(Q)

)

X1 +
(

q0
∂h2

∂X2
(Q) + ∂h3

∂X2
(Q)

)

X2+

+
(

q0
∂h2

∂X3
(Q) + ∂h3

∂X3
(Q)

)

X3.
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Logo, para que P ∈ TQS, temos de ter h2(Q) = 0 e, como

0 = f(Q) = h2(Q)q0 + h3(Q),

temos também h3(Q) = 0.

No plano q0 = 0, há seis pontos nestas condições, contados com multipli-
cidades: os pontos de intersecção entre uma cónica e uma cúbica plana. A
cada um destes pontos corresponde uma das rectas que procuramos.

Caso q0 6= 0, podemos escrever

Q = [ q0 : 0 : 0 : 0 ] + [ 0 : q1 : q2 : q3 ] = P + Q̂,

onde Q̂ = [ 0 : q1 : q2 : q3 ] é um dos seis pontos acima mencionados. Logo Q
pertence à recta PQ̂, uma das já consideradas.

Assim, as rectas contidas em S que passam por P são as seis rectas do
tipo PQ̂, contadas com multiplicidades. ¤

Tomemos agora uma hipersuperfície cúbica S em P4 e consideremos um
ponto P de S. Uma recta que esteja contida em S e passe por P está neces-
sariamente contida em TP S. Ora Ŝ := S ∩ TP S é uma superfície cúbica que,
por uma mudança de coordenadas, podemos considerar contida em P3. Mais:
o ponto P é singular em Ŝ, pois

TP Ŝ = TP (S ∩ TP S) = TP S ∩ TP (TP S) = TP S.

Assim, por cada ponto P ∈ S, passam seis rectas contidas em S, contadas
com multiplicidades.
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Condições de Schubert

Consideremos as aplicações ψ : Pn → Pn, ψ̃ : G(k, n) → G(k, n)
e ϕ : G(k, n) → PN e a matriz S = [sij], tal como foram definidas na
demonstração da proposição 2.2. Para cada i0, . . . , ik, j0, . . . , jk ∈ {0, . . . , n},
seja Si0···ik

j0···jk
a matriz obtida a partir das entradas comuns às linhas i0, . . . , ik e

às colunas j0, . . . , jk de S. Tomemos x ∈ Gk,n e seja F ∈ G(k, n) o subespaço
de Pn correspondente. Consideremos uma base (v0, . . . , vk) de F tal que,
para cada j0, . . . , jk ∈ {0, . . . , n}, tenhamos xj0···jk

= |Aj0···jk
|, onde A é a

matriz






v00 · · · v0n

...
. . .

...
vk0 · · · vkn






.

Seja, para cada l ∈ {0, . . . , k},

wl = ψ(vl).

Então, para cada m ∈ {0, . . . , n}, temos

wlm =
n

∑

p=0

smpvlp.

Assim sendo, as coordenadas de Plücker de ψ̃(F ) são dadas por

yj0···jk
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

w0j0 · · · w0jk

...
. . .

...
wkj0 · · · wkjk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
∑

σ

(−1)σw0jσ0
· · ·wkjσk

=

=
∑

σ

(−1)σ

(

n
∑

p0=0

sjσ0
p0

v0p0

)

· · ·

(

n
∑

pk=0

sjσk
pk

vkpk

)

=



78 Apêndice

=
∑

σ

(−1)σ

n
∑

p0=0

· · ·
n

∑

pk=0

sjσ0
p0

v0p0
· · · sjσk

pk
vkpk

=

=
n

∑

p0=0

· · ·
n

∑

pk=0

∑

σ

(−1)σsjσ0
p0

v0p0
· · · sjσk

pk
vkpk

=

=
n

∑

p0=0

· · ·
n

∑

pk=0

v0p0
· · · vkpk

∑

σ

(−1)σsjσ0
p0
· · · sjσk

pk
=

=
n

∑

p0=0

· · ·
n

∑

pk=0

v0p0
· · · vkpk

∣

∣Sj0···jk
p0···pk

∣

∣ .

Nesta última soma, para cada conjunto de índices l0, . . . , lk ∈ {0, . . . , n}, com
l0 < · · · < lk, há (k + 1)! parcelas do tipo

(−1)σv0lσ0
· · · vklσk

∣

∣Sj0···jk

l0···lk

∣

∣ .

Assim, podemos escrever

yj0···jk
=

∑

0≤l0<···<lk≤n

∑

σ

(−1)σv0lσ0
· · · vklσk

∣

∣Sj0···jk

l0···lk

∣

∣ =

=
∑

0≤l0<···<lk≤n

∣

∣Sj0···jk

l0···lk

∣

∣

∑

σ

(−1)σv0lσ0
· · · vklσk

=

=
∑

0≤l0<···<lk≤n

∣

∣Sj0···jk

l0···lk

∣

∣ |Al0···lk | =

=
∑

0≤l0<···<lk≤n

∣

∣Sj0···jk

l0···lk

∣

∣ xl0···lk .

Portanto, a aplicação ψ̂ : PN → PN definida pela matriz






∣

∣S0···k
0···k

∣

∣ · · ·
∣

∣S0···k
n−k···n

∣

∣

...
. . .

...
∣

∣Sn−k···n
0···k

∣

∣ · · ·
∣

∣Sn−k···n
n−k···n

∣

∣







satisfaz a condição ψ̂ ◦ ϕ = ϕ ◦ ψ̃, como queríamos. Resta mostrar que ψ̂ é
invertível. Ora, os N + 1 pontos [ 1 : 0 : · · · : 0 ], . . . , [ 0 : · · · : 0 : 1 ] estão em
Gk,n. Como Gk,n está contido na imagem de ψ̂, e esta aplicação é induzida
por um endomorfismo de KN+1, ψ̂ é sobrejectiva e, portanto, bijectiva.
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