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Gluck, H., Ziller, W.: On the volume of a unit field on the
three-sphere. Comment. Math. Helv. 61, 177-192 (1986):
Quest3o: quais os campos vetoriais unitarios

M5 TIM < TM ™5 M
Xe € TM, X =1

de volume minimo sobre uma variedade riemanniana (M, g)?

Trata-se de volume como subvariedade imersa X(M) c T M:

vol(X) = vol(M, X*g°) = / volx
M



voly = y/det (1 + (VX)tVX)voly
Em dim 2:

vol(X) = / VI [ VaXI2 + [ Ve X2 vol
M

Em dim 3:
2 %
vol(X) :/ (1 Y IV XIP+ Y ||vej1X/\vej2X||2> vol
MA =0 1<pz
{e€o,...,en} & base ortonormada local.



O. Gil-Medrano and E. Llinares-Fuster, Minimal unit vector fields,
Tohoku Math. J. 54 (2002), 71-84

O funcional volume restringido a X}, tem pontos criticos
precisamente as imersdes minimais.

~> equacio de Euler-Lagrange.

Teorema: (M, g) de curvatura seccional constant c.
Todo o campo vetorial unitario e de Killing € minimal;

vol(X) = (1 + ¢)"?vol(M)

onde n+1=dimM.
(Killing significa Lxg = 0.)



Gluck-Ziller, '86.  teoria das calibracdes s

Teorema: Campos vetoriais de volume minimo sobre a esfera S ¢ R*
s3o precisamente os c.v. de Hopf.

Uma calibragdo é uma k-form ¢ sobre a variedade em causa, fechada
ie. dp =0, e de comassa 1, ou seja, ¢ < vol com supremo 1,
avaliado em k-vetores unitarios simples 1 Auy A --- Auy de /\k.

X de Hopf é tangente as fibras S! de S3 — S2.



R. Harvey and H.B. Lawson, Calibrated geometries, Acta Math. 148
(1982), 47-157.

X € X},. Na classe de homologia de X(M), X tem volume minimal
se ¢ = volx quando restringido a subvariedade. Sera entdo exemplo
de subvariedade calibrada de (TM, g°, ).

X o =1/1+ (VX)tVXvoly := volx.

Temos monomorphismo na homologia H,1(M) < Hp1(TIM).
E assim relacdo fundamental: VX’ € %:,lw na mesma classe de X

/Volx—/ gp-/ 903/ volx:.
M X(M) X'(M) M

A teoria das calibracdes vale para subvariedades com bordo.



Calibracido de Gluck-Ziller:

Sera uma 3-forma ¢ sobre T1S3.

Seccdes do fibrado T1S3 — S3 definem uma tnica classe de
homologia.

Construcdo de ¢:
Vo(R*) = T1S® — Grp(RY)

(x,y) — x Ay

V(R*): pares de vetores ortogonais unitarios (x, y)
Gra(R*): grassmanniana de planos orientados;
quadrica z2 + -+ + z2 = 0 em CP3, mergulho z; = x; + v/—1y;.



E conhecida a isometria Grp(R*) ~ CP! x CP! = §? x §2.
~+ duas 2-formas simpléticas w1 e wy, ortogonais, sobre T1S3

A direcdo ey que falta, tangente as fibras, & horizontal para a projecio
T1S® — S3 e induz uma 1-forma 6, fluxo geodésico.

) sint
gi(x,y) = (xcost + yrsint, —x—— + y cos t)
r

Nota: também em espaco hiperbélico H3, ey é tangente a T H3(r)

inht
gt(x,y) = (x cosh t + yrsinh t,xsm + ycosh t).

r

Finalmente, c.v. de Hopf calibra ¢ como “curva holomorfa”

0 =0A (w1 +w2)



Outro sistema diferencial

—, A fundamental differential system of Riemannian geometry, Rev.
Mat. Iberoam. 35 (7) (2019), 2221-2250

R. A., A fundamental differential system of 3-dimensional Riemannian
geometry, Bull. Sci. Math. 143 (2018), 82-107

—, Natural SU(2)-structures on tangent sphere bundles, Asian J.
Math. 24, No. 3, 457-482 (2020)

—, outras aplicacdes.

Dada uma variedade riemanniana orientavel M de dim n + 1.
SDE sobre T'M = {u € TM : |ju|| = 1} variedade de contacto,
riemanniana de dim 2n + 1.

Forma de contacto, 6, dual de ey — fluxo ou spray geodésico.



Definem-se formas diferenciais globais sobre T1M:
ag, a1, ..., 0

doj = (i +1)0 A avjy1 + Réay

Em M de curvatura seccional constante ¢

do; = (i + 1)9 N Qg1 — c(n — i+ 1)9 Naj_1.

Em dim 2, sistema diferencial de Cartan ja conhecido.



Em dim 3,
e, €1, €, e3 = Bey, es = Bey, um referencial adaptado de TTIM.
ey, €1, €2 horizontais, e3, e4 espelho (candnico) de ey, es.

40 = &3 + &2, ag = e'2, ay = et — &3, ap = e,

Vi=0,1,2, ajANd=agANa; =ax ANa; =0,

a1 Aoy = —2ag A ap = (dB)?.



M curvatura seccional constante ¢ € R.

dag =0 A aq, da; =20 AN ap — 2¢O A ayp, das = —cH A ag.

Consideramos agora
p=0A (boOéo + by + szQ)

com by, b1, bo € R; assumimos a priori coeficientes constantes.
Basicamente, ha sé dois tipos de calibrag3o:

o = O N (costag+sinta; —costaz) e ot =0 A (o + az).

Ja agora
Yt ~ P bot — by = —C(bzt — bz).



Queremos finalmente X*p = volx. Uma vez que
dX(Y) =Y + 1 (VyX),

dX(e,-) = € + Z A,-J-eH,,,
j=1

i=0,1...,n onde Aj = (V¢ X, 6).

|

Proposicdo

Seja ¢ = 0 A (boag + brag + boap). Entdo X*¢ = volx se e s6 se

bo + b1(A11 + A22) + ba(A11A2 — AxAs) = \J 1+ Z Ai® + ZA(JO :
ij=0



Seja
o =pr=0A(ap* ).

Proposicao

X corresponde a uma y-subvariedade se e sé se (i) VxX =0 e (ii)
(VyX,Y)=£(VzX,Z) e (VyX,Z) = F(VzX,Y), VY, Z tais
que X, Y, Z é referencial ortonormado.

X solugdo de equagdes (i-ii) no caso ¢, entdo X é de Killing.



Generaliza-se a qualquer curvatura ¢ = %2 > 0 o resultado bem
conhecido de Gluck-Ziller para a 3-esfera.

O. Gil-Medrano, Volume minimising unit vector fields on three
dimensional space forms of positive curvature, Calc. Var. (2022)
61:66.

J.C. Gonzélez-Davila and L. Vanhecke, Energy and volume of unit
vector fields on three-dimensional Riemannian manifolds, Diff.
Geometry and its Applications 16 (2002), 225-244.

Teorema

Campo vectorial de Hopf sobre Q C S3(r) tem volume minimo
(14 %)vol(Q2) na sua classe de homologia. Solucio tnica.



Corolario

Dado subgrupo finito I C SU(2) C SO(4) actuando sem pontos fixos
em S3, a variedade S /T tem campo vectorial de volume minimo o
que descende de algum c.v. Hopf.

—~

% Wikipedia



Em dimens3o 2 via calibracdes

Obtemos equa¢do muito estranha...

Teorema

Suponhamos que existe um campo vetorial unitario X sobre superficie
M tal que a fungdo A = A1 +/—1Ag com valores em C satisfaz a
equacdo, numa carta conforme z de M:

0 A
=
0z /1 + |A]2

Ent3o existe uma calibracdo o no espaco total de T*M para a qual X
é uma p-subvariedade. Em particular, X é um c.v. unitirio M de
volume minimal.

(%)



Se virmos A como VX, a equagdo (*) assemelha-se a

div Y4 _o,
V1+|Vu|?

equacdo devida a Lagrange de volume minimal de uma superficie tipo
grafico em R3 dada por u = u(s, t), (s,t) € R2.

Corolario

Suponhamos X solugcdo da equacdo (*) e tal que a funcdo |A| é
constante. Entdo A é constante e a superficie de Riemann tem
curvatura seccional constante c = —|A|2 < 0. Em particular,

vol(X) = v1 — cvol(M).



Volume em dim 2 n3o via calibracdes:
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