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Breve explicacao da origem destes exercicios

Aqueles que leiam o nosso “Prontuario de Algebra Linear e Geometria Analitica”,
texto escrito para o curso de alga das licenciaturas em ramos da Engenharia e da Fisica
da Universidade de Evora do ano lectivo 2008 /09, com maior dificuldade e ndo possam
assistir a aulas, encontrarao no presente um conjunto de exercicios complementares a
teoria.

Mostramos aqui os enunciados que se fizeram para os varios momentos de avaliagao
do curso. Acrescidos de um grupo de problemas dados numa aula tedérico-pratica, o
conjunto resulta em bastante mais do que o que se pode dar num semestre de aulas
praticas. Apresentamos ainda a resolucao de todos os exercicios.

Note-se que este texto nao é suficiente em problemas de calculo linear, nomeada-
mente resolucao de sistemas de equacoes, pratica do método de Gauss ou condensacao,
calculo de determinantes e inversao de matrizes — essenciais para a consolidagao do
estudo.

Necessitamos por vezes de fazer referéncia ao “Prontuario de ALGA”, edicao de
14 de Marco de 2009, a ultima que se disponibilizou ao piblico e que se encontra em
http://home.uevora.pt/~rpa/ . Sobre esses apontamentos, confiamos que se mostre
positiva aquela escrita rapida — nao menos cuidada —, assim tanto quanto se possa
beneficiar o estudo urgente de um instrumento da mateméatica fundamental como a
algebra linear.

Recordemos que o conhecimento tedrico é o esteio de toda a formacao cientifico-
técnica de base. Sempre a ser conferido pela pratica.

Rui Albuquerque
Lisboa, 10 de Maio de 2009
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Departamento de Matematica da Universidade de Evora
, 1° Teste de
Algebra Linear e Geometria Analitica
27 de Outubro de 2008, 1* turma
Cursos de Ciéncias Ter. Atm., Eng. Civil, Eng. En. R., Eng. Geol., Eng. Inf. e
Eng. Mecat.

1. Seja (A, +, ) um anel. Mostre primeiro que 0+0 = 0 e depois que a-0 = 0, Va € A.
2. Suponha que A, B € M,,,, sao matrizes invertiveis. Mostre que AB ¢é invertivel.

3. Resolva o sistema
2ut+v+zx—2=0

3u+2v—x—2=0
2ut+r—2z2=u
3r—v—2z2=0

(1)

pelo método da matriz ampliada. Diga qual é a matriz do sistema, a sua carac-
teristica, a caracteristica da matriz ampliada e o grau de indeterminacao.

Descreva o conjunto de solucoes, se existir, na forma mais simples que consiga.

a

] ter caracteristica 1. Pode supor
c

4. Diga qual a condicao para a matriz [
desde ja a # 0.

5. Escreva a condicao sobre uma matriz 2 x 2 para que seja complexa, isto é,

MR e
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Departamento de Matematica da Universidade de Evora

, 1° Teste de
Algebra Linear e Geometria Analitica
29 de Outubro de 2008, 2* turma
Cursos de Ciéncias Ter. Atm., Eng. Civil, Eng. En. R., Eng. Geol., Eng. Inf. e
Eng. Mecat.

1. Seja (G, ) um grupo.

i) Suponha que G tem dois elementos neutros e, ¢’. Mostre que entao e = ¢€’.

ii) Suponha que ¢’ e ¢” sdo dois inversos do mesmo elemento g € G. Mostre
que g’ = g".

2. Considere uma matriz diagonal D e outra matriz quadrada A qualquer,

di 0 0 air  Qr2 Q1n
D— 0 dy ' A 21  A22
0 dn Gn1 Apn

ambas de ordem n.

i) Calcule DA.

ii) Mostre que D tem inversa sse d; # 0, V1 < i < n. Calcule a inversa.

3. Resolva o sistema
r—y+2u+v=0

u+2v—z—y=0
2u+x=2y+u
3r =v+ 2y

(2)

pelo método da matriz ampliada. Diga qual é a matriz do sistema, a sua carac-
teristica, a caracteristica da matriz ampliada e o grau de indeterminacao.

Descreva o conjunto de solugoes, se existir, na forma mais simples que puder.
1 21
4. Diga qual a condigao para a matriz | 0 1 1 | ter caracteristica 2.
1 ¢ d

5. Encontre uma matriz nao nula cujo quadrado seja 0.
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Resolugao do 1° Teste, 1? turma

1. 0 é o elemento neutro da adicao, logo 0 + 0 = 0. Para a segunda igualdade,
faz-se

a.0 = a.(0 +0) = a.0 + a.0 (propriedade distributiva) = 0= a.0
como queriamos demonstrar.

2. Se A e B sao invertiveis, entdo admitem inversa A~! e B~!, respectivamente.
Entao

(AB)(B'A™ ) =ABB HA ' =44"1=1,
ou seja (AB)™' = B71A 1.

3. A matriz ampliada é, na ordem u, v, x, 2,

21 1 =10
3 2 -1 -1 0
1 0 1 =20
0 -1 3 -2 0

As primeiras 4 colunas formam a matriz do sistema, a qual tem caracteristica
igual & da matriz ampliada (o sistema é homogéneo). Apagando entdo a tdltima
coluna e resolvendo pelo método de Gauss, comecamos por fazer L; — 2L3 e
Lo — 3L3 e colocamos a L no lugar da primeira:

1 0 1 =2 10 1 =2
o 1 -1 3 L3—2Ls, La+Lo 01 -1 3
0 2 —-4 5 00 -2 -1
0O -1 3 =2 00 2 1
10 5 0
Lo+3L3, L1+2Ly, Ly+Ls 01 =7 0
00 2 1
00 0 O
Assim obtemos caracteristica 3 e grau de indeterminacao 1. Uma forma de
descrever as solucoes é por z = —2x, v = 7Tx, u = —bx. Outra é escrevendo o

conjunto solucao: {(—bz,7x,x,—2z): x € R}.

4. Usando o método de Gauss para triangularizar a matriz mantendo a caracteris-

tica:
a b Lo—%1a a b
_ C .
c d 0 d-— ab

c
A caracteristica serd 1 (pois a # 0) se d — —b = 0, ou seja, ad — bc = 0.
a
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5. Fazendo as contas,

9 R Y | R e A

Ou seja, xr = w, z = —y.

Resolucao do 1° Teste, 22 turma
(Sobre a primeira questao houve uma breve explicagao durante o teste)

1. i) Por ser e elemento neutro, ee’ = ¢’. Por ser € elemento neutro, ee’ = e.
Donde e = ee’ = ¢€'.
ii) Seja e o elemento neutro. Sabemos que ¢'g = gg’ = e e, pela mesma razao
de ser inverso de g, também ¢"g = g¢” = e. Entao,

g =de=999")=(99)9" =egd" = g".

2 i) DA =
d 0 0 ai; a2 Q1n i [ dia;n  dias dyayy,
0 ds ag1 Q22 . dyas;  daag
0 dn an1 Apn | dnanl dnann

ii) Para D ter inversa deve existir uma matriz A tal que DA = 1,,. Da equacao

diay;  dyaig dyai, 1 0 0
daag;  daag 0 1 0
dnn1 dy G, | 0 1

resulta que d;a; = 1, Vi, e que todos os d;a;; = 0 sempre que 7 # j.

Existe solucao se, e so se, todos os d; forem nao nulos. Teremos entao

aii—dli, a;; =0, Vi # j.
A inversa de D sera a matriz A seguinte:
&~ 0 0
PR 0 dy?
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3. A matriz ampliada é, na ordem u, v, x,y,

21 1 =10
3 2 -1 =10
1 0 1 -2 0
0O -1 3 =20

Este exercicio é bastante parecido ao exercicio 3 do teste da 1* turma, para o
qual remetemos o leitor.

4. A matriz tem, pelo menos, caracteristica 2. Para esta ser mesmo 2, temos de
conseguir anular a tltima linha. Usando o método de Gauss para triangularizar
a matriz, vem:

121 1 2 1 1 2 1
01 1|20 1 T N I 1
1 ¢ d 0 c—2 d-—1 0 0 d=1—c+2

A condicao para a caracteristica ser 2 exprime-se pela equagao d—1—c+2 = 0,
ouseja, d—c+1=0.

5. Quatro solugoes, da simples a complicada:

-2 =2 =2
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Departamento de Matematica da Universidade de Evora
2° Teste e 1* Frequéncia de

Algebra Linear e Geometria Analitica

22 de Novembro de 2008 Cursos de CTA, EC, EER, EG, EI e EM
1. Sejam A e M,,,, Be M, ,, C e M,;, De M,,;, com dimensoes [,n,p,q € N.
Mostre que
C
A B — AC + BD.

[\

. Escreva a seguinte permutacao como um produto de ciclos disjuntos e em seguida
como um produto de transposigoes:

Diga qual o sinal de o e justifique o calculo.

3. Calcule o determinante e, se possivel, encontre a inversa de

1 311
2 4 2
A= 0
1 21 3
0 0 01
4. Resolva o sistema em z,y, z,v
rT—yt+v==z
20—z —y=0
T =2y+v

pelo método da matriz ampliada. Diga qual é a matriz do sistema, a caracteris-
tica e o grau de indeterminacao do sistema. Descreva o conjunto de solugoes,
se existir, na forma mais simples que puder.

5. Estude a independéncia linear dos vectores de R*:
(1,1,3,2), (0,2,4,1), (1,3,0,2).
Escreva o vector (3,3,2,5) como combinacao linear daqueles trés, se possivel.

6. Calcule os seguintes determinantes:

—1

o w O

i) ii)

Tt NN
N =~ Ot

1
4

= w w o =
—_ == = O
N O O W =
O~ NN
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Resolugao do 2° Teste

: C ,
1. A matriz [ A B } estd em M, ,1,. A matriz D estd em M, ;. Podemos

entao multiplica-las. O resultado desse produto aparece em M,,;, tal como os
produtos AC e BD.

Sejam A = [a;], B = [bi], C = [cje], D = [d]. A entrada (i,¢) do produto
vem entao a ser:

P q P q
c .
|:aij bik:| [ d]t ] = [Z Q;5Cjt + Zbikdkt:| = [Z Clijcjt‘| + {Z bikdkt:|
e a partir daqui o resultado torna-se claro.

2. Basta tomar um elemento inicial e procurar as imagens sucessivamente, comple-
tando os ciclos. Depois ha um truque conhecido para escrever cada ciclo como
produto de transposicoes. Neste caso,

o = (16359)(2487) = (19)(15)(13)(16)(27)(28)(24).
(Lembrar que a fungdo composta se 1é da direita para a esquerda...)
3. A matriz ampliada do sistema, na ordem z, ¥, z, v, é

1 -1 -1 1 |0
-1 -1 0 2 ] 0
1 =2 0 -1 10

O sistema é homogéneo, logo a sua caracteristica é a da matriz simples. Esquece-
mos entao a ultima coluna e resolvemos pelo método de Gauss, comecando pelas

transformacoes:
1 -1 -1 1
Lo+Ly, L3—Ly 0 -2 _1 3 Li—L3, —2L3+L>
o -1 1 =2
1 0 -2 3 30 0 -5
0 —2 —1 g | Betedhi=?h 1o 6 o 2
0 0 -3 7 00 -3 7

A caracteristica do sistema é 3. O grau de indeterminacao é 1 = 4 — 3 e as
solucoes podem ser escritas como
7 2

z2==v, y==v, x==-v, vER.

3 6 3
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5. A caracteristica do sistema de vectores é a da matriz

1132 1132 1132
0241|—]0241|—1]0200],
130 2 0200 00 4 1

logo os trés vectores dados sao linearmente independentes. Para escrevermos
(3,3,2,5) a custa desse sistema, temos de resolver

(3,3,2,5) =x(1,1,3,2) + y(0,2,4,1) + 2(1, 3,0, 2)
o que obriga a
r+z2z=3, v+2y+32=3, 3xr+4y =2, 2xr+y+ 2z =5.

Este sistema de equagoes lineares escreve-se e resolve-se, na ordem x,y, 2,

101 3 10 1 3 10 1 3
1 2 3 3 02 2 0 00 2 2
—
340 2 04 -3 -7 00 -3 -3
21 25 01 0 -1 01 0 -1
Donde o sistema é possivel e determinado: = =2, y = —1, z = 1 (significa que

o vector (3,3,2,5) estd no espago gerado pelos trés vectores iniciais linearmente
independentes). A verificagao dos valores encontrados faz-se com facilidade.

6. i) Pela regra de Sarrus:

-1 2 5
1 2 4|=-122+424+4515-524—(-1)45—-2.1.2=29.
4 5 2

ii) Apliquemos as regras do célculo de determinantes:

101 0 1 10 1 0 1 10 1 0 1
013 3 2 o1 3 3 2 o1 3 3 2
310 0 2|={01 -3 0 -1|=|00 —6 -3 -3
310 =21 01 -3 -2 -2 00 -6 -5 —4
41 2 0 0 01 -2 0 -4 00 -5 -3 —6
Apagando as duas primeiras linhas e colunas, obtemos
—6 -3 -3 -6 -3 -3 -6 —3 -3
= 0 -2 -1 =0 -2 -1 |=|0 =2 -1
15 15 1 21 21 | 1
0 3+% —6+7F 0 —5 —% 0 0 -5+

Juntando tudo de novo obtemos uma matriz diagonal da qual ja sabemos bem
como calcular o determinante:

—21 1
deter. = 1.1.(—6).(—2). (T + Z) =—-42+3=-39
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Departamento de Matematica da Universidade de Evora
Alguns exercicios de Algebra Linear e Geometria Analitica
resolvidos em aula tedrica

27 de Novembro de 2008 Cursos de CTA, EC, EER, EG, EI e EM

. Diga quais dos seguintes conjuntos sao subespagos vectoriais:

) U, ={(z,y,2) eR®: a*(x+y)+2=0, 3z +y =0}

i)V, ={(z,y) eR?: ap? =3x+y=0}eV,={(z,9) e R?: ay® =3z +y}.
iii) W, ={A € M,, : AB— B*A+ A" =0}, onde B é uma matriz fixada.

iv) Wo ={A € My, : a1 + 301, + @p_11 — Gy, = 0}.

Calcule a dimensao dos subespagos que encontrou (faga n = 1,2, 3 em iii)).

. Seja V um espago vectorial e S C V um subconjunto qualquer.
i) Mostre que o espago gerado

(S) = {combinagoes lineares finitas de vectores de S}

¢ um subespaco vectorial de V.

ii) Descreva o subespago de R? gerado por (1,1,1),(1,1,0),(0,0,1) e calcule a
sua dimensao.

iii) Mostre que, em dimensao finita, uma base de V' é um conjunto minimal de
geradores.

. Seja W um espaco vectorial de dim < oo e U,V dois subespacos vectoriais de
W.

i) Mostre que U NV é subespago vectorial de .

ii) Mostre que U + V' é subespaco vectorial de W.

iii) Mostre que dim(U + V) = dimU + dim V — dim(U NV).

. Sejam V, W espacos vectoriais reais de dim n,m, respectivamente, e {v;},{w;}
t

bases fixadas em V, W respectivamente. Sejam X = [ r1 o Ty } a matriz

t
dos coeficientes de um qualquer vector v € V e B = [ by -+ by, } a matriz

dos coeficientes de um vector wy € W. Seja f: V — W uma aplicagao linear e
A= M(fAv} s},

i) Mostre que f(v) = wp sse AX = B.

ii) Mostre que Cy, = {v : f(v) = wo} = vy + Nuc f, onde vy é uma solucao
particular, isto é, f(vg) = wp. Interprete ‘geométricamente’.

iii) Demonstre a férmula dim V' = dim Nuc f 4+ dim Im f.

. Seja f: V — W uma aplicacao linear entre espacos vectoriais. Mostre que:
i) se U C W é um subespaco vectorial, entao

ffU={veV: f(v)eU}
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¢ um subespaco vectorial de V.

ii) f é injectiva sse Nuc f = {0}.

iii) f ¢ injectiva sse f transforma vectores linearmente independentes em vec-
tores linearmente independentes.

iv) f é sobrejectiva sse o espago gerado por f(B) éigual a W, ou seja (f(B)) =
W, para qualquer base B de V.

v) f é bijectiva sse transforma uma base de V' numa base de W.

6. Seja Tr A a soma das entradas da diagonal principal de uma matriz A. Esta
aplicacao linear chama-se trago. Mostre que é de facto linear. Mostre que
Tr (AB) = Tr (BA) para quaisquer A, B € M,, ,.

7. Considere o espago vectorial das sucessoes em R. Mostre que é um espaco
vectorial. Mostre que tem um subespacgo vectorial, denotado [*°, composto
pelas sucessoes convergentes. Verifique que lim : [*° — R € linear. Verifique que
o nucleo de lim contém um subespago préprio, que é o das sucessoes (Z,)nen
tais que S, = Y ., x; converge. Verifique que este nao é de dimensao finita.

8. Por nocoes de geometria elementar, sabe-se que a aplicacao Ry, rotacao de
angulo # no plano R? em torno da origem, é uma aplicacao linear. Agora
resolva:

i) identifique a matriz de Ry na base canénica, (1,0), (0,1).
ii) deduza as férmulas

cos (61 + 62) = cos 0 cosBy — sen b sen by

sen (0 +6,) = senf; cos 0y + cos 6 sen 6.

9. Seja f : V — W uma aplicacao linear e bijectiva entre espagos vectoriais. Neste
caso, f chama-se um isomorfismo e diz-se que V' e W sao isomorfos.
i) Mostre que dim W = dim V, se uma delas é finita.
ii) Mostre que f~!: W — V é uma aplicacao linear.
iii) Na notagio do exercicio 4, prove que M (=, {w;}, {v;}) = M(f, {v;}, {w;}) "
iv) Mostre! que qualquer espaco vectorial de dimensao finita n é isomorfo a R™.

11. Diga quais das seguintes aplicacoes sao lineares:
i) flz,y) = (x+y.3z+y,2—y) i) g(w,y, 2) = (22° + 2, 3z)
iii) (0g/0x)(x,y, z) iv) fog v) h(y,z) = (0,4, 2) vi) goh.

12. Represente as aplicagoes lineares da alinea anterior pelas suas matrizes nas bases
{(17 17 0)7 (07 27 1)7 (37 07 1)} de R3 € {(07 1)7 (27 O>} de RQ'

INota: este exercicio ndo retira qualquer importancia ao conceito geral de espaco vectorial de
dim finita, como nogao objectiva e independente de referenciais.



13.

Albuquerque, Ezercicios de Algebra Linear e Geometria Analitica ]_3

Admitindo aquelas bases, descreva as trés aplicacoes lineares cujas matrizes sao:

A- 23] .

2 0 —\/§] 0 -l
C=|3
3 4 X

0 V2 4 ;l

Reconsideremos a notagao do exercicio 4. Suponhamos que alteramos a base
{v;} para a base {v}}. Seja P = M(1,,{v,},{v:}) a matriz de mudanca de
base.

i) Mostre que M(f, {v}}, {w,}) = P M(f, {u}, {w;}).

ii) Seja g : V. — V uma aplicacdo linear e G = M (g,{v;},{v:}). Mostre que
M(g, {vi} {vi}) = PGP~V

iii) Escreva uma defini¢ao e prove que o determinante e o trago de uma aplicacao
linear, como ¢, fazem sentido.

Resolugao dos exercicios

1.

i) U, é subespago vectorial. E o ntcleo de uma aplicacao linear. A sua dimensao
é 1 pois é gerado pelo vector (1,—3,2a?), gerador das solugoes do sistema das
duas equagoes.

ii) V, é subespago vectorial (embora apareca y* = 0, esta expressiao nao linear
é equivalente a y = 0). Tem-se, como na alinea anterior, dim V, = 0, pois (0, 0)
é a unica solucdo. Ja V, nao é subespaco vectorial se a # 0; note-se que a
pardbola ay? = 3z + y nao se reduz ao (0,0) e, se (z,y) lhe pertencer, entao
nem toda a recta A(z,y) lhe pertencera.

iii) E subespaco vectorial. Vejamos pela definicao. Supondo A, A" € Wy e
A € R, vem

(A+MA)B — B*(A+ A + (A + \A)!

= AB+4+ MA'B — B*A— B*)A" + A+ \A"
= (AB—-B*A+ A+ NA'B - B*A' + A" =0.
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Em dimensao 1: temos que B e A sao simplesmente, apenas nimeros reais. A
equagao dada fica A(—B?*+ B+ 1) =0, logo W; = R sse

1+4V6

—B>+B+1=0 < B 5

Caso contrario, Wy = {0}.

Em dimensao 2: também aqui aparecem varios casos dependendo de B. Se

1
B =0 ou B = 1, entdo W; = {0}. Se, por exemplo, B = 00 ], entao
B? =0 e a equacao dada, escrevendo
A=1|“ b resulta em AB — B2A + A = 0 a R
e dl’ 10 ¢ b d|
0 1 . 3 )
elogpa=c=b=d=0. Masse B = 11 0 , entao B* = £15 e dai temos

as equacoes AB — B?2A + At = 0 se, e s6 se,

il

Agora, no caso +, vem b = ¢ = 0 olhando para a diagonal e depois seguem

+b a
+d ¢

a b
c d

Fa+atb aFb+c
+dFc+b cFd+d

a=d=0,ouseja A=0elogo W; ={0}. No caso —, vem de novo A = 0.
Nao serd portanto facil deduzir a solugao geral do problema, o que deixamos em

~1 0|
0 0]

aberto. E certo que ha solucoes nao nulas, como mostra o caso B =

temos AB — B%?A + Al =

SR

se,esb6se,a=d=0e —b+c=0. Donde W; tem dimensao 1 neste caso.

Em dimensao 3: problema ainda mais complicado que o anterior, que deixamos
como ilustracao das dificuldades de calculo em Algebra Linear.

iv) A equagao apresentada definindo as matrizes de W5 é linear. Wy é o seu
ntcleo, logo um subespaco vectorial do espago das matrizes (cf. exercicio 4). A
dimensao de Wy é igual a dim M,,,, — dimR = n? — 1.

. 1) Este é um exercicio importante, que mostra que a matemdtica as vezes “nem
de papel e lapis” precisa.

Vejamos: ¢é claro que ao somarmos duas combinacoes lineares finitas de ele-
mentos de S obtemos uma combinacao linear finita de vectores de S. E se
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multiplicarmos uma dessas combinagoes lineares por um escalar qualquer, é
também imediato que obtemos de novo uma dessas expressoes: simbolicamente,
neste tltimo caso, A(D_, Aasa) = D, (Aasa)-

ii) E facil ver que qualquer vector de R? se escreve como combinacao linear
daqueles trés vectores dados.

Ao fazermos as combinagoes lineares a(1,1,1) + b(1,1,0) + ¢(1,0,0) podemos
chegar a qualquer vector (z,y,2) de R3. O sistema

r=a+b+c a = z
y=a+b — b= y—=z
z=aq c=x—y

é possivel e determinado.
iii) Esta frase esta justificada no Prontudrio de ALGA.

. 1) Suponhamos que wy,wy € UNV e X € R. Entao w; + Awy, € U NV, por
definicao, pois cada um dos U,V é subespaco vectorial real.

ii) Recordemos que, por definigdo, qualquer vector w € U + V se escreve na
forma v +v com u € U e v € V. Suponhamos agora que uj,us € U, que
v1,v9 € Ve que A € R. Com estes formamos vectores genéricos de U + V', ou
seja, u; + v1 e ug + vo. Entao fazendo uma combinagao linear como na alinea
i), obtém-se

U1 + v1 + A(ug + v2) = ug + Aug + v1 + Avg,

de novo um vector em U + V', porque uy + Aus € U e v1 + Avg € V.
iii) Este exercicio aparece como o teorema 15 no Prontudrio de ALGA, onde é
demonstrado.

. Resolvido na pagina 46 e teorema 18 do Prontudrio de ALGA.

. 1) Sejam vy,vy € f*U e A € R, com f aplicagao linear e U subespago vectorial
de W. Entao f(vy), f(v2) € U por defini¢ao. E logo

v + vy € U

porque f é linear e porque f(vy + Ave) = f(v1) + Af(v2) € U.

ii) Exercicio 4 do terceiro teste.

iii) Exercicio 4 do quarto teste e 2* frequéncia, 1* chamada.

iv) Queremos ver que f(V) =W se, e s6 se, (f(B)) = W. Na verdade podemos
fazer melhor, simplesmente demonstrando que se tem sempre, para qualquer
aplicacao linear, (f(B)) = f(V). Ou seja, a imagem da base gera o subespago
vectorial imagem de f. O que é 6bvio, pois qualquer v € V' verifica v = > A\,
com o0s v; € B e certos escalares \;, e logo

fv) = f(z Aivi) = Z Aif(vi) € (f(B)).
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v) Como é sabido, uma base é simultaneamente um conjunto de vectores ger-
adores do espago e um sistema linearmente independente (sli). Portanto este
resultado segue das alineas iii) e iv).

6. Ea primeira parte da pergunta 5 do exame de Recurso. Para ver que Tr (AB) =
Tr (BA) para quaisquer A, B € M,, ,,, suponhamos A = [a;j] € B = [by]. Como
a entrada (i,1) de AB ¢ o termo ) _; a;;bj, vem

i=1 j=1 j=1 i=1

como queriamos demonstrar.

7. Se somarmos duas sucessoes (convergentes), digamos (2,),,cy € (Yn),,en, OU mul-
tiplicarmos uma sucessao por um escalar A € R, entao obtemos uma sucessao
(convergente) — é uma consequéncia imediata da defini¢do e do que se entende
por soma de sucessoes e, no caso das convergentes, uma consequéncia do con-
ceito de limite. Portanto o subespaco [ é subespaco vectorial real do espaco
vectorial de todas as sucessoes. Também sabemos da Analise que

lim(z, + Ay,) = limz, + Alim y,,.

O que se afirma a seguir no enunciado é que o subespago das sucessoes con-
vergentes para 0, ou seja o ntcleo de lim, contém um subespago ainda menor:
o daquelas sucessoes z,, cujas respectivas séries S, = > | x; convergem. De-
signemos este subespaco por §. Com efeito, sabe-se que S,, convergir implica
limz, = 0.

E S é mesmo um subespaco préprio: por exemplo, recordemos que a série de

Dirichlet de termo x,, = % nao converge.

As sucessoes ¢ = (0,0,...,0,1,0,0,...) que tomam o valor 0 em todas as
ordens excepto k, onde valem 1, sao linearmente independentes?. Claro que
2% € 8. Logo este espago vectorial tem dimensdo infinita (provdmos que uma
sua base serd, no minimo, enumeravel).

8. 1) Uma rotagao de angulo 6 na base candnica ey, es verifica
Ry(e1) = (cos@,senf) = cosf e; + senb e,

Ry(ez) = (—sen@, cosf) = —sen 6 ey + cos e,

cosf —sené

logo a matriz é da b.c. para a b.c.

senf)  cost
ii) A rotacao de angulo 0, + 65 é a composi¢ao de duas rotagoes:

R91+92 = R92 o R91'

2Recordar, de passagem, que s6 se consideram combinacdes lineares finitas.
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Olhando apenas para a imagem de e; = (1,0), obtemos

[ cos(fy +03) --- ] B [ cosfl, —senbs ] [ cosf; —senb, ]

sen (01 + 65) senfy cosb, senf; cosb,
Multiplicando as matrizes deduzem-se as duas célebres férmulas do enunciado.

i) Este resultado segue do exercicio 5 depois de mostrarmos a alinea ii).
ii) A aplicagao inversa também é linear: para ver, na notagao habitual, que

FHu+w) = fHu) + Af 7 (v)
basta aplicar f a ambos os membros da identidade. Com efeito, temos

U@+ M) = W)+ FOf ()
= ut+ = f(f(u+ ),

e sendo f injectiva, teremos a garantia que estas imagens vém de um mesmo
objecto. Ou seja,
fHu+ ) = f7Hu) + AfH(v).

iii) Ver pagina 47 do Prontudrio de ALGA.

iv) Suponhamos que V é um qualquer espago vectorial de dimensao finita n.
Logo possui uma base B = {uy,...,u,}. Seja By = {ey,...,e,} a base canénica
de R™. Entdao a aplicacao linear f : V' — R" definida por f(u;) = e;, V1 < i < n,
¢ um isomorfismo.

i) Qualquer forma do tipo f(z,y) = ax+by com a, b constantes, é uma aplicagao
linear:

f(z1,y1) + Mo, y2)) = flxy + Axo,y1 + Ay2) = a(zy + Axg) + b(y1 + Aya)
= azy + by + Mazs + by2) = f(x1,y1) + A f (22, y2).

No caso da aplicacao dada, s6 temos de acrescentar que uma aplicacio para R*
¢ linear sse as suas k componentes sao, cada uma delas, lineares.
ii) g nao ¢ linear por ter uma parte quadratica.
iii) Temos
99
%(aﬁ,y, z) = (4z, 3).
Esta aplicacao nao é linear porque tem uma componente constante e a tunica
aplicacao constante que é linear é a aplicacao nula.
iv) fog(x,y,z) nao é linear por ter uma parte quadratica.
v) h é claramente linear, representando um dos possiveis mergulhos de R? em
R3.
vi) go h(y,2z) = ¢g(0,y, 2) = (2,0) também ¢é facil de ver que ¢ linear.
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12. i) Temos f(0,1) = (1,1,—1) = a(1,1,0) + 6(0,2,1) 4+ ¢(3,0,1). H& que resolver
(%, 22, 22). Convird
alids resolver o sistema para qualquer vector: (z,y,z) = a(1,1,0) +0(0,2,1) +

c(3,0,1) <

este sistema de equagoes lineares, o que da: (a,b,c) =

1
(a,b,c):5(2:1:—1—331—6z,—x—|—y—|—32,x—y+2z). (%)

Agora para f(2,0) = (2,6,2) = 2(1,1,0)+2(0, 2, 1), resolvido o sistema. Assim,
denotando por B e B’ as respectivas bases dadas de R? e de R?, temos
1

M=M(fBB)=| -

Ullwcnlwv‘l'_'
S NN

— repare-se que a ordem como se dispoem os coeficientes na matriz é aquela
que nos permite depois calcular a imagem de cada vector «(0, 1) + £(2,0) pelo

a
produto M .

Vejamos agora o caso de h. Temos h(0,1) = (0,0, 1
2(3,0,1) eainda h(2,0) = (0,2,0) = £(1,1,0)+2(0,2,1)—
goh, que também é linear, verifica go h(0,1) = (1,0) = %
Donde,

L\D\_/

|
AN

M(h,B,B) =

| al|ho oty
o
o
o
B
o
=
Il

0 0

X .

3 0

A segunda parte desta questao pede-nos para encontrar o termo geral de uma
aplicacao linear, dada a sua matriz nas bases fixadas. Sendo f4 a aplicagao
respeitante & matriz A, temos f4(1,0) = 1fa(2,0) = 3(0,1) +4(2,0) = (8,3) e
£4(0,1) = 2(0,1) + 3(2,0) = (6,2). Entao

fa(z,y) = 2fa(1,0) +yfa(0,1) = (8z + 6y, 3z + 2y).

Para a matriz B, a respectiva aplicacdo fp verifica fp(1,1,0) = 2(0,1) =
(0,2), f5(0,2,1) = v/2(2,0) = (2v/2,0) e f5(3,0,1) = —v/2(0,1) + 4(2,0)
(8,—v/2). Agora, por (%), vemos que (x,y,2) = $(2z + 3y — 62)(1,1,0) +
H(—z+y+32)(0,2,1) + 3(z —y +22)(3,0,1). Donde

(S RS 3 [dV]
ot

fB<x7y7'Z) =
_ %((21:—1—31;—62)(0,2)+(—x+y+32)(2\/§,0)—i—(a:—y—|—2z)(8,—\/§))
= %((8—2\/5):3+(2\/_—8)y+(6\/§+ 16)z,

(4—V2)z + (6 +V2)y — (12 + 2\/5)2).
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Finalmente para a matriz C' temos, fazendo os calculos,
fc(0,1) =3(0,2,1) + 1(3,0,1) = (3,6,4),

fc(2,0) = —1(1,1,0) +4(0,2,1) = (—1,7,4).

E logo

T 1 7
folz,y) = §fc(2,0) +yfc(0,1) = (—537 + 3y, 3% + 6y, 2z + 4y).

Ver seccao 4.2.3 do Prontudrio de ALGA. A definicao do determinante de uma
aplicacao linear é dada na férmula (4.38). Nao depende da escolha das bases
devido a regra do determinante do produto. Com efeito, considerando a notagao
da alfnea ii), se G e G’ = PGP~ sao duas representacoes da mesma aplicagao
linear, entao

&' = |[PGP~!| = |P||G|IP~!| = |PIGI|P|” = |G.

No caso do trago também se define Tr g = Tr G. A invariancia do traco relativa
as bases resulta da formula demonstrada acima no exercicio 6:

TrG' = Tr (PGP™') = Tr (PT'PG) = Tr G.
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Departamento de Matematica da Universidade de Evora

3 3° Teste de
Algebra Linear e Geometria Analitica
10 de Dezembro de 2008 Cursos de CTA, EC, EER, EG, EI e EM

1. Para o subespaco vectorial de R* gerado por
(1,2,3,-2),(0,1,-3,1),(1,4,-3,0)

encontre uma base e diga qual a sua dimensao.

2. Represente a matriz da seguinte aplicacao linear:
[iR*— R, f(z,y) = (32,22 + 3y),

da base canénica (1,0), (0,1) de R? para a base (1,1), (1,0) de R

3. Sejam V, W dois espacgos vectoriais e f,g: V — W duas aplicacoes lineares. Seja
A € R. Mostre que f 4 g e Af também sao aplicacoes lineares.

4. Mostre que uma aplicagao linear f é injectiva sse Nuc f = {0}.

5. Conhecendo aregra de Laplace para o calculo do determinante de A = [a;;] € M,
diga por que razao se tem a formula

n

D (D)W aglAuyl =0, kA

J=1

A jy ¢ a matriz que resulta de A tirando a linha i e a coluna j. (Esta férmula
permite provar que a matriz adjunta sobre o determinante é a inversa da matriz

dada...)

Justique os célculos.
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Solucao

1.

Para encontrar uma base do subespaco gerado por aqueles vectores, basta en-
contrar entre eles um s.li. (sistma de vectores linearmente independende) que
nao possa ser extendido. Ora a caracteristica da matriz

12 3 =2 1 2 3 =2 12 3 =2
01 -3 1 — |01 =3 1 — |01 =3 1
14 =3 0 02 -6 2 00 O

é claramente 2 e nao menos que 2. Portanto podemos escolher os dois primeiros
vectores para base do subespaco (é exactamente o mesmo subespaco gerado s6
por estes dois vectores). Note-se que qualquer par de vectores extraidos daqueles
trés serve de base do subespaco pedido.

Assim a dimensao é 2.

. Tem-se f(1,0) = (3,2) = 2(1,1) + 1(1,0), £(0,1) = (0,3) = 3(1,1) — 3(1,0).

Entao a matriz de f da primeira base para a segunda é
2 1
3 -3

Para quaisquer u,v € V, a € R, temos a condi¢ao de linearidade

M(vahB?) -

A+ 9)(u+av) = Af)(u+ av) + glu+ av) = A(f(u+ av)) + g(u) + ag(v)
= Af(u) + Aaf(v) + g(u) + ag(v) = (Af + g)(u) + a(Af + g)(v).

Fazendo acima A = 1, temos a demonstracao da linearidade de f + g. Fazendo
g = 0, temos a demonstragao da linearidade de \f.

Suponhamos que f é injectiva. Se v € Nuc f, ou seja, f(v) = 0, entao f(v) =
0 = f(0). Por injectividade, apenas um v tem a mesma imagem que outro
vector. Logo v = 0.

Reciprocamente, suponhamos Nuc f = 0 (subespago vectorial trivial). Entao,
sendo f(v1) = f(va) com vy,vy € V quaisquer, vem f(v;) — f(v2) = 0. Em
seguida, por linearidade de f, vem f(v; —vg) = 0. Pela hipétese, temos v; —vy =
0, isto é, v = vy como queriamos. Donde f ¢é injectiva.

O lado esquerdo da féormula que aparece é a do cdlculo do determinante pela
regra de Laplace, mas so que, na linha ¢, em vez da linha ¢ colocamos a linha &
— k # i. Porém, se repetimos linhas, o determinante é 0.



Albuquerque, Ezercicios de Algebra Linear e Geometria Analitica 22

Departamento de Matematica da Universidade de Evora
4° Teste e 2* Frequéncia de

Algebra Linear e Geometria Analitica

12 de Janeiro de 2009 Cursos de CTA, EC, EER, EG, EI e EM
kE -2 k
1. SejaA=1|1 3 k|, kekR
0 2 1

i) Calcule o determinante de A pela regra de Laplace sobre uma linha ou coluna
a escolha.

ii) Encontre os valores de k para os quais A é regular.

iii) Admita k£ = 3 e calcule a inversa de A pelo método da matriz adjunta (se
possivel, verifique o resultado).

2. Prove que os seguintes vectores constituem uma base de R3:
up = (1,2,0), ug = (5,—2,1), uz = (2,3, —06).

Escreva (2,0,0) como combinagao linear de uy, ug, us.

3. Sabe-se que a aplicagio f: R3> — R? f(z,y,2) = 32,2y + z,z +y), é linear.
i) Descreva o nucleo de f.
ii) Escreva a matriz de f na base canénica de R3.
iii) Encontre os valores préprios de f.

iv) Encontre um vector préprio de f associado a 3.

4. Seja V um espaco vectorial de dimensao finita e f : V' — V uma aplicacao linear
injectiva (Nuc f = {0}). Seja {v1,...,v,} um sistema de vectores linearmente
independentes de V. Mostre que {f(v1),..., f(v,)} também é um sistema de
vectores linearmente independentes.

5. Encontre um vector de R?, nao nulo, ortogonal ao plano de equacio 3z —4y+7z =
0.

Justique os célculos.
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Resolucao do teste e frequéncia
1)i) Calculemos o determinante por Laplace na 1* coluna:

3 k
21

-2 k
2 1

Al =k —1 = k(3 —2k) — (=2 — 2k) = —2k* 4 5k + 2.

ii) A ¢é regular para os valores para os quais é invertivel (“regular”=“invertivel”). Uma
matriz é regular sse o determinante é nao nulo. Pela formula resolvente e pela alinea

i),

—5++v25+16  5F V4l
—4 N 4

sdo os valores que k NAO deve ter para A ser regular. Ou seja, k € R\{%ﬂ}.
iii) Para k = 3, vé-se que |A| = —1. Agora

[ 33| | -23| |-23]]
1 2 1 2 1 3 3
-2 — -1
3 5 1 3 3 3 3 3 3 8 >
1 3 3 Al = | — 01 0 1 11 3 =| -1 3 -6
0 2 1 2 -6 11
1 3 3 =2 3 =2
0 2 0 2 1 3
Verificacao:
3 -2 3 -3 8 -—15 -1 0 0
1 3 3 -1 3 -6 |=]0 -1 0
0 2 1 2 —6 11 0o 0 -1
como queriamos.
1 2 0
2) Pondo os vectores em matriz, tem-se | 5 —2 1 =1244-3+432# 0. Logo a
2 3 -6

caracteristica r = 3, ou seja, ha 3 linhas linearmente independentes. Quem diz linhas,
diz vectores. Sendo 3 vectores 1.i. num espago de dimensao 3, claro que formam uma
base.

Para escrever (2,0,0) como combinagao linear dos u;, resolve-se

(2, O, 0) = )\1U1 + )\QUQ + )\3%3

ou seja
)\1+5>\2+2)\3:2 )\1+32)\3:2 9>\3+64>\3:4 )\3:74—3
2)\1—2>\2+3)\3:O 2)\1—9>\3:0 )\1:%/\3 )\1:%
Ay —6A3 =0 A2 = 63 —_— )\2:%
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3) Este exercicio faz-se de uma assentada, ja que a base canénica
B = {(17 0, O)’ (07 L, 0)7 (0, 0, 1)}

simplifica tudo. Primeiro, a matriz de f ¢

A= M(f,B,B) =

O~ W

0 0
20
11
porque f(1,0,0) = (3,1,0), f(0,1,0) = (0,2,1) e f(0,0,1) = (0,0, 1).

Agora, os valores proprios de f sao as raizes do polinémio caracteristico da matriz

de f (numa base qualquer — desde que escolhamos a mesma base no espago de partida
e no espago de chegada):

paAN)=]A=ALl=| 1 2-X 0 [=B=XN)2-N)1-)).

Logo os valores préprios sao 1,2, 3.
Calculando vectores proprios associados a 3, temos

x 00 0 |0
AX=3X & (A-31) |y |=0a]1 -1 0 | 0
z 0 1 =210

donde as solugoes © = y = 2z. Assim um gerador do subespaco préoprio associado a 3
é, por exemplo, (2,2,1). Verificagdo: f(2,2,1) = (6,6,3) = 3(2,2,1).

Finalmente, 0 ndo é valor préprio, logo o nucleo de f é nulo, isto é, Nuc f = {0}.
4) Como se sabe, a condigao de {f(v1),..., f(v,)} ser um sistema de vectores linear-
mente independentes (sli) vé-se por andlise da equacao em \’s

Mf(vr) +- 4+ Af(v,) =0 *.

Ora, por linearidade, % é equivalente a f(A\v; + -+ 4+ A\v,) = 0. Mas por o
nicleo de f ser nulo, tem mesmo de ser A\jv; + --- 4+ \,v, = 0. Como os v;’s sao por
hipotese um sli, tem de ser A\ =--- =\, = 0.

Entao estd provado que f(v1),..., f(v,) sdo um sli: nao é possivel escrever uma
combinacao linear nula, destes vectores, com algum \; nao nulo.

5) (1* solugao) O subespago afim dado é um plano. E também claro que este plano
passa pela origem dos referenciais. Ou seja, é um subespaco vectorial (s6 por conter
00).

Encontremos dois vectores 1.i. no plano (que o geram): podem ser u = (1, —1,—1)

ev = (4,3,0). Agora, um vector (a,b,c) € R3 é ortogonal ao plano se for ortogonal
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a u e v. Resolvemos o sistema:

((a,b,¢),(1,-1,-1)) =0 a—b—c=0
{((a,b,¢),(4,3,0)) =0 4a+3b=0

E vemos que uma solugao é (—3,4, —7).

5) (2* solugao, para um caso mais geral) A equagdo de um plano 7 é dada como
ax + by + cz = d, ou seja, ((a,b,¢),(x,y,2)) = d. O ortogonal a m é o subespaco
vectorial ortogonal aos vectores diferenca de dois pontos P, P’ € w. Mas entao vem

<<a7b7 C)7 (.T,y,Z) - (x/’y/72/)> = <(a=b7 C), ($7y7 Z)) - <(a7 b, C)v (x/7y/7zl)> =d—d=0

Logo é mesmo o vector (a, b, c) que gera 7.

No caso presente, era ainda mais facil: a equacao
3r — 4y + 7z = <(37 _47 7)7 (.T, Y, Z)) =0

mostra logo que (3, —4,7) é ortogonal ao plano. (Isto bastava como resposta.)
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Departamento de Matematica da Universidade de Evora
4° Teste e 2* Frequéncia de

Algebra Linear e Geometria Analitica
19 de Janeiro de 2009 Cursos de CTA, EC, EER, EG, EI e EM

1. i) Sejam A, B,C € My, as componentes de uma matriz quadrada [a;;]; j=1,..4 €
My 4, tal como na férmula que segue. Prove que

A0
= |A||C|.
o o=l
2 030
. : -1 0 5 0 . .
ii) Calcule o determinante 9 3 7 4 recorrendo a alinea anterior.
3 210

2. i) Encontre dois vectores uz e uy de modo que os seguintes constituam uma base
de R*, justificando a sua escolha:

Uy = (1, —1,2,0), U = (2,0, —2, 1), Uz, Uy4.
ii) Escreva (—1,—1,4,—1) como combinagao linear dos vectores dessa base.

iii) Calcule a norma dos vectores u;, us e calcule o angulo entre eles.

3. Considere as aplicagoes definidas por
f(z,y,2) = 2z +3yz,2z), g(x,t) =1, h(z,y) = (22,9,1), gf, [h

i) Diga quais as que sao lineares e, para as que nao sao, dé um contra-exemplo.
ii) Descreva o nicleo de gfh.

iii) Escreva a matriz de fh na base canénica de R2.
iv) Encontre os valores préprios de fh.

4. Seja U C R"™ um subconjunto nao vazio.
i) Use as linearidades do produto interno para mostrar que

Ut={veR": (vu)=0, Vue U}

¢ um subespaco vectorial.

ii) Seja ¢ € R uma constante. Prove que

F={veR": (vu)=c¢, YuecU}

¢ um subespaco afim associado a U+.

Justique os calculos.
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Esclarecimentos necessarios prestados durante a prova.

A matriz do exercicio 1 pode-se ver como

ai; Q12 O 0
A 0 21 Q929 0 0
B C a31 Aazz G33 AdA34

A41 Q42 Q43 Q44
Na alinea 2.iii) queria-se pedir, de facto, para calcular o coseno do angulo e nao o

angulo.

No exercicio 3, a notacao refere-se a

gf=go/f, fh=foh, ete.
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Resolucao do teste e frequéncia

1)i) Aplicando a regra de Laplace na 1* linha e seguindo os “esclarecimentos”, vem

aijr a2 0 0

ag9 0 0 a921 0 0

A 0 921 A922 0 0
= =dai1| Az a3z az4 | —G12| @31 Ga33 Q34

B C as; asy a3z A34
Qg2 Q43 Q44 Aq1 Q43 Q44

Qg1 Q42 Q43 QA44q

Aplicando a regra de Laplace de novo e reparando ja no determinante de C, o cédlculo
anterior segue igual a

= ay1a2|C| — apa |C| = |A||C],

como queriamos demonstrar.

ii) Trocando as colunas 2 e¢ 3 o determinante muda de sinal e estamos nas condigoes
2 31|33 4
-1 520
2) Parece, a primeira vista, que ug = (0,0,1,0) e ugs = (0,0,0,1) sdo escolhas acer-

anteriores. O resultado final é — = —13(—8) = 104.

tadas. Com efeito, o determinante

Uy 1 -1 2 0
wp | _[2 0 =2 1| |1 -1 107&0
us 00 1 0 2 0 ||0 1
Uy 0 0 0 1

(pelo exercicio 1). Logo os 4 vectores sao linearmente independentes. Sendo parte de
uma base, num espago de dimensao 4, sé podem ser uma base (todas tém o mesmo
nimero de vectores).

ii) Queremos

(—1,—1,4, —1) = zyuy + woug + w3us3 + T4us = (x1 + 229, —x1, 207 — 229 + T3, T + T4).
Entao vé-se logo que z; = 1 e de seguida vem
Ty = —1, r3 =10 e x4=0.

Ou seja, aquele vector é a combinagao linear u; — ug. (Os outros ug, us ndo entram
nunca, pois, para quaisquer vectores que se arranje extendendo uq, us a uma base de
R*, lembremo-nos sempre que a escrita de u; — uy aparece de forma tinica.)

iif) Jui]| = VI +1+4 =16, |lug|| = vV4+4+1=+9=3. Logo

<u17u2> - 2—-4 - \/§
[ur[[luzll - 3V/6 3v3

cos £ (uy,ug) =
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3)i) f nao é linear:
f(0,0,1)+7(0,1,0) = (0,0)+(0,0) = (0,0) # f((0,0,1)+(0,1,0)) = f(0,1,1) = (3,0).
g € claramente linear.
h nao é linear:
B0, 1)+ 5(0,0) = (0,1, 1)+ (0.0, 1) = (0, 1,2) £ A((0, 1) +(0,0)) = h(0, 1) = (0, 1,1).
Alias, se fosse linear, h aplicava zero em zero.
gf(x,y,z) = g(2x + 3yz, 2x) = 2z é linear.
fh(z,y) = f(2z,y,1) = (2(2z) + 3y1,2(2x)) = (42 + 3y, 4x) é linear.
ii) gfh(z,y) = g(4zx + 3y, 4x) = 4z tem nicleo dado pela equagdo gfh(x,y) = 0, ou
seja
Nuc gfh = {(z,y) € R*: 42 =0} = {0} xR
iii) fh(z,y) = (4z + 3y, 4z) entdo

Jh(1,0) = (4,4), fh(0,1) = (3,0)
e logo, sendo By a base candnica,
4 3
A=M = :
: 4-—X 3 : o -
iv) pa(A) = N —(4 — X)X —12. Assim, o polinémio caracteristico de A

pa(A) =A% — 4\ —12= (A +2)(\ —6)

onde usamos ja a férmula resolvente para descobrir as raizes.

4)i) Para ser subespago vectorial, tem de ser fechado para a soma de quaisquer dois
vectores do subespaco e para o produto por escalar. Fazendo logo tudo ao mesmo
tempo, basta provar:

V1,V € UL, aeR = v +av, e Ut
Ora isto é 6bvio pela bilinearidade do produto interno:
(v1 + avg,u) = (v1,u) + afvg,u) =04+0=0

para qualquer u € U. Logo também v; + avy € U+, como querfamos provar.

ii) Para ver que Ut é o subespaco associado, é preciso ver que a diferenca de dois
quaisquer pontos P, P’ de F é um vector de U+ e, reciprocamente, um ponto P € F
adicionado de um vector v € U+ ainda estd em F. Mas isto é evidente de se ter
PP=P+P —P=P+uveEFsse

(vuy=(P'—Pu)y=c—c=0YueU.

Assim pode-se garantir F = P + U+,
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Departamento de Matematica da Universidade de Evora

Exame de Algebra Linear e Geometria Analitica
26 de Janeiro de 2009
Cursos de CTA, EC, EER, EG, EI e EM

1. i) Mostre que PT~! = P17 para qualquer matriz invertivel P € M, ,.
ii) Uma matriz diz-se ortogonal se AAT = 1,. Mostre que o produto de duas
matrizes ortogonais é uma matriz ortogonal e prove que det A = +1.

t —sent
R, — [COS sen ]

iii) Mostre que

sent cost

é ortogonal.
iv) Escreva a aplicagdo linear f(x,y) de R? — R? da qual R; é a matriz na base
canonica By. Interprete num pequeno desenho de um grafico x, y.

2. i) O que entende pela caracteristica de linha r de uma matriz? Qual a rela¢do com
a caracteristica de coluna?

k

ii) Considerando a matriz B = 1 , encontre k € R de tal forma que

~N b~ W
[

—k
r(B) < 3.

iii) Admita k = 2; encontre os valores préprios de B.

iv) Ainda com k = 2, encontre um dos vectores préprios de B.

3. Sejam V, W espacos vectoriais de dim finita. Seja f : V — W uma aplicacao
linear, que tem a seguinte propriedade:

v1, ...,V sao linearmente independentes (1i.) = f(v1),..., f(vx) s@o Li.

Mostre que f é injectiva. (Sugestao: um dos teoremas das dimensoes.)

4. Mostre que o produto interno euclidiano ¢ uma aplicacao bilinear simétrica:
(u+ A, w) = (u,w) + Av,w), Yu,v,w €R" X e€R,
(u,v) = (v, u).

Escreva u = (x1,...,2,), v = (Y1, Yn), W= (21,...,2n).

5. Encontre o ponto de interseccao da recta dada por
(x,y,2) = (2,3,4) + t(1,0,2), teR,

e o plano de equagao 4xr — y — z = 2, se existir.
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Departamento de Matematica da Universidade de Evora

Exame de Algebra Linear e Geometria Analitica
29 de Janeiro de 2009
Cursos de CTA, EC, EER, EG, EI e EM

1. i) Mostre que (PQ) ™" = Q" 'P~! para quaisquer matrizes invertiveis P, Q € M,, .
ii) Uma matriz A diz-se uma semelhanga de razao pu > 0 se se tem AAT =

AT A = ul,. Prove que A é invertivel e encontre a sua inversa.
iii) Mostre que A~! é uma semelhanga de razao 1/pu.
iv) Sejam a,b, c,d € R tais que a® + b* = 1, ¢ + d*> = 1. Mostre que

a —bc bd
R = b ac —ad
0 d c

é ortogonal (semelhanga de razao 1).

2. Das seguintes funcoes f, g, h : R? — R?

flz,y) = 20 +3y,47)  g(z,y) = (0,y)  h(z,y) =gf(z,y)

i) diga quais sdo aplicagoes lineares e justifique a resposta nas que nao sao.

ii) Para as aplicagoes lineares, encontre as matrizes na base By = {(1,1),(1,0)}.
iii) Para as aplicagoes lineares, calcule a matriz da fungao inversa, na mesma
base, se existir.

iv) Para as aplicagoes lineares, encontre os valores préprios.

3. Seja V um espaco vectorial de dim finita, B uma base qualquer e f : V' — V uma
aplicagao linear.
i) O que entende por um vector préprio u de f associado a um valor préprio A
?

ii) Mostre que o subespago préprio associado a A
Uy := {u € V. u é vector proprio de f associado a )\}

¢ um subespago vectorial de V.
iii) Verifique que Nuc f = Uj.
iv) Mostre que, se Nuc f = {0}, entdo det M (f,B,B) # 0.

4. O teorema de Pitagoras no espago euclidiano R" estabelece uma relagao entre as
normas de dois vectores ortogonais u, v e a norma da sua soma u + v. Enuncie
e prove esse teorema.
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5. Considere a recta r dada por interseccao de dois planos
3v—y=4x — 3z = 1.

Escreva a equacao vectorial da recta: r = {P : P = Py+tu, t € R}. (Sugestao:
dois pontos definem uma recta.)

Esclarecimentos necessarios prestados durante a prova.

Exame de 26/1:

No exercicio 1)ii), supor que tem duas matrizes ortogonais A e B, portanto também
BBT =1,,, e mostrar que AB satisfaz a mesma condicao.

Exame de 29/1:

No exercicio 2, a notacao refere-se a

9f=gof.

Depois em ii) pede-se de facto M(...; By, By).
No 4) pede-se para recordar o teorema de Pitdgoras (estd em qualquer livro de
ALGAT1) pensando no triangulo de lados u, v, u+v. Como u L v, ie. u é ortogonal a

v, resulta que o triangulo é triangulo-rectangulo.

No 5) s6 tem de encontrar Py e u.
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f(0,1)=(—sen t, cos t) b

f(1,0)=(cos t, sen t)

(1,0) X

Figura 1: Uma rotagao ¢ uma aplicacao linear

Resolugao do Exame de 26 de Janeiro, 1* chamada
1)i) Recordar que (AB)T = BTAT. Logo PTP'" = (P7'P)T = 1T = 1, ou seja
P17 ¢ o inverso de PT.
ii) Sejam A e B ortogonais: AAT =1, BBT = 1. Entdao (AB)(AB)T = ABBT AT =
A1AT = AAT =1, como querfamos.
iii
)

sen COS —sen  cos

COS —Sen COS sen
RRT = ] [

cos? +sen 2 cossen — sen cos ] [ 1 0 ]

Sen cos — cos sen sen 2 + cos? 0 1

iv) A matriz diz-nos que f(1,0) = (cost,sent), f(0,1) = (—sent,cost).
Entao f(z,y) = f(z(1,0)+y(0,1)) = zf(1,0)+yf(0,1) = z(cost,sent)+y(—sent, cost) =
(xcost — ysent,zsent + ycost).

3 (ver figura 1).

Mais ainda, f é uma rotacao
2)i) A caracteristica de linha r de uma matriz é o nimero de linhas linearmente
independentes (linhas sio entendidas como vectores de R"). E igual & caracterfstica
de coluna, como se viu num teorema demonstrado na aula tedrica.

ii) Para uma matriz quadrada A de ordem n, é sabido que
r(A) <n <= A ésingular <= A nao é invertivel <= det A = 0.
Dito pela negativa, por serem equivaléncias, ¢ o0 mesmo que:

r(A) =n <= Aéregular <= A é invertivel <= det A # 0.

30 facto de uma rotacdo ser uma aplicacdo linear remete apenas para os axiomas e proposicoes
de Euclides, circa 330 — 265 ac.
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Assim, r(B) < 3 sse |B| = 0 sse

3 k 1
4 1 k|= 154+7K*—4k — 7+ 3k* - 20k
7 -k 5

= 10k* — 24k +8 = 0.
Dividindo esta equacao por 2, temos de resolver 5k> — 12k +4 = 0. O que d4

k_12i\/144—80_{ 2
_ - _

(S]]

iii) Se k = 2, vem |B| = 0 como se viu e verd, pois descobre-se o v.p. 0:

|B—\13] = 4 1-Xx 2 = .= =AA? =9\ +12).

Os v.p. sao entao A =0 ou A =
iv) Para A = 0 (o caso mais rdpido), sé temos de resolver BX = 0:

9+v81-48 _ 94+/33
2 o 2 7

dr+y+22=0

Tr—2y+52=0

r+2y+2=0

106 +62=0 o {m:—%z

32).

Um vector préprio é uma das solucoes nao nulas: (—5, =

34

3) Basta ver que Nuc f = {0}, pois ja sabemos de outras ocasides que tal implica

f injectiva. Ora qualquer v # 0 forma, por si s6, um sistema linearmente indepen-

dente (s.1.i.). Entao pela hip6tese f(v) também é um s.l.i., logo nunca podera ser 0.

Portanto, Nuc f nao contém outro vector senao o 0.

Outra resolucao: seja {vq,...,v,} uma base de V. Entao, como o subespago
imagem Im f = ({f(v1),..., f(v,)}) é gerado pela imagem dos vectores da base e

como por hipdtese essas imagens formam um s.l.i., temos de concluir que dim Im f =

n. Agora, por um teorema das dimensoes, dim V' = dim Nuc f + dim Im f, donde s6

pode ser dim Nuc f = 0. Ou seja, Nuc f = {0}. Sabiamos ji que o nucleo trivial

implica f injectiva.

4) Aqui basta usar a defini¢do de p.i. euclidiano: (u,w) = > " | x;z;. Resulta entao,

(u+ M, w) = (T, 20) FAY15 -3 Un), (21, -+, Z0))
(xl + )\ylw -y n +)‘yn)> (Zla' . 7Zn)>

(
(
(X1 + Ay1)z1 + - 4 (X0 + Ayn) 20,
(
(
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A simetria (u,v) = >, ;y; = Y. yix; = (v, u) é simples.

5) O ponto (z,y, z) esta na recta se (z,y,2) = (2,3,4) + (¢,0,2t) = (2 +¢,3,4 + 2t)
para algum ¢ e, o mesmo ponto, estd no plano se 4 — y — 2 = 2. Resolvendo, vem
4(2+t)—3—(4+2t) =2« ¢t = 1. Donde o ponto de interseccao ¢ (3,3, 5).

Resolugao do Exame de 29 de Janeiro, 2* chamada
1)i) Por definicio, (PQ) 'PQ = 1,. Sabe-se que s6 existe uma inversa para cada
matriz invertivel. Ora,

Q'PTIPQ=QI(PTIPIQ=Q7T,Q=Q7'Q=1,

-1 1p
logo (PQ) =Q P~ 1

i) Se AAT = p1 o AAL = 1,. Entao s6 pode ser A~ = A7

ii) Se = ply, com p > 0, entao A<= = 1,. Entao s6 pode ser = (para
ver a inversa a esquerda faz-se o mesmo raciocinio, mas nao é necessario uma vez que
se trata de matrizes quadradas®).

iii) Basta ver:

1 1 1
AMANT = SATAT) = ZA"A= L, = 1,
" p I m
iv) Sejam a,b, c,d € R tais que a®> +b*> = 1, ¢* + d* = 1. Entao
[ @ —be  bd a b 0
RRT = b ac —ad —bc ac d
0 d c bd —ad ¢
[ @2 022 R ab— abe® — abd®  —bed + bde 100
= ab — abc® —abd?> bV +a*c?+a*d®> acd—ade | =10 1 0
—bed + bed acd — acd d? + 2 0 01

Repare-se que a + b*c? + b*d* = a® + b*(c* + d?) = 1.
(Nota para quem quer saber como se encontrou esta matriz ortogonal: Compoem-se

4Uma matriz quadrada com inversa de um dos lados é invertivel.
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duas rotagoes 6bvias — ver exame anterior —, uma do plano x,y e outra do plano
y,z. Depois, o produto de ortogonais é ortogonal e assim se produz aquela aparente
confusao. Mais ainda, o espaco euclidiano, seja R?, R3 ou R" contém um GRUPO: o
grupo das matrizes ortogonais, que é o que generaliza o grupo das rotagoes do plano).
2)i) S6 f é linear. Vejamos g e h com contra-exemplos:

9((0,1) 4+ (0,1)) = ¢(0,2) = (0, \/5) #9(0,1) +9(0,1) = (0,1) + (0,1) = (0,2)
h(z,y) = gf(z,y) = g2z + 3y,4z) = (0,v/4r) também ndo é linear por razdes
parecidas as do anterior.

ii) Queremos encontrar M (f, By, B;) = M. Entao temos de calcular:

f(1,1) = (5,4) =4(1,1) + 1(1,0), f(1,0) = (2,4) =4(1,1) — 2(1,0)

4 4
1 =2
iii) (Nota: este exercicio foi retirado durante a prova no dia 29.) A matriz da funcao

(fixadas as bases os coeficientes sdo tnicos). Donde M =

inversa, na mesma base, é a inversa da matriz da funcao dada: M(f~1 By, B;) =
(M(f,By,B1))"" = M~ (se ndao quer reconhecer deste facto, s6 tem de comegar por
calcular f~! e depois proceder como em ii)). Agora pelo método da matriz adjunta,

12\ -1 4 '
-2 -4 4 4 _ —-12 0 — 191,
-1 4 1 =2 0 12

iv) Podemos usar M para procurar os valores proprios:

tem-se:

Verificacao:

4— X 4

M — \,| =
| 2 1 —2-)

=AM +2)(A—4) -4 =X -2\ —12

Donde as raizes sao: A = @ =1+V1+12=1+ V/13. Falta-nos afirmar que
os valores préprios de f (também se dizem “da matriz M”) sao as raizes do polinémio
caracteristico pys(A) = |[M — A1,,|.

3)i) Um vector préprio u de f associado ao valor préprio A é um vector de V' tal que
f(u) = Au.

ii) Para ver que U, é subespaco vectorial temos de ver que é fechado para a soma
de vectores e para o produto por escalares. Ora, se @ € R e se u,v € Uy, ou seja,
f(u) = Aue f(v) = v, entao resulta

Flut o) = f(u) + Fv) = hu+ Do = Au +0),
flav) = af(v) = alv = Aaw).

~—

v
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Donde u + v, av € Uy, como queriamos demonstrar.

iii) Por defini¢gdo Nuc f = {v € V' : f(v) = 0}. Ora Uy é exactamente o mesmo.

iv) Se Nuc f = {0}, entdo dimV = dim Im f. E como a imagem de f : V — V
estd evidentemente contida em V', o facto de ter a mesma dimensao obriga a que seja
Im f = V. Logo f é injectiva e sobrejectiva, < bijectiva < invertivel < a sua matriz
¢ invertivel < o determinante é # 0.

Outra solugao: por iii) e pela hipétese, 0 ndao é v.p. de M. Logo 0 nao é raiz do
polinémio caracteristio py(A) = |M — Al,|. Ou seja, pp(0) = | M| # 0.

4) Como ¢é sabido das aulas tedricas, se u L v, entdao ||u + v||*> = |Jul]®> + ||v||* (O
quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos). De facto,

Ju+o)* = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) = [Ju]|* + v,

porque (u,v) = 0.

5) Encontremos um ponto Py na recta: pode ser Py = (0, —1, —%), escolhido x = 0
e resolvidas as duas equagoes dadas. Agora outro ponto: P; = (1,2,1), escolhido
r = 1. Entao

r = P0+t(P1—PQ):P0+tU, t e R.

u=(1,3, %) é o versor da recta, ou seja, a direccio quando pensamos em F, como a
origem.
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Departamento de,Matemética da Universidade de Evora
Exame de Recurso de Algebra Linear e Geometria Analitica
6 de Fevereiro de 2009  Cursos de CTA, EC, EER, EG, EI e EM

1. i) O que entende por sistema de vectores linearmente independentes {vy, ..., vy }?
ii) Encontre uma base e diga qual a dimensdo do subespaco vectorial de R*
gerado por

(1,2,3,-2),(0,1,-3,1),(1,4,-3,0).

2. Seja V um espago vectorial sobre R e B = {vy, vy, v3,v4} uma base de V.
i) Com recurso aos determinantes, encontre os valores de o € R para os quais o
sistema de vectores

up =v1 + V2 + Vg, Uz = V3 — QUL+ 204, U3 =V — QU3, Uy = Uy

também forma uma base de V' (sugestdo: determine a ‘matriz de mudanca de
base’ M (1y, {u;},B)).

Escreva u; + us na base inicial e v; 4+ v, na base dos {u;}.

ii) Diga se W = {xv; + yvo + 2v3 : x,9,2 € R, 2?
subespaco vectorial de V. Justifique a resposta.

= —y + 2z} forma um

iii) Diga se S = {(z,y) : zv; + yve = zvy + yv, } forma um subespago vectorial
de R? e em caso afirmativo determine uma base de S.

3. Justifique que o seguinte sistema “AX = B” é sempre possivel e determinado:

br —2y—z="b

—2y 45z = by
3r — 4z = b
Encontre uma matriz A’ tal que na resolucao do sistema, Vby, by, b3, s6 tenhamos
xz b1
de fazer | y | = A" | by
z b3

4. Seja f : R* — R3 uma aplicacao linear dada pelos subespacos préprios Uy =
({(0,0,1)}) e Uy = ({(2,0,1),(2,3,0)}). Encontre a expresssao de f(x,y,z).

5. Mostre que Tr : M,,,, = R, TrA =>"" | a;, é uma aplicagao linear.

Serd que g : My, ,, = My, g(A) = ATr A, também ¢ linear? Justifique.
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6. Mostre que nenhuma aplicacao linear f : R® — R™, com n < m, é sobrejectiva.

7. Demonstre a identidade do paralelogramo: |u + v||? + ||u — v||* = 2||u|* + 2||v]||?,
Yu,v € R™.

8. Diga se arecta r = (1,1,1) + ((1,0,1)) intersecta o plano 7 = x +y = 2.

Esclarecimentos necessarios prestados durante a prova.

No exercicio 4 recordar que

Uy={veR’: f(v)=v}.

No exercicio 6 tomar em conta a

Sugestao: usar um dos teoremas das dimensoes.
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Resolugao do Exame de Recurso, de 6 de Fevereiro
1)i) Um sistema de vectores {vy, ..., v} diz-se um sistema de vectores linearmente
independentes (s.l.i.) se ndo forem linearmente dependentes. Isto é, se nenhum deles
se escreve como combinagao linear dos restantes.

Equivalente: temos um s.l.i. se s6 ha uma forma de obter a combinagao linear
nula a partir dos vy, ..., v, — a saber, a que tem os escalares todos nulos.

Ainda de forma equivalente: temos s.l.i. se sempre que se tiver A\jv;+- - -+ A\, v, =
0,entao Ay = ... = A, =0.
ii) O subespago é gerado por aqueles 3 vectores. Uma base é um conjunto minimal
de geradores, logo tem de ser um s.l.i. extraido de entre aqueles 3. Vejamos a
caracteristica do sistema:

12 3 -9 12 3 -9 12 3 -2
01 -3 1 |22 101 =3 1 | 222101 -3 1
14 -3 0 02 —6 2 00 0 0

A caracteristica é claramente 2, logo posso tomar os dois primeiros vectores como
base do subespaco, o qual tem dimensao 2.
2)i) Pela sugestao, a matriz de mudanga de base é

1 1 0 1
—a 0 1 2
0 1 —a O
0O 0 0 1

O determinante é, pela regra de Laplace e de seguida a de Sarrus (fica sé o quadrado a
esquerda em cima), igual a —1 —a?. Logo nunca se anula. Logo a matriz de mudanca
de base é sempre invertivel. Os 4 vectores sao l.i., ou seja, formam uma base de V'
qualquer que seja a € R (o enunciado diz-nos logo que V' tem dimensao 4).
Claro que uy + uy = v1 + v + v4 + v3 — avy + 2v4 = (1 — a)vy + vy + v3 + 3vy.
Também se resolve ‘de cabega’ o sistema linear para a escrita de v’s em u’s no
caso particular pedido: basta olhar para os vectores,

Ul+U2:(’U1+02—|—U4)—U4:U1—U4.

Se nao se consegue ver logo, s6 temos de resolver o sistema: vy + vy = Tu; + Yus +
U3 + Wuy.
ii) W nao é subespago: v; —vo € W, pois 12 = 1, mas 2(v; — vy) = 2v; — 209 ¢ W
pois 22 # 2. Logo W nao é fechado para a multiplicacao por escalares.
iii) Tem-se vy + yvo = yv; + a0y & & = y. Quer dizer, S = {(z,y) € R? : 2 = y},
ou seja S = ({(1,1)}).
3) Temos

5 —2 —1

A=110 -2 5
3 0 —4
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e, como o determinante |A| = 40 — 30 — 6 = 4 # 0, o sistema tem caracteristica 3 e
logo é sempre possivel e determinado (independente de B). Para o resolver, ‘passa-se
A para o outro lado’: AX = B < X = A71B. Portanto A’ = A™! e estd resolvida a
questao. Nao se percebendo bem se se pedia para calcular a inversa, calculamos aqui:

5 =2 -1 ] 100 \ 0 —6 | 1 —-10 \
Ls—3£ Ly L3+ Lo
0 -2 5 | 010|—>1]0-2 5 | 0 1 0| —">
3 0 —4]00 1| 7" 6 _1 50 1
—4 | s —% | —%
5 0 —6 | 1 —10 5 0 0] 10 —10 —15
0 -2 5 | 0 1 0|=22%10-—20]|-L & 2
U B R B e LB AR T I
acrescido de Lg < —ng. Donde
2 -2 -3
Al=| L _17 _25
5 3 5
2 2 2
Verificagao:
§ -8 —12 5 —2 —1 40 0
AATTA= | 15 —17 —25 0 -2 5 | =104 0] =415,
6 —6 —10 3 0 -4 00 4

estd certo.

4) Seja ey, eq, €3 a base canénica de R3; todos sabemos que vectores sao. Temos por
hipétese

£(0,0,1) =0, f(2,0,1) = (2,0,1), £(2,3,0) = (2,3,0),

ou seja, f(ez) = 0, f(2e1 + e3) = 2e; + e3, f(2e1 + 3ex) = 2e; + 3es. Agora, por
linearidade, da segunda destas equagoes vem

2f(e1) + f(ez) =2e1 +e3 & 2f(er) =2e;+es & fle) =e + 163

2
e da terceira vem
1
2f(€1) + 3f<62) = 261 + 362 <~ (261 + 63) + 3f(€2) = 261 + 362 <~ f(eg) = €9 — 563.
Finalmente
flx,y,2) = flxes +yea+zes) = xf(er) +yf(ex) +zf(es) =
= m(e +le)—|— (e —le)—I—O = xe; + yes + lx—l e
= 1 5 3 ylé2 3 3 = 1T Yeé2 5 B?J 3
(v 57~ 39)
= €T —r — — .
7y7 2 3y
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4) (outra solugao) Os vectores préprios apresentados (associados a 0 ou a 1) consti-
tuem claramente uma base de R3. Entao existem escalares tinicos oy, o, a3 € R tais
que

(x,y,2) = a1(0,0,1) + a2(2,0,1) + a3(2, 3,0).

Resolvemos o sistema:

z=o0+ ap=z—5+4%
T=20+203 & ww=35—%
Yy = 3ag ag =%
Entao
f(.??, Y, Z) = alf(oa 07 1) + an(27 07 1) + an(27 37 O)
= a1.0+a2(2,0,1)—|—a3(2,3,0)
r Yy Y
= (= —3)(2,0,1)+ =(2,3,0
(2 3)(77)+3(77)
(v 37~ 50)
= |(z,y,=z— =y .
7y72 3y
5) Sejam A, Ay € M,,,, e p € R. Entao, sendo A, = 1..n para ¢ =1,2, vem
7‘7

n
Tr (Ay + pAs) = Z aj; + pal) Z a;; + ,LLZ a; =Tr Ay + pTr Ay
i=1

como queriamos.
A aplicagao g nao é linear (porque aparece o argumento A numa expresao quadratica):
basta confirmar com um exemplo

g(5A) = 5A.Tr (5A) = 5A5Tr A = 25ATr A £ 5g(A).

6) Pelo teorema das dimensoes (ver sugestao), sabemos que dim R” = n = dim Nuc f+
dimIm f. Daqui se vé logo que dimIm f < n. E como por hipdtese n < m, tera de
ser Im f estritamente mais pequeno que R™. Ou seja, f nao cobre todo o espacgo de
chegada. Isto mostra que f nao é sobrejectiva.

7) Usando as propriedades conhecidas do produto interno, vem

lu+]* + [lu —vl* = (u+v,u+v)+(u—v,u—0v)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) +
(u, u) = (u,v) = (v, u) + (v,0)
= 2(u,u) + 2(v,v)
= 2l + 2[v]*.
8) Um ponto (1 +¢,1,1+1¢), t € R, da recta r estd em 77 Se e sése (1 +1t)+1=
2 & t = 0. Sim, ha solugao. Logo hé intersec¢ao. No ponto (1,1,1), como se via

logo.
Terd mesmo de ser {(1,1,1)} =rN.
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Programa do curso de Algebra Linear e Geometria Analitica, 2008/09

1) Elementos da teoria dos conjuntos
nogoes basicas, leis de Morgan, produtos cartesianos
funcoes, injectividade e sobrejectividade
relacoes de equivaléncia
2) Os numeros reais
o corpo R e breves nocoes sobre grupo, anel e corpo
divisores de zero
3) O anel das matrizes e sistemas lineares
Algebra das matrizes sobre R (referéncia ao corpo qualquer)
matrizes especiais
sistemas de equacoes lineares
transposta, inversa, calculo da inversa, o método da transposicao
resolucao de sistemas por matriz ampliada
vectores em R”, independeéncia linear
caracteristica de uma matriz
estudo dos sistemas
4) Determinantes
definicao, calculo, regras
teoria dos menores, regra de Laplace
5) Espagos vectoriais sobre R
definigao (com referéncia ao corpo qualquer), exemplos, soma directa
subespacos vectoriais, espaco vectorial quociente (NAO FOI DADO)
bases e dimensao
dimensao da soma directa de subespacos
6) Aplicagoes lineares
defini¢ao, nicleo, imagem
representacao matricial, o produto vs composicao
transformacao por mudanca de bases
teorema do homomorfismo
7) Valores vectores préprios
definicao e polinémio caracteristico
diagonalizacao
8) Geometria do plano e do espaco
planos e rectas afins
distancia entre planos, rectas e pontos
volumes

43
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