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Resumo:
Apontamento sobre a construcdo de métricas com simetria esférica em
fibrados vectoriais riemannianos sobre variedades riemannianas.

Abstract:
A note on the construction of metrics with spherical symmetry on Rie-
mannian vector bundles over Riemannian manifolds.
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1 Geometria dos fibrados vectoriais

E bem conhecido que os fibrados vectoriais 7 : E — M sdo também vari-
edades diferencidveis. Com efeito, as aplicagoes de trivializacdo induzem as
necessarias cartas, do mesmo grau de diferenciabilidade sobre as intersec-
¢oes. Em cada fibra 7= 1(z) = E,, x € M, tais cartas sdo ainda aplicacdes
lineares, pelo que se pode identificar naturalmente T, F, com FE,. Ou seja,
T(E,) = E; x E, e, mais ainda, pode-se verificar que V := kerdr C TFE
coincide com o subfibrado tangente as fibras, pelo que em suma V ~ 7*F.
Por outro lado, tem-se a sucessao exacta de fibrados vectoriais sobre E

0—V—TEYS oTM —0. (1)

Dada uma conexdo D" : I'(M;E) —s T'(M;T*M ® E), esta permite-
nos construir um subespaco dito horizontal H” Y cTE complementar do
vertical V, que se identifica por sua vez com 7*T'M por via de dw. Assim

obtemos .
TE=H"" @V ~1*TM & m°F . (2)

Desde logo E admite um campo vectorial tautolégico &, vertical por na-
tureza e definido como &, = e € V, Ve € E. Tal campo parece variar apenas
ao longo das fibras de F; com efeito, em m := dim M direc¢des horizontais
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nao varia de todo. Nao desvirtuando quaisquer defini¢gdes candnicas, temos
o subespaco horizontal e projeccao

HP" —kern*D’¢  wDyE=Y, VY V. (3)

Fazemos agora nova suposicao, a de a variedade M estar munida de uma
conexao linear VM, ou seja, uma conexao definida no fibrado tangente de
M. Respeitando as projecgoes e isomorfismos indicados em , obtém-se de
imediato, bem definida, uma conexao linear sobre a variedade £. Admitimos
assim que D* = V" @ 1*D" esté definida em TE.

A seguinte proposi¢ao pode-se provar em duas linhas, apenas com o que
ja se introduziu. Mas por ser tao fundamental em tudo o que segue optamos

E
por um retorno as cartas. Sendo R” o tensor de curvatura de DE,
E
RP(X,Y)e = DyDye— DyDye—Diyye, VXY €TM, (4)

E
notamos R o tensor definido por R¢(X,Y) = 7*RP (X,Y)¢, VX,Y € TE,
0 qual como se espera provém da curvatura de D" .

Proposicao 1.1. A torsdo de D* wverifica

« M
0" =717V @ RS (5)

Demonstragdo. Tomemos um carta x = (z!,...,2™) num aberto U de M

e um referencial {€q}q=1,. % de £ no mesmo dominio, onde k£ é o ranque
de E. Escrevamos os simbolos de Christoffel vgfaj = Ff-\;[’hah e Dgiea =

ES < : :
I',"eg, com as convengoes usuais. Temos em particular uma carta (z,y)
em 71 (U) ~ U x R¥ que permite escrever £ = y®m*e, ~ y*d,. Derivando
¢ na direccdo de um qualquer vector X = X'0; + Y0, tangente a F,
encontramos a decomposicao de X:

X = (X'0; — Xy TE ) + (X'y°TEP +vP)a,
Ou seja os vectores 7*0; := 0; — yaff;’ﬁﬁg formam em cada ponto uma base

de ’HDE e os vectores Jg = m*eg uma base de V. Obviamente dm(0;) = 0;.

Queremos provar que D%Y — D3y X — [X,Y] = RS(X,Y) — aceitemos
desde logo que V" tem torsio nula, pois o caso geral é pouco mais compli-
cado. Primeiro,

D58 = m*Vy 0+ Dy (y°Tie 05)
By

Mh_s or; E,B1E,
= T won 4y (S 4 TR,
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Mo, M,h M,h . .
Como V' é simétrica, Fji’ = Fij’ , resulta em mais uma linha que

TP (0;,0;) = RE(9;,0;). De facto, o tensor R¢ é nulo se alguma das entradas
for vertical. Deixa-se ao cuidado do leitor a demonstracdo das igualdades

D}0a =Dy 0, =T389 e Dy ds=0
que permitem finalmente concluir o resultado em geral. ]

Vemos assim uma interpretagdo da torsdo como expressao da curvatura,
ou vice-versa, fenémeno comum da geometria diferencial como teoria si-
multdneamente una e plena de ubiquidades. A introducdo de tensores e
derivadas covariantes permite fazer o estudo da geometria de E de forma
avancada, independente de coordenadas, focada em novas estruturas globais.

2 Meétricas esfericamente simétricas

Continuando a tomar (E, DE) da seccao anterior, suponhamos que o fibrado
vectorial E vem ainda munido de uma métrica g, € I'(M; S2E*), definida
positiva, com a qual a conexao dada é compativel, isto é, D g, = 0, e
suponhamos que a variedade base M é uma variedade riemanniana com
métrica g,,. Podemos entao introduzir uma estrutura pseudo-riemanniana
8. p Sobre E respeitando a decomposicao e escrevendo

gy p = €11 g,, ® £e*P21g, (6)

onde ¢1,p2 € CF(R) sdo duas quaisquer fungoes escalares em E. Cha-
mamos métrica esfericamente simétrica aquela em que 1,2 dependem
apenas de um parametro, a saber, o raio-quadrado r = r(e) = [|e|[2, Ve € E.

No caso das definidas positivas, tais métricas foram introduzidas em
formulacdo geral em [3] (ndo encontramos outra referéncia), no seguimento
de outros estudos de exemplos concretos por varios geémetras (I} 2, 4 [5])
e conhecidos fisicos como [6].

Como r = [[£]|2, resulta que dr(X) = 2<£,7T*D)E(6>E = 2(£,X), (no-
tamos e.g. (X,Y),, = m*g,, (X" Y")). Usando a conexdo de Levi-Civita
provinda da métrica g,,, pode-se construir D*. Obtemos uma conexao mé-
trica D = D* + C , com a mesma torsdo, somando certo tensor simétrico

CxY = a(@(X)Y"+ (V) X"+

7
+ Cl<X7 Y>JW§ + C2<Xa Y>E§ + b(gb(X)Yv + §b<Y)XU) : ( )

O seguinte teorema generaliza [3, Theorem 1.1] ao caso pseudo-riemanniano.
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Teorema 2.1. D é uma conexdo métrica (Dg,, , =0) se e so se

a =2y} ¢ = T2p,e2P172) b=2ph=—cy . (8)
Finalmente a conexao de Levi-Civita de g,, , coincide com
M,E . 1 ¢
Vy Y:DXY+CXYj:AXY—§R (X,Y) (9)

onde A ¢ o tensor definido para o caso riemanniano em [3].

Como exemplo das métricas esfericamente simétricas recordamos a cons-
trucao de Bryant-Salamon sobre E = A2T*M — M*, de holonomia nao
s6 contida mas igual ao grupo de Lie excepcional Gy quando M = S* ou
CP?. A métrica é definida por

-9
N - (&)
Sup = \/283sr + ¢ g, D 72&2% — ™9y (10)
0 1

onde é,é > 0 e s = Scal”™ /12. Em [2] mostram-se outras métricas G
semelhantes. Aqui deixamos em perspectiva o estudo do caso de holonomia
Gy dos split-octonides, associada a métrica de assinatura (3,4).

(Investigacdo financiada parcialmente pelos fundos FEDER, programa COMPETE,
através da FCT Projecto PTDC/MAT/118682/2010.)
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